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Diutldorf,  Wolf'tche  Buchdruritrti 
Hrrmann  You. 


Vorrede. 


Es  lag  ursprünglich  nicht  in  meiner  Absicht,  auch  auf  die  drei 
Dimensionen  des  Raumes,  meine  Untersuchungen  auszudehnen.  Diejenigen 
Ideen,  welche,  im  Anfange  meiner  akademischen  Laufbahn,  zuerst  mir 
die  Feder  in  die  Hand  gaben  und  mich  damals  schon  eine  Umgestaltung 
der  analytisch  geometrischen  Methode  durchblicken  Hessen,  finden  ihre 
unmittelbare  Anwendung  auch  in  dem  weiteren  Gebiete  der  räumlichen 
Geometrie,  so  dass  hier  der  Weg  durch  meine  frühern  Arbeiten  schon 
vorgezeichnet  ist.  Aber  die  Ausführung  wirkt  zurück  auf  den  Gedanken, 
der  sie  hervorgerufen  hat,  vervollständigend,  läuternd,  verallgemeinernd ; 
sie  gibt  ihm  erst  seine  Bedeutung.  In  dieser  Beziehung  durfte  auch  die 
vorliegende  Arbeit  nicht  fehlen.  Wenn  sie,  selbst  in  denjenigen  Theilen, 
die  von  Geometern  ersten  Ranges  wiederholt  mit  Vorliebe  behandelt 
worden  sind,   noch  eine  reiche  Ausbeute  neuer  Resultate  gegeben   hat, 


so  lege  ich  darauf  nur  in  so  fern  Gewicht,  als  die  Methode  es  ist, 
die,  wohinaus  wir  sie  verfolgen  mögen,  nothwendig  Neues  aufdecken 
muss.  Und  diese  Methode  —  in  solchem  Glauhen  lege  ich  die  Feder 
nach  mehr  als  zwanzig  Jahren  nieder,  um  sie  für  diese  Art  von 
Forschung  nicht  mehr  zu  ergreifen  —  wird  der  Wissenschaft  bleibend 
angehören. 

KoilII,  im  Juli  1846. 


Der  Verfasser. 
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Coordiitaf  eii-B est  immun;?  des  Pimctes  lind  der  Ebene* 
Colliiication.    Reciprocität. 

1.    Es  stellt,  wie  bekannt,  die  Gleichung: 

t'z  -f  u'y  -f  v'x  -h  1  =  0 ,  (1) 

wenn  z,  j  und  x  die  Bedeutung  von  gewöhnlichen  Parallel-Coordinatcn  haben  und  wir  dieselben  als 
veränderlich  betrachten,  während  t',  u'  und  v'  drei  Constante  bedeuten,  eine  Ebene  dar.  Sind 
diese  Constanten  gegeben ,  so  ist  es  die  Ebene.  Man  sieht  sogleich,  dass  die  reciproken  und  mit 
entgegengesetztem  Zeichen  genommenen  Werthe  derjenigen  drei  Segmente,  welche  die  gegebene 
Ebene  von  den  drei  Coordinaten-Axen  Z,  Y  und  X  abschneidet,  jene  drei  gegebenen  Constanten  sind. 
Die  Bestimmung  von  diesen  Constanten  ist  hiernach  eine  lineare,  so  wie,  umgekehrt,  auch  die 
Construction  der  Ebene,  wenn  die  drei  Constanten  ihrer  Gleichung  gegeben  sind,  eine  lineare  und 
vollkommen  bestimmte  ist.  Wir  nennen  diese  drei  Constanten  t',  u'  und  v'  die  drei  Coordinaten 
der  durch  die  Gleichung  (1)  dargestellten  Ebene  und  bezeichnen  sie  überhaupt  als  Plan- 
Coordinaten;  dem  ganz  analog,  wie  wir  Coordinaten  eines  gegebenen  Punctes  diejenigen  besondern 
(constanten)  Werthe  von  z,  y  und  x  nennen,  welche  diesem  Puncte  angehören  und  durch  deren 
Vennittelung  wir  denselben  auf  lineare  Weise  bestimmen  können.  Mit  der  Lagen-Aenderung  der 
durch  die  Gleichung  (1)  dargestellten  Ebene  ändern  sich  die  Coordinaten-Werthe  derselben.  Aus 
diesem  Gesichtspuncte  betrachtet,  sind  dieselben  veränderliche  Grössen,  und  als  solche  wollen 
wir  sie,  mit  Hinweglassung  der  Accente,  durch  t,  u  und  v  bezeichnen.  Sie  sind  veränderliche 
Grössen,  welche  für  alle  Ebenen,  wie  die  Punct-Coordinaten  z,  y  und  x  für  alle  Puncte,  durch 
Vermittelung  der  drei  Coordinaten-Axen  auf  gleichförmige  Weise  construirt  werden  können. 

Die  Gleichung  (1)  wird  befriedigt,  wenn  wir  für  z,  y,  x  die  Coordinaten  z',  v',  x'  irgendeines 
Punctes  der  dargestellten  Ebene  einsetzen,  wonach: 

t'z'  4-  u'y'  -f  v'x'  +1=0.  (2) 

Diese  Gleichung  drückt  also  eine  Relation  zwischen  den  Coordinaten  einer  Ebene  (t',u',v')  und 
den  Coordinaten  eines  Punctes  (z',y',x')  aus,  welche  bestehen  muss,  wenn  dieser  Punct  auf  jener 
Ebene  liegen,  oder,  was  dasselbe  heisst,  wenn  jene  Ebene  durch  diesen  Punct  gehen  soll.  Betrachten 
wir  einerseits,  wie  in  dem  Vorstehenden,  t',  u',  v'  als  constant  und  z',  \',  x'  als  veränderlich,  so 
erhalten  wir  die  Gleichung  (1),  von  der  wir  eben  sagen,  dass  sie  die  Ebene  (V,  u',  v') 
darstelle,  weil  die  unendlich  vielen  zusammengehörigen  Punct-Coordinaten- Werthe ,  welche  diese 
Gleichung  befriedigen,  den  verschiedenen  Puncten  der  Ebene  entsprechen.  Betrachten  wir  andrerseits 
z',  >',  x'  als  constant  und  t',  u',  v'  als  veränderlich,  so  erhalten  wir  die  Gleichung: 

1 
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z't +y'u  +  x'v  + 1  =  0,  (3) 

welche  durch  unendlich  viele  Gruppen  dreier  zusammengehörigen  Plan-Coordinaten-Werthe  befriedigt 
wird.  Solchen  Coordinaten-Werthen  entsprechen  alle  die  verschiedenen  Ebenen,  welche  sich  durch 
den  Punct  (z',  j\  x')  legen  lassen.    Wir  sagen,  es  werde  dieser  Punct  durch  die  Gleichung 

(3)  dargestellt. 

Die  Coordinaten  der  Ebene  sind  die  drei  Constantcu  ihrer  Gleichung  (1),  die  Coordinaten  des 
Punctes  die  drei  Constanten  seiner  Gleichung  (3). 

2.  Wir  sagen,  dass  überhaupt  eine  Gleichung  zwischen  Punct-Coordinaten  eine  Fläche  darstelle, 
weil  alle  Gruppen  von  Coordinaten-Werthen,  welche  die  Gleichung  befriedigen,  den  Punctcn  der 
Fläche  zugehören,  und  umgekehrt,  die  Coordinaten  jedes  Punctes  der  Fläche  der  Gleichung-  Genüge 
thun.  Mir  sagen  ebenso,  dass  überhaupt  eine  Gleichung  zwischen  Plan-Coordinaten  eine  Fläche 
darstelle,  weil  alle  Gruppen  von  Coordinaten-Werthen,  welche  die  Gleichung  befriedigen,  Ebenen 
entsprechen,  welche  die  Fläche  berühren,  und  umgekehrt,  die  Coordinaten  jeder  Tangcntial-Ebene 
der  Gleichung  Genüge  thun. 

Wenn  sich  die  Gleichungen  auf  den  ersten  Grad  reduciren,  so  gehen  die  dargestellten,  im 
Allgemeinen  krummen,  Flächen  in  dem  Systeme  der  Punct-Coordinaten  in  eine  Ebene,  in  dem 
Systeme  der  Plan-Coordinaten  in  einen  Punct  über. 

3.  An  die  Stelle  der  Gleichung  (1)  können  wir  auch  die  folgende  setzen: 

z-f  u/y-j-v'x  +  w'  =  0,  (4) 

in  welcher  ebenfalls  drei  Constante  und  zwar  nur  in  der  ersten  Potenz  vorkommen.  Diese  Gleichung 
ist,  wie  jene,  in  Beziehung  auf  die  drei  Veränderlichen  z,  y,  x,  denen  wir  auch  hier  die  Bedeutung- 
gewöhnlicher  Punct-Coordinaten  beilegen,  einerseits,  und  andrerseits  der  drei  Constanten  u',  v',  w' 
symmetrisch.     Die  drei  neuen  Constanten  können  wir,  was  die  Bestimmung  der  durch  die  Gleichung 

(4)  dargestellten  Ebene  betrifft,  an  die  Stelle  der  früheren  setzen,  und,  wie  diese  in  dem  Vorstehenden, 
als  die  Coordinaten  der  Ebene  betrachten.  Durch  diese  neuen  Coordinaten  wird  bloss  die  Ebene 
auf  eine  andere  Weise  als  früher  construirt.  Auf  bekannte  W7eise  überzeugt  man  sich  nemlich 
sogleich,  dass  w'  das,  mit  entgegengesetztem  Zeichen  genommene,  Seg-ment  bedeutet,  welches  die 
Ebene  (4)  von  der  Axe  Z  abschneidet,  und  dass  u'  und  v'  (unter  der  Voraussetzung-  rechtwinkliger 
Axen)  die  trig-onometrischen  Tangenten  derjenigen  beiden  Winkel  bedeuten,  welche  einerseits  von 
der  Axe  Z  und  andrerseits  von  den  in  den  Ebenen  ZY  und  ZX  liegenden  Projectionen  eines  auf 
der  Ebene  (4)  errichteten  Perpendikels  gebildet  werden. 

Bezeichnen  wir,  wie  früher,  einen  g-egebenen  Punct  der  Ebene  (4)  durch  z',  )',  x',  so  kommt: 

z'-f  uy  +  v/x/-hw/  =  0,  (5) 

und  wenn  wir  dann  ferner  u',  v',  w'  als  veränderlich  betrachten  und,  dem  entsprechend,  die  Acccnte 
fortlassen : 

w-f  x/v-r-y'u-hz/  =  0,  (6) 

eine  Gleichung,  welche,  in  demselben  Sinne  als  früher,  den  Punct  (z',  }',  x')  darstellt. 

4.  Dadurch,  dass  wir  den  Erörterungen  der  vorstehenden  und  der  ersten  Nummer  die  uns 
geläufigere  Bestimmung-  der  Coordinaten  eines  Punctes  zu  Grunde  gelegt  haben,  erscheint  die 
Bestimmung  der  Coordinaten  einer  Ebene  als  ein  hieraus  Abgeleitetes.  Alles  verhält  sich  aber,  in 
Beziehung  auf  die  zwiefache  Coordinaten-Bestimmung,  ganz  symmetrisch,  und  es  ist  kein  Grund 
vorhanden,  vorzugsweise  eine  der  beiden  Bestimmungen  als  die  erste  und  ursprüngliche  anzusehen. 
Denn  auf  gleiche  Meise  hätten  wir  auch  aus  der  Bestimmung  der  Plan-Coordinaten  die  Bestimmung 
der  gewöhnlichen   Punct-Coordinaten  ableiten,    oder,    mit   andern  Worten,   in  den  genannten  beiden 
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Nummern  rückwärts  von  den  Gleichungen  (3)  und  (6)  zu  den  Gleichungen  (1)  und  (4)  über- 
gehen können. 

Wir  wollen  uns  nun  zu  einer  allgemeinern  Coordinaten-Bestimmung,  sowol  für  Puncte  als 
Ebenen,  wenden  und  hierbei,  was  die  Form  der  Darstellung*  anbetrifft,  den  eben  ausgesprochenen 
Gesichtspunct  festhalten. 

5.    An  die  Stelle  der  Gleichungen  (2)  und  (5)  wollen  wir  die  nachstehende  treten  lassen: 

s     s  T  s     s  ^  s     s  T  '  *  J 

welche  wir  auch  folg'endergestalt  schreiben  können: 

Pp  +  Qq  +  Rr-fSs  =  0.  (8) 

Wir  beaeichnen  hierbei  durch  p,  q,  r  und  s  vier  geg-ebene  ganze  und  lineare  Functionen  von 
z,  y  und  x,  so  wie  durch  P,  Q,  R  und  S  vier  gegebene  ganze  und  lineare  Functionen  etwa  von 
u,  v  und  w. 

In  dieser  Voraussetzung  stellen,  wenn  wir  erstens  P,  Q,  R  und  S  als  constant  und  p,  q,  r 
und  s  als  veränderlich  betrachten,  die  vorstehenden  Gleichungen,  weil  sie  in  Beziehung  auf  z,  y  und  x 
vom  ersten  Grade  sind,  eine  Ebene  dar,  welche  durch  die  drei  Constanten  Coefficienten : 

JL  iL  A 

S  '  s  '  s 

auf  einzige  Weise  vollkommen  bestimmt  ist.  Diese  drei  constanten  Quotienten  nennen  wir  die  drei 
Coordinaten  der  Ebene.  Wir  werden  auch  eben  so  oft  von  vier  Coordinaten  der  Ebene 
sprechen,  indem  wir  für  diese 

Pt  Q,  R,  s 

nehmen.  Wenn  die  Ebene  gegeben  ist,  so  erhalten  nur  die  Quotienten  je  zweier  ihrer  vier  Coordinaten 
bestimmte  Werthe,  und  nur  diese,  nicht  aber  die  vier  Coordinaten  selbst,  können  wir  zur  Bestimmung 
einer  Ebene,  von  Vorne  herein,  willkührlich  annehmen;  was  auch  daraus  schon  erhellet,  dass  jede 
dieser  vier  Coordinaten,  weil  sie  alle  gegebene  lineare  Functionen  von  u,  v  und  w  sind,  auch  eine 
gegebene  lineare  Function  der  drei  übrigen  ist. 

Wenn  wir  zweitens  p,  q,  r  und  s  als  constant  und  P,  Q,  R  undS  als  veränderlich  betrachten, 
so  stellen  die  vorstehenden  Gleichungen,  weil  sie  in  Beziehung  auf  u,  v  und  w  vom  ersten  Grade 
sind  und  also  auf  die  Form  der  Gleichung  (6)  gebracht  werden  können,  einen  Punct  dar,  welcher 
durch  die  drei  constanten  Coefficienten: 

_L  JL   JL 

s  '   s  '    s 

auf  einzige  Weise  vollkommen  bestimmt  ist.  Diese  drei  Constanten  nennen  wir  die  drei  Coordi- 
naten des  Punctes.  Auch  hier  werden  wir  eben  so  oft  von  vier  Coordinaten  sprechen,  indem 
wir  für  diese 

p,     q,    r,     s 
nehmen.      Der    Punct    ist    alsdann   durch    die  Quotienten  je   zweier   dieser   vier  Coordinaten    und, 
umg-ekehrt,  sind  diese  durch  die  Lag-e  des  Punctes  bestimmt. 

Es  gibt  hiernach  unendlich  viele  Systeme  von  Punct-Coordinaten  sowohl  als  von  Plan-Coordinatcn; 
diese  ordnen  sich,  in  Folge  der  Gleichung  (7),  die  wir  der  Kürze  wegen  auf  folgende  Weise 
schreiben  wollen:  •  •  \  -,  ;-; 
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GS  +  H^  +  Z^-H  =0, 

p       q       r 
indem  wir  S,  riy  i,  für  die  Punct-Coordinaten  ■: — ,  — ,  — und  0,  H,  Z    für    die    Plan-Coordinatcn 

s       s        s 

P       0      R 

— ,   — ,  —  einsetzen,   als   befreundete    Coordinaten-Systeme  paarweise   zusammen.  Denn,   wenn 

s     s     s 

wir  zum  Beispiel  S,  57,  £  als  gegebene  lineare  Functionen  von  z,  y,  x  und  als  veränderlich  betrachten, 

so   stellt  die  letzte  Gleichung-   eine  Ebene  dar,    von  deren  Coordinaten  t,  u,  v  die  Grössen  0,  H,  Z 

vollkommen  bestimmte  Functionen   sind.     Hiernach  sind  also   in  Gcmässhcit  der  1.  Nummer  z,  y,  x 

1      x      y 
und  t,  u,  v,  ferner  in  Gemassheit  der  3.  Nummer  - — ,  — ,  —  und   w,   v,   u    die  Coordinaten    zweier 

Zi  Zi  iL 

befreundeten  Systeme. 

Auf  eine  gleich  einfache  Weise  ordnen  sich  Systeme  von  Punct-  und  Plan-Coordinaten  paarweise 
zusammen,  wenn  wir  der  Gleichung  (7)  die  folgende  Form  g-eben: 

s   T  P      s  ^  P       s    ^  P 

die,  wenn  wir    der  Kürze  halber   £,  rt.  S  für  die  Punct-Coordinaten   — ,  — ,  —   und  Z,    H,  0  für 

s       s       s 

SRO 

die    Plan-Coordinaten    — ,  —,  -=j-  einsetzen,  in  die  folgende  überg-eht: 

£+6»7+HS-f  Z  =  ö. 

Durch  diese  Gleichung  sind  die  beiden  Coordinaten-Sysleme  £,  jj,  S  und  Z,  H,  0  g-eg-enseitig-  durch 
einander  bestimmt.  Je  zwei  solcher  Systeme  nennen  wir  befreundete  zweiter  Art.  Befreundete 
Coordinaten-Systeme  zweiter  Art  sind  also,  in  Gemassheit  der  Gleichung  (4),  insbesondere  auch  die 
Parallel-Coordinaten  z,  y,  x  und  die  Plan-Coordinaten  w,  v,  u  der  3.  Nummer. 

6.  Es  liegt  uns  jetzt  zunächst  noch  ob,  unsere  zwiefache  allgemeine  Coordinaten-Bestimmung- 
von  einem  speciellen  Systeme  von  Punct-  oder  Plan-Coordinaten  unabhängig  zu  machen.  Da  nemlich 
lineare  Functionen  von  z,  y,  x  (oder  u,  v,  w)  auch  lineare  P'unctioncn  irgend  dreier  andern  Grössen, 
die  selbst  schon  lineare  Functionen  von  z,  y,  x  (oder  u,  v,  w)  sind,  bleiben,  wobei  bloss  die 
Wcrthc  der  Constanten  sich  ändern;  so  erhält  der  Ausdruck  lineare  Function  eine  Bedeutung-,  die 
von  der  Annahme  eines  speciellen  Coordinaten-Systems  nicht  mehr  abhängig  ist. 

Es  sei  erstens,  indem  wir  wiederum  von  gewöhnlichen  Punct-Coordinaten  ausgehen, 

p'  =  er  (z'  -f  ay'  +  bx'  +  c)  , 
wobei  wir  p',  z',  y'  und  x'  auf  einen  gegebenen  Punct  beziehen.     Betrachten   wir   diese  Grössen  als 
veränderlich,  so  stellen  die  Gleichungen : 

p  =  0,  z-fay-r-bx+c  =  0 

beide  dieselbe  gegebene  Ebene  dar.  Wenn  wir  nach  dieser  Ebene  von  dem  gegebenen  Punctc  aus 
und  parallel  mit  der  Axe  Z  eine  gerade  Linie  ziehen,  welche  diese  Ebene  in  irgend  einem  Puncto 
trifft,  dessen  z  wir  durch  z"  unterscheiden  wollen,  so  kommt: 

0  =  z"-r-ay'-r-bx'-|-c, 
und  hiernach : 

P'  =  TT  (Z'  —  Z"). 

(z'  —  z")  ist  gleich  dem ,    nach   der  beliebig   bestimmten  Richtung  der  Axe  Z  genommenen  Abstand 
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des  gegebenen  Punctes  von  der  gegebenen  Ebene  p.  *)    Bezeichnen  wir  den  kürzesten  Abstand  beider 
durch  pj   und    den   constanten  Winket,   welehen  die  Ebene  p  mit  der  Axe  Z  bildet,   durch  9,    und 

J*  ., 

setzen  zugleich  der  Kürze  wegen  — — ■*  =  ttj,  so  ergibt  sich: 

0       sin  9 

P'  ==  ^iPi- 

Es  bedeutet  also  p'  den  kürzesten  Abstand  des  gegebenen  Punctes  von  der  gegebenen  Ebene,    multi- 

plicirt  mit  einem  constanten  Coefficienten. 

Als  allgemeine  Punct-Coordinaten-Bestimmung  erhalten  wir  hiernach  die  folgende. 

Vier  Ebenen  werden  von  "Vorne  herein  beliebig  angenommen;  dann  sind  die  kürzesten  Abstände 
eines  Punctes  von  diesen  vier  Ebenen,  multiplicirt  mit  vier  beliebigen  Constanten,  die  vier  Coordinaten 
dieses  Punctes.     Die  Vier  Ebenen  selbst  werden  durch  die  vier  Gleichungen: 

p  =  0,        q  =  0,        r  =  0,        s  =  0 
dargestellt.     Gehen  wir  zu  den  drei  Coordinaten  des  Pnnctes 

_L     _i.     .L 

s  '      s  '      s 
über,   so    bedeuten   diese   die  Qeiotienten,   welche  man  erhält,   wenn  man  irgend  drei  der  fraglichen 
Perpendikel  durch  das  vierte  dividirt  und  dann  dem  Quotienten  einen  constanten  Coefficienten  hinzufügt. 
Es  hängt  diese  allgemeine  Coordinaten-Bestimmung  also  von  15  Constanten  ab;   von  diesen  kommen 
drei  auf  die  Bestimmung  jeder  der  vier  Ebenen  und  die  drei  übrigen  treten  nnmittelbar  in  Evidenz. 

Wenn  eine  der  vier  linearen  Funktionen  auf  eine  Constante  sich  reducirt,  so  rückt  die  bezügliche 
Ebene  unendlich  weit,  wobei  keine  Spur  von  ihrer  ursprünglichen  Lage  übrig-  bleibt.**)  Dann  sind 
die  drei  Coordinaten  des  Punctes  entweder  (wenn  s  constant  und,  unbeschadet  der  Allgemeinheit,  der 
Einheit  gleich  ist)  drei  lineare  Functionen 

P,    q,    r> 

oder    (wenn  etwa  p  der  Einheit  gleich  ist) : 

1         q  r 

T'  T'  fä~; 

das  heisst,  die  Einheit    und  zwei   lineare   Functionen,   getheilt   durch  eine  dritte.     Dann   hängt  die 
Coordinaten-Bestimmung  nur  von  9  Constanten  ab. 


*)     Wenn  überhaupt  ein  geometrischer  Ort  durch  eine   Gleichung 

X  =  0, 

in  welcher  ?*  irgend  eine  beliebige  Function  von  Punct-  oder  Plan-Coordinaten  bedeutet,  dargestellt  wird, 
so  werden  wir  denselben,  der  Kürze  wegen,  als  den  »OrtX"  bezeichnen.  Hiernach  ist  die  Ebene  p 
diejenige,  welche  durch  die  Gleichung 

p  =  0 

dargestellt  wird. 
k*)     Stellen  wir  eine  Ebene  durch  folgende  Gleichung  zwischen  gewöhnlichen  Parallel-Coordinaten  dar: 

u  (x  -+-  av  -f-  bz)  -f-  C  =  0, 
so  rückt  diese  Ebene,  parallel  mit  sich  selbst,  um  so  weiter,  je  kleiner  wir  11  annehmen,  und  liegt  unendlich 
weit,    wenn  jz  verschwindet.     Indem  sich  dann  der  erste  Theil  ihrer  Gleichung  auf  die  Constante   c,    für 
welche   wir,    unbeschadet  der  Allgemeinheit,    auch  Eins  nehmen  können,    reducirt,  fallen  a  und  b,    durch 
welche  die  Richtung  der  Ebene  ursprünglich  bestimmt  war,  ganz  fort. 
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Um  insbesondere  zu  dem  gewöhnlichen  Systeme  der  Parallei-Coordinaten  z,  y,  x  zurückzukehren, 
können  wir  in  dem  vorletzten  Falle  die  drei  Coordinaten  durch 

?*Pi  ti      *<li  >         Pri  i 
ausdrücken,    wobei   die   drei   Veränderlichen    kürzeste  Abstände   von   den   drei  Coordinaten-Ebenen 
XY    XZ,  YZ  bedeuten,  und  dann  für  -jt,  x,  p  die  Cosccanten  der  drei  Winkel  nehmen,    welche  diese 
Ebenen  bezüglich  mit  den  Axen  Z,  Y,  X  bilden. 

7.    Es  sei  zweitens,   um  zu  den  Plan-Coordinaten  überzugehen: 

P'  =  TT  (V  +  av'  -f-  bu'  -f-  c) , 
indem    wir  Py,   w',  v'   und   u'  auf  dieselbe  Ebene  beziehen.     Betrachten  wir  diese  Grössen  als  ver- 
änderlich, so  stellen,  indem  wir  die  Accente  fortlassen,  die  beiden  Gleichungen 

P=0,  w  +  av-fbu-hc  =  0 

denselben  Punct  dar.  (Für  diesen  ist  nach  der  3.  Nummer  z  =  c,  y  =  b,  x  =  a.)  Wenn  wir 
eine  Ebene  durch  diesen  Punct  legen,  parallel  mit  der  Ebene  (w',  vy,  u') ,  und  das  derselben  ent- 
sprechende w  durch  w"  bezeichnen,  so  kommt: 

w"-fav'-fbu/-f-  c  =0, 
und  hiernach 

P'  =  7r(w'  —  w"). 

Es  bedeutet  also  P'  den  Abstand  der  bezüglichen  Ebene  von  dem  gegebenen  Puncte  P ,  genommen 
nach  der  beliebig  angenommenen  Richtung  der  Axe  Z  und  multiplicirt  mit  dem  Constanten  Coef- 
ficienten  tz. 

Als  allgemeine  Plan-Coordinaten-Bestimmung  erhalten  wir  hiernach  die  folgende. 

Vier  Puncte  werden  von  Vorne  herein  beliebig  angenommen  und  überdiess  eine  constante 
Richtung.  Die  Abstände  einer  Ebene  von  diesen  vier  Puncten,  genommen  nach  der  constanten 
Richtung*  und  multiplicirt  mit  vier  constanten  Coefficientcn,  sind  die  vier  Coordinaten  der  Ebene. 

Die  vier  angenommenen  Puncte  selbst  werden  durch  die  vier  Gleichungen 

P  =  0,        Q  =  0,        R  =  0,        S  =  0 

dargestellt. 

Gehen  wir  zu  den  drei  Coordinaten  der  Ebene 

—    Ä     JL 

s'    T'    IT 

über,  so  erhält  man  die  geometrische  Bedeutung*  derselben,  wenn  man  drei  bcliebig-c  der  fraglichen 
Abstände  durch  den  vierten  dividirt  und  dann  die  drei  sich  ergebenden  Quotienten  mit  drei  con- 
stanten Coefficientcn  multiplicirt.  Hier  können  wir  statt  der  Abstände,  die  nach  der,  ein  für  alle 
Male  bestimmten,  Richtung  genommen  sind,  kürzeste  Abstände  von  der  jedesmaligen  Ebene 
nehmen.  Dann  erkennen  wir  sogleich  die  15  nothwendigen  Constanten,  von  welchen  die  Coordinaten- 
Bestimmung  abhängt,  in  den  viermal  drei  Constanten,  durch  welche  die  vier  gegebenen  Puncto 
bestimmt  werden,  und  in  den  drei  unmittelbar  hervortretenden  constanten  Coefficienten. 

Wenn   der   vierte   beliebig    angenommene  Punct   nach    der  Richtung  der  Axe  Z   unendlich  weit 
liegt,  so  reducirt  sich  S  auf  eine  Constante,*)  für  welche  wir,  unbeschadet  der  Allgemeinheit,  Eins 


*)     Die  Gleichung  des  Punctes  (/.',  y',  x')  ist  in  dein  zu  ti  runde  gelegten   Coordinatcn-Systemc 

w  -f-  x'v  -j-  y'u  -f-  z'  =  0 . 

U'enn    wir   dieselbe  durch   /.'  dividiren    und  dann  %',  nicht  aber  zugleich  auch  y'  und   x%   unendlich  gross 
nehmen,  so  reducirt  sich  ihr  erster  Theil  auf  eine  Constante.   auf  Eins. 
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nehmen  können.     Dann  werden  die  drei  Coordinaten  der  Ebene  die  drei  linearen  Functionen: 

P,       Q,       R- 

Diese  linearen  Functionen  können  wir  hier  nicht  mehr  als  kürzeste  Abstände  von  der  za  bestim- 
menden Ebene  construiren. 

Die  möglichst  einfachen  Coordinaten-Bestinimungen ,  die  wir  in  der  1.  und  3.  Nummer  gegeben 
haben,  lassen  sich  durch  Particuiarisation  aus  der  vorstehenden  allgemeinen  Bestimmung  leicht 
herleiten.     Schreiben  wir  zu  diesem  Ende  an    die  Stelle    von  t,  u  und  v,  den   drei  Coordinaten   der 

,    t       u       v  ... 

ersten  Nummer,  bezüglich — ,  — ,  — ,  so  können  wir 

www 

P  =  t,        Q  =  u,        R  =  v,        S  =  w 
für   die   vier    Coordinaten  nehmen.     Da   die    Gleichung   eines   Punctes  (z',  y',  x')  alsdann   die  fol- 
gende wird : 

x't  +  y'u  +  z'v+w  =  0, 

so  ist  zuvörderst  ersichtlich,  dass  die  Gleichungen 

t  =  0,        u=0,        v  =  0,        w  =  0 

bezüglich  diejenigen  drei  Puncte,  die  nach  der  Richtung  der  drei  Axen  Z,  Y  und  X  des  zu  Grunde 
gelegten  beliebigen  Coordinaten-Systenis  unendlich  weit  liegen  und  den  Anfangspunct  des  Systems 
darstellen.  Das  ist  also  die  besondere  Lage  der  in  diesem  Falle  die  Coordinaten-Construction 
vermittelnden  vier  festen  Puncte. 

Die  vier  Coordinaten  t,  u,  v  und  w  haben  natürlich  auch  hier  keine  absolute  Bedeutung.  Setzen 
wir  w  =  1 ,  so  kommen  wir  zur  Coordinaten-Bestimmung  der  1.  Nummer  zurück.  Setzen  wir 
t  =  1 ,  so  erhalten  wir  die  Coordinaten  der  3.  Nummer.  Wollen  wir  die  vier  Coordinaten  bei- 
behalten, so  können  wir  der  Coordinate  w  die  Bedeutung  des  kürzesten  Abstandes  der  zu 
bestimmenden  Ebene  von  dem  Anfangspuncte  der  Coordinaten  geben.  Dann  bedeuten,  abgesehen 
vom  Zeichen,  t,  u,  v  die  Sinus  derjenigen  Winkel,  welche  die  fragliche  Ebene  mit  den  drei  Richtungen 
der  beliebig  angenommenen  Coordinaten- Axen   bildet.     Dann   bedeuten  ferner,   in   Uebereinstimmung 

t  u         v  . 

mit   der    1.  Nummer,  — ,    — ,    —  die  reciproken  Werthe  derjenigen  Segmente,   welche    von  den 

Coordinaten-Axen  durch  die  bezügliche  Ebene  abgeschnitten  werden.  Wenn  wir  w  immer  positiv 
nehmen,  so  müssen  wir  den  drei  Sinus  t,  u,  v,  einzeln  für  sich  betrachtet,  das  positive  oder  negative 
Zeichen  geben,  je  nachdem  die  Ebene  die  drei  bezüglichen  Axen  auf  der  negativen  oder  positiven 
Seite  schneidet. 

8.  Wenn  zwei  beliebige  Systeme  von  Punct-Coordinaten  &,  r„  £  und  &,,  rit,  4,  willkührlich 
angenommen  werden,  so  ist  durch  drei  beliebige  Coordinaten-Werthe  in  jedem  der  beiden  Systeme 
ein  Punct  gegeben;  wir  sagen,  dass  zwei  so  bestimmte  Puncte  sich  collinear  entsprechen.  Die 
Collineation  ist  hiernach  durch  die  drei  Gleichungen 

*  =  *,,       rl  =  r,l,       4  =  tt  (l) 

ausgedrückt,  in  der  Art,  dass,  bei  willührlicher  Annahme  von  a,  b,  c, 

|S  as  a,        t?  =  b,  i  ss  cj  , 

i&i  =a5        Tt  =  b,        £j  =  c( 
zwei  sich  entsprechende  Puncte  sind.     Die  beiden  Gleichungen : 
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üfr-HM+tt  +  l-^ff, 

g&.+h^+k^-f-  1=0,  (2) 

welche  in  den  constanten  Coefficienten  übereinstimmen,  stellen  zwei  Ebenen  dar,  deren  Puncte  sich 
collinear  entsprechen,  weil  alle  die  unendlich  vielen  Gruppen  von  Coordinaten-Werthen,  welche  eine 
dieser  beiden  Gleichungen  befriedigen,  auch  der  andern  Genüge  thun.  Wir  sagen  darum,  dass  auch 
die  beiden  Ebenen  selbst,  bei  willkührlicher  Annahme  der  drei  Constanten  g,  h,  k,  sich  collinear 
entsprechen. 

In  gleichem  Sinne  stehen  irgend  zwei  Flachen,  welche  bei  beliebiger  Bestimmung  der  Function 
qf>  durch  die  beiden  Gleichungen 

dargestellt  werden,  in  der  Verwandtschaft  der  Collineation. 

9.  Wir  können  die  Collineation  auch  in  dem  Systeme  der  Plan-Coordinaten  ausdrücken  und 
aus  den  Gleichungen  (1)  andere  ableiten,  die  diesem  Systeme  angehören.  Da  nemlich  S,  r„  Z,  und 
^i>  ^u  £i  lineare  Punct-Coordinaten  bedeuten,  die  geg-eben  und  auch  als  bekannte  Functionen  von 
z,  y,  x  zu  betrachten  sind,  so  sind  die  Coordinatcn  jeder  der  beiden  Ebenen  (2)  (wir  können  uns 
hier  beliebiger  Plan-Coordinatcn  und  namentlich  auch  der  Coordinaten  t,  u,  v  der  1.  Nummer 
bedienen)  lineare  Functionen  der  willkührlichen  Grössen  g-,  h,  k  und,  ungekehrt  sind  auch  diese 
lineare  Functionen  von  jenen.   Die  Gleichung  der  ersten  Ebene  g"ebe,  hiermit  in  L'cbereinstimmung: 

g  =  f(t,u,v)  =  0,     h  =  f,(t,u,v)  =  H,     k  =  f„(t,u,v)  =  Z, 

und  die  Gleichung  der  zweiten : 

g  =  F(t,u,v)  =  ©•',     h  =  F,(t,u,v)  =  H„     k  =  F„(t,u,v)  =  Z,  . 

Dann  können  wir,  unabhängig  von  den  jedesmaligen  Werthen  von  g",  h,  k,  die  Collineation  der 
beiden  Ebenen  (2)  durch  die  nachstehenden  Gleichungen  ausdrücken: 

0  =  0,,         H==H1,         Z  =  Z,,  (3J 

wobei  0,  H,  Z,  so  wie  0,,  H1 ,  Zt,  bekannte  lineare  Plan-Coordinaten  bedeuten.  Es  stellen 
hiernach  ferner,  wenn  wir  durch  a,  b,  c  irgend  drei  constante  Werthe  bezeichnen,  die  Gleichungen: 

a0  +  bH  +  cZ+l  =  0, 
a01+bH1+cZ1  +  l=O  *  > 

zwei  sich  entsprechende  Puncte  dar,  weil  dieselben  Gruppen  von  drei  Coordinaten-Werthen  in  den 
beiden  Systemen  diese  beiden  Gleichungen  gleichzeitig  befriedigen  und  also  die  Ebenen,  welche  durch 
die  beiden  Puncte  gehen,  paarweise  genommen,  sich  collinear  entsprechen. 

10.  Die  Collineation  hängt  von  der  Annahme  der  beiden  Systeme  von  Punct-Coordinaten  oder 
der  beiden  Systeme  von  Plan-Coordinaten  ab.  Auf  unendlichfache  Meise  können  wir  aber  die 
Gleichungen  (1)  oder  (3)  mit  andern  vertauschen  und  insbesondere  eines  der  jedesmaligen  beiden 
Coordinaten-Systemc  ganz  willkührlich  von  Vorne  herein  annehmen. 

Die  gewöhnlichen  Parallel-Coordinaten  x,  y,  z  zum  Heispiel  sind  gebrochene  lineare  Functionen 
der  allgemeinen  Coordinatcn  S>,  j;,  £.  Diese  Functionen  sind  als  gegeben  zu  betrachten ,  wenn  die 
Bestimmung  der  Coordinaten  £,  r„  £,  die  wir  in  der  6.  Nummer  construirt  haben,  gegeben  ist. 
Setzen  wir  demnach : 

*  ±*  * Qi%Q ,         7  =  f,  (S,  >;,  0,  Z  =  f/,  O,  *  i)  , 
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so  sind  S\2,>;.2  und  £2  eben  dieselben  Functionen  von  St,  m  und  4i  wie  x,  y,z  von  £,>?,£,  und  also  auch 
die  erstem  gegebene  Functionen  derselben  Art  vonx,  y,z.  In  Folge  der  Gleichung  (1)  erhalten  wir  hiernach: 

X  =  S2»  y   =  rii,  z    =    5-2  ) 

und    diese  Gleichungen   treten   nun   an    die  Stelle    der   eben    genannten,  um  die  Verwandtschaft  der 
Collineation  auszudrücken. 

Ebenso   können   wir,    wenn  wir  zu   der  Plan-Coordinaten-Bestimmung  der  1.  Nummer  zurück- 
gehen, aus  den  Gleichungen  (3)  die  folgenden  ableiten : 

t  =  02,         u  =  H2,        v  =  Z.2, 
wobei  0.2 ,  H2  und  Z.2  gegebene  lineare  und  gebrochene  Functionen  von  t,  u  und  v  bedeuten. 

Es    hängt    nach    dem  Vorstehenden    die   Collineation    von   so   vielen  Constanten  ab,    als   die 
Bestimmung  der  Systeme  der  allgemeinen  Punct-  oder  Pian-Coordinaten,  nemlich  von  fünfzehn.*) 


Um  den  Uebergang  von  der  einen  zu  der  andern  Bestimmungsweise  derselben  Collineations-Verwandtscliaft 
noch  deutlicher  hervorzuheben,  füge  ich  in  dieser  Note  noch  einige  Ausführungen  hinzu. 
Die  Collineation  werde  ursprünglich  durch   die  Gleichungen: 

x==>,        y=rt,        z  =  4  (0 

dargestellt,  indem,  bei  willkührlicher  Annahme  vonlßConstauten,  die  sich  indess sogleich  auf  15  reduciren  lassen, 
,  _    az  +  by  +  cx  +  d  _  a^  +  b<y-f-c1x+  d,  a.,z  +  b,}y -f  c.2x+ dj 

~aJz  +  b3y4-c3x-H3'  "  a3z  +  b3y  +  c3z  +  d3  '  ~a3z  +  b3y  +  c,x  +  d3  " 

Irgend  zwei  collineare  Ebenen  werden  alsdann  bei  beliebiger  Annahme  von  g,  h.  k  durch  die  beiden 
Gleich  tmgen: 

gz  +  hy  +  kx  +  l=0,  (2) 

g^  +  hrr  +  kS-hi  =  0  (3) 

dargestellt.     Entwickeln  wir  die  letzte  dieser  beiden  Gleichungen,  so  kommt: 

g(az-fby-fcx  +  d)-hh(a4z-hbJy-r-c1x+d1)  +  k(a.2z-hb.iy-hc,x-f  d.2) 

+  (a3z-f-b3y4-c3x-M3)  ==  0, 
oder,   wenn  wir  folgendermassen  ordnen: 

(ag-r-a1h-ha2k-ha3)z-T-(bg-fb1h-r-b.2k-hb3)y-h(cg-f-c1h-r-c2k  +  c3)x 
-r-(dg+d1h  +  d.ik  +  d3)  =  0, 

und  dann 
ag-ha,h-ha.2k  +  a;  _  bg  +  b1h  +  h.2k  +  b3  _  cg-fCih  +  Cik -f  c3 

dg+d.h-hd.k-r-d,""  '       dg  +  d1h4-d.2k  +  d3""m'     dg^d^hT^k+d",-11 

setzen,    schliesslich: 

1z  -f  my  +  nx  -|- 1  =  0.  (4) 

Indem  wir  das  Plan-Coordinaten-System  der  1.  Nummer  zu  Grunde  legen,  haben  wir  hiernach  für  die 
beiden  collinearen  Ebenen  (2)  und  (4): 

t  =  g,         u  s=  h,         v  =  k, 

t  =  1,  u  =  m,        v  =  n, 

wonach  wir,  weil  I,  m,  n  gegebene  Functionen  von  g,  h  und  k  sind,  die  beiden  Ebenen  gegenseitig 
durch  einander  bestimmen  können.  Hiernach  sind  also  auch  g,  h,  k  als  bekanut  zu  betrachtende  lineare 
Functionen  von  1,  m,  n,  den  Coordiuaten  t,  u,  v  der  Ebene  des  zweiten  Systems.  Wir  wollen  diese 
Functionen  durch  Q?  H  «nd  Z  bezeichnen.  Setzen  wir  hiernach  die  zwiefachen  Ausdrücke  für  g,  h.  k 
einander  gleich,  so  erhalten  wir  die  folgenden  drei  Gleichungen: 

t  =  0,  u=H,  V=Z, 

welche,  um  bie  Collineation  der  beiden  Systeme  auszudrücken,  an  die  Stelle  der  Gleichungen  (t)  treten. 
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11.  Indem  wir  die  Collineation  durch  die  Gleichungen  (1)  der  8.  Nummer  ausdrücken,  werden 
die  Puncto  des  Raumes  doppelt,  und  gleichsam  als  zwei  verschiedenen  Raum-Systemen  angehörig 
betrachtet.  Die  Puncte  des  einen  Systems  entsprechen  auf  lineare  Weise  den  Puncten  des  andern, 
und  das  eben  ist  die  Definition  der  Collineation,  die  hier  durch  die  Gleichungen  (1)  aualvstisch  aus- 
gedrückt worden  ist.  Eine  noth wendige  Folge  hiervon  ist,  dass  allen  Puncten  des  neuen  Systems, 
welche  in  derselben  Ebene  liegen,  solche  Puncte  des  andern  Systems  entsprechen,  welche  ebenfalls 
in  derselben  Ebene  liegen.  Es  entsprechen  sich  hiernach  auch  die  beiden  Ebenen  auf  einzige  Art. 
Allen  Puncten  des  einen  Systems,  die  in  einer  geraden  Linie,  dem  Durchschnitte  zweier  Ebenen, 
liegen,  entsprechen  solche  Puncte  des  zweiten  Systems,  die  gleichzeitig  in  den  beiden  entsprechenden 
Ebenen,  also  ebenfalls  in  derselben  geraden  Linie  liegen.  Es  entsprechen  sich  hiernach  auch  die 
beiden  geraden  Linien. 

Indem  wir  die  Collineation  durch  die  Gleichungen  (3)  ausdrücken ,  werden  die  durch  den  Raum 
gelegten  Ebenen  ihrerseits  ursprünglich  doppelt,  und  gleichsam  als  zwei  verschiedenen  Raum-Systemen 
angehörig  betrachtet.  Die  Ebenen  der  beiden  Systeme  entsprechen  einander  auf  lineare  Weise, 
und  das  eben  ist  hier  die,  durch  jene  Gleichungen  analytisch  ausgedrückte,  Definition  der  Collineation. 
Eine  nothwendige  Folge  hieraus  ist,  dass  allen  Ebenen  des  einen  Systems,  welche  durch  denselben 
Punct  gehen,  solche  Ebenen  des  andern  Systems  entsprechen,  welche  ebenfalls  durch  denselben  Punct 
gehen;  wonach  auch  die  beiden  Puncte  sich  auf  einzige  Weise  entsprechen.  Allen  Ebenen  des  einen 
Systems,  die  in  einer  geraden  Linie,  der  Verbindungslinie  zweier  Puncte,  sich  schneiden,  entsprechen 
solche  Ebenen  des  zweiten  Systems,  die  gleichzeitig  durch  die  beiden  entsprechenden  Puncte,  also 
ebenfalls  durch  dieselbe,  jene  beiden  Puncte  verbindende,  gerade  Linie  gehen.  Es  entsprechen  sich 
hiernach  auch  die  beiden  geraden  Linien. 

12.  Wenn  wir  ein  Punct-Coordinaten-System  S,  riy  £  und  ein  Plan-Coordinaten-System  0,  H,  Z 
beliebig  annehmen,  so  ist  durch  irgend  drei  constante  Coordinaten-Werthe  in  dem  ersten  Systeme  ein 
Punct  und  in  dem  zweiten  Systeme  eine  Ebene  gegeben:  wir  sagen,  dass  Punct  und  Ebene  sich 
reeiprok  entsprechen.  Die,Reciprocität  hängt  hiernach  von  der  willkührlichen  Annahme  der 
beiden  Coordinaten-Systeme  ab  und  wird  durch  die  folgenden  drei  Gleichungen: 

0  =  04,        >7  =  H1,        £  =  Z,,  (1) 

ausgedrückt,  in  der  Art,  dass 

j&  =  a,         t?  =  b,  £  =  cj, 

]04  =  a,      H,  =  b,       Z,  =  cj 

ein  Punct  des  ersten  und  eine  Ebene  des  zweiten  Systemes  sind,  welche  einander  reeiprok  entsprechen. 
Durch  die  beiden  Gleichungen: 

g&  +  h*  +  k$+l=0,  (2) 

g01+hH1-fkZ1-f-l=O  (3) 

sind,  bei  willkührlicher  Annahme  von  g,  h,  k,  eine  Ebene  des  ersten  und  ein  Punct  des  zweiten 
Systems  gegeben,  von  denen  wir  ebenfalls  sagen,  dass  sie  sich  reeiprok  entsprechen,  weil  jedem 
Puncte,  der  in  jener  Ebene  liegt,  eine  Ebene  entspricht,  die  durch  diesen  Punct  geht,  g,  h,  k 
können  wir  einerseits  als  Coordinaten  der  Ebene  (2)  des  ersten  Systems  construiren  und,  dem  ent- 
sprechend, durch  0,  H,  Z  bezeichnen,  dann  aber  andrerseits  als  Coordinaten  des  Punctes  (3)  des 
zweiten  Systems  construiren  und,  dem  entsprechend,  durch  £,,  >;,,  £,  bezeichnen.  Die  Reciprocität 
zwischen  Ebopen  des  ersten  und  Puncten  des  zweiten  Systems  wird  hiernach  durch  die  drei  Gleichungen  : 

©  =  &,,        11=,;,,         *.«<,  (4) 
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ausgedrückt,  in  der  Art,  dass  wiederum,  bei  willkührlicher  Annahme  von  a,  b,  c, 

}0  =  a,        H  ==  b,        Z  =  c{, 
}&4  =  a,        nt   =  b,        £,  =  c{ 

eine  Ebene  und  ein  Punct  sind,  die  sich  entsprechen.  Und  ebenso  stellen  wiederum,  bei  willkühr- 
licher Annahme  von  g,  h,  k,  die  beiden  Gleichungen: 

g0  +  hH-f  kZ-f-1  =0, 
g&t+h*. +1^+1  =  0 

einen  Punct  des  ersten  und  eine  Ebene  des  zweiten  Systems  dar,  die  sich  reeiprok  entsprechen. 

Um  die  Reciprocität  der  beiden  Systeme  vollständig  auszudrücken ,  können  wir  uns  sowohl  der 
Gleichungen  (1)  als  auch  der  Gleichungen  (4)  bedienen,  und  [unbeschadet  der  Allgemeinheit,  der 
Einfachheit  wegen,  einerseits,  gewöhnliche  Parallel-Coordinaten  x,  y,  z  an  die  Stelle  von  S,  rt,  £ 
und,  andrerseits,  etwa  die  Plan-Coordinaten  der  1.  Nummer  t,  u,  v  an  die  Stelle  von  0,  H,  Z 
setzen,  und  dann  &i:,qs,  £t  als  lineare  Functionen  von  x,  y,  z  und  015  H4,  Z,  als  lineare  Functionen 
von  t,  u,  v  darstellen.  Zugleich  sehen  wir  hieraus,  dass  die  Verwandtschaft  der  Reciprocität  gerade 
so,  wie  die  Verwandtschaft  der  Collineation,  von  fünfzehn  Constanten  abhängig  ist. 

13.    Es  gibt  noch  eine  andere  Art,  die  Reciprocität  zweier  Systeme  auszudrücken,  und  zwar  können 
wir  hierbei  uns  sowohl  bloss  der  Punct-Coordinaten  als  auch  bloss  der  Plan-Coordinaten  bedienen. 
Wir  wollen  wiederum  von  den  Gleichungen  (l)  der  vorigen  Nummer: 

durch  welche  die  Reciprocität  zweier  Systeme  ausgedrückt  wird,  ausgehen.  Diejenige  Ebene  des 
zweiten  Systems,  deren  Coordinaten  0,,  H,  und  Z4  sind,  können  wir  auch  durch  eine  lineare 
Gleichung  zwischen  beliebigen  Punct-Coordinaten  darstellen;  wir  wollen  dafür  die  folgende  nehmen: 

gz-fhj-fkx-f  1  =  0.  (5) 

Die  Coordinaten  0,,  Hj  und  Z1  sind  bekannte  lineare  Functionen  von  g,  h,  k  (die  wir  als  Coor- 
dinaten dieser  Ebene,  wie  wir  sie  in  der  1.  Nummer  bestimmt  haben,  betrachten  können)  und, 
umgekehrt,  auch  diese  von  jenen.     Es  sei  demnach: 

g=  ^^„Z,),      h  =  f^e^H^Z,),      k  =  ^(©^H^Z,), 
dann  ist  in  Folge  der  Gleichungen  (1): 

g  ==  f(S^,£)=S0,      h  =  f,  (?,n,Q=n0,      k  =  f„(S,>?,0  =  £o, 

indem  wir,  der  Kürze  wegen,  S0,  rl0,  £0,  als  neue  Coordinaten  für  Puncte  des  ersten  Systems 
einführen.  Es  sind  dieselben  nicht  nur  als  lineare  (gebrochene)  Functionen  von  $, »?,  £,  sondern 
auch  von  den,  diesen  Coordinaten  entsprechenden,  Werthen  von  z,  y  und  x  anzusehen.  Setzen  wir 
diese  Werthe  von  g,  h,  k  in  die  Gleichung  (5) ,  so  kommt : 

V  +  *oy  +  £ox  +  i=o.  (6) 

Diese  Gleichung  stellt  also  diejenige  Ebene  des  zweiten  Systemes  dar,  welche  einem  Puncte  des 
ersten  entspricht,  dessen  gegebene  Coordinaten-Werthe  &„,  ri0  und  £0  sind.  Wenn  wir  die  Voraus- 
setzung machen,  dass  diese  Ebene  durch  einen  gegebenen  Punct  (z',  y',  x')  des  zweiten  Systemes 
gehen    soll ,    so    erhalten    wir    folgende    Bedingungs-Gleichung    zwischen    den    Punct-Coordinaten 
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Betrachten  wir  diese  Coordinaten  als  veränderlich,  so  stellt  die  vorstehende  Gleichung  eine  Ebene 
dar,  welche  alle  Puncte  enthält,  denen  im  /weiten  Systeme  solche  Ebenen  entsprechen,  die  sämmtlich 
durch  den  Punct  (z',  y',  x')  gehen.  Diesem  gegebenen  willkührlichen  Puncte  des  zweiten  Systems 
entspricht  also,  im  ersten  Systeme,  die  durch  die  letzte  Gleichung-  dargestellte  Ebene. 

Eine  und  dieselbe  Gleichung  (6)  stellt  also,  einerseits,  wenn  wir  den  Punct-Coordinaten 
S0,  rl0,  £0  diejenigen  constanten  Werthe  geben,  welche  einem  gegebenen  Puncte  des  ersten  Systems 
zukommen,  und  dann  z,  y,  x  als  veränderlich  betrachten,  die  diesem  Puncte,  in  dem  zweiten  Systeme, 
entsprechende  Ebene  dar;  und,  andrerseits,  wenn  wir  für  z,  y  und  x  diejenigen  constanten  Werthe 
einsetzen,  welche  sich  auf  einen  gegebenen  Punct  des  zweiten  Systems  beziehen,  und  dann  die  Punct 
Coordinaten  S0,  rl()  und  £0  als  veränderlich  betrachten,  diejenige  Ebene,  welche,  im  ersten  Systeme, 
dem  gegebenen  Puncte  des  zweiten  entspricht. 

14.  Ganz  auf  gleiche  Weise  können  wir  der  Reciprocität  auch  eine  Gleichung  zwischen  Plan- 
Coordinaten  zu  Grunde  legen. 

Zu  diesem  Ende  stellen  wir  den  Punct  (%,n,Q  des  ersten  Systems  durch  folgende  Gleichung 
in  gewöhnlichen  Plan-Coordinaten  dar : 

at-f-bu-f-cv  +  1  =0.  (7) 

Dann  sind  a,b,c  die  Parallel-Coordinaten  des  fraglichen  Punctes   und,  als  solche,  lineare  Functionen 
von  S,  rt,  £.     Es  sei  demnach : 

a  =  FO,t:,0,       b  =  F,(^,0,       c  =  F„(&,i?,0; 
mithin  ist  auch: 

a  =  F(01,H1,Z1)  =  eo,    b  =  F,(0l,H1,Zl)  =  Ho,     c  =  F„{&t9KuZ^  =Z0, 
indem  wir  zugleich,  der  Kürze  wegen,  0o,Ho,Zo  als  neue  Plan-Coordinaten  einführen.  Die  Gleichung 
(7)  geht  hiernach  in  die  folgende  über: 

0ot-hHou-fZov-f  1  =  0,  (8) 

in    der    wir  0O,  H0,  Z0   auch  als  gegebene  Functionen  derjenigen  Werthe  von  t,  u,  v,  die  der  Ebene 
(04,  HjjZ,,)  des  zweiten  Systems  zugehören,  betrachten  können. 

Die  vorstehende  Gleichung  (8)  stellt,  einerseits,  wenn  wir  0o,Ho,Zo  auf  irgend  eine  gege- 
bene  Ebene  des  zweiten  Systems  beziehen  und  also  constant  nehmen ,  während  wir  t,  u,  v  als  ver- 
änderlich betrachten,  denjenigen  Punct  dar,  welcher,  im  ersten  Systeme,  der  geg-ebenen  Ebene 
entspricht;  und,  andrerseits,  wenn  wir  t,  u,  v  auf  eine  gegebene  Ebene  des  ersten  Systems 
beziehen  und  also  constant  nehmen,  während  wir  0O,  H0,  Z0  als  veränderlich  betrachten,  denjenigen 
Punct,  welcher,  im  zweiten  Systeme,  der  gegebenen  Ebene  entspricht. 

15.  Bei  der  Reciprocität  zweier  Raum-Systeme  entsprechen  die  Puncte  des  ersten  und  die  Ebenen 
des  zweiten  einander  auf  einzige  Weise,  was  durch  die  Gleichungen  (1)  der  12.  Nummer  aus- 
gedrückt wird.  Eine  noth wendige  Folge  hiervon  ist,  dass  auch  die  Puncte  des  zweiten  und  die 
Ebenen  des  ersten  Systems  einander  auf  einzige  Weise  entsprechen,  was  durch  die  Gleichungen 
(4)  derselben  Nummer  ausgedrückt  wird.  Punct  und  Ebene,  die  einander  entsprechen,  werden  Pol 
und  Polar- Ebene  genannt.  Von  zwei  sich  entsprechenden  geraden  Linien  verbindet  eine  zwei 
Puncte  in  dem  einen  Systeme,  während  die  andere  die  Durchschnittslinie  der  entsprechenden  Polar- 
Ebenen  in  dem  andern  Systeme  ist,  oder  die  eine  derselben  ist  die  Durchschnittslinie  zweier  Ebenen 
des  einen  Systems,  während  die  andere  die  Pole  der  beiden  Ebenen  in  dem  andern  Systeme  verbindet; 
solche  gerade  Linien  heissen  zugeordnete  Polaren. 
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Jeder  Punct  hat,  indem  er  nach  einander  als  jedem  der  beiden  Systeme  angehörig  betrachtet 
wird,  zwei  verschiedene  Polar-Ebenen,  und  jede  Ebene  ebenso  zwei  verschiedene  Pole.  Hierans 
folgt  denn,  dass  in  demselben  Sinne  auch  jede  gegebene  gerade  Linie  zwei  verschiedene  Polaren  hat. 

Wenn  insbesondere  die  drei  Gleichungen  (i) 

mit  den  drei  Gleichungen  (4) 

identisch  werden,  so  fällt  die  zwiefache  Polar-Bestimmung  in  eine  zusammen-,  dannhat  jeder  Punct  nur 
eine  Polar-Ebene,  jedeEbene  nur  einen  Pol,  jede  gerade  Linie  nur  eine  Polare.  Um  diesen  Fall  zu 
discutiren,  ist  es  einfacher,  eine  der  beiden  Gleichungen  (6)  und  (8)  zu  Grunde  zu  legen.  Nehmen 
wir  zu  diesem  Ende  die  erstere,  so  können  wir,  der  grössten  Allgemeinheit  entsprechend, 

"  ajat+bsyi+CjXj-J-d^   n°  —  a3z1-f-b3yi-hc3x1-r-d3'    ,°;  "~"a3Ä, +^+€3X4+43 

setzen.    In  Gcmässheit  der  13.  Xummer  stellt  dann  die  resultirende  Gleichung: 

(az1  +  byi-fcx1+d)z  +  (a1z1+b1yJ-(-c1x1+d1)y  +  (a.2z,+b.i7]+c2x1-fd.2)x 
+  (aiZi+b3y1+c3x1+dj)  =  0, 

wenn  wir  z^j^x,  (Coordinaten  der  Puncte  des  ersten  Systems,  die  wir,  um  sie  von  den  Coor- 
dinaten  der  Puncte  des  zweiten  Systems  zu  unterscheiden ,  numerirt  haben)  constant  und  z,  y,  x  als 
veränderlich  betrachten,  die  Polar-Ebene  des  Punctes  (z^y^x,)  in  dem  zweiten  Systeme,  und  wenn 
wir,  umgekehrt,  z,  y,  x  als  constant  und  z4tjS9xx  als  veränderlich  betrachten,  die  Polar-Ebene  des 
Punctes  (z,  y,  x)  in  dem  ersten  Systeme  dar.  Soll  diese  Polar-Bestimmung  in  beiden  Voraussetzungen 
dieselbe  sein,  so  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  vorstehende  Gleichung  in  Beziehung  auf 
*«Ji».x.i  un(l  z,  y,  x  symmetrisch  ist.     Diess  fordert: 

a3  =  d,         bj  =  d,  ,         c3  =  d2, 

&t  =  b,         a2  =  c,  b,  =  c, ,  ^  ^ 

wonach  die  Grund-Gleichung  der  Reciprocität  sich  in  die  folgende  particularisirt : 

(az1-f-by1+cx,+d)z  +  (bz1-fb]y1-fc1x1-|-d1)y-f  (czj-fCjj^-f-c.^Xj+d^x 
+  (dz1-fd1y1+d.2x1  +  d3)  =  0,     • 

in  welcher  wir,  ohne  dass  dieselbe  sich  ändert,  z,  v,  x  mit  z1,yi,x1  gegenseitig  vertauschen  können: 
(az+by-f  cx-f  d)zt-f  (bz+b1y-f-c1x+djj1  +  (cz+c]y+c.,x+d,)x1  -r-(dz-fd]7+d.2x+d3)  =  0. 
In  Folge  der  Bedingungs-Gleichungen  kommt: 

aZj-r-by.-H^-fd  bz.-H^y, -f  c^-f  d)  _  cz^c^+c^-fd.; 

*°  -  dz1-r-d1yi+d2x1+d3'  r'°  =-  dzl+d1y1+d.2xJ+  <V  ~°  ="  d^+d^+d^-fd;  l  > 
und  wir  überzeugen  uns  leicht,  dass  auch  umgekehrt  Zt^j^Xi  durch  £0,  rioi  £0  vermittelst  linearer 
Functionen  von  derselben  particulären  Form  sich  ausdrücken  lassen.  *) 


')  Wir  können  die  fragliche  Particularisatiou  der  linearen  Abhängigkeit,  welche  zwischen  den  Coordinaten 
So,  r,o,  4o  und  S,  rj,  4  zweier  verschiedenen  Coordinaten-Systeme  besteht,  leicht  auf  ihren  analytischen 
Ursprung  zurückführen  und  dadurch  genauer  characterisiren.  Wir  wollen  zu  diesem  Ende  die  allgemeinste 
Coordinaten-Bestimmung  zu  Grunde  legen,  indem  wir 
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Wenn    wir  die    Reciprocität    der  beiden   Systeme   für   den    in    Rede   stehenden  Fall   durch    die 

Gleichungen  TT  _ 

xt  =  0,,        y,  =  Ht,        s,  =  Zt 

ausdrücken  wollen,  so  bleiben  auch  01?  H,,  Z4  nicht  mehr  beliebig  anzunehmende  Plan-Coordinaten. 
Es  sind  nach  der  13.  Nummer  (wo  wir  bloss  in  den  Gleichungen  (1)  z,,y,,x,  statt  S,  ij,  £  schreiben 
und  in  der  Gleichung  (5)  g,  h,  k  als  Plan-Coordinaten  t,  u,  v  bezeichnen),  wenn 

die  Grund-Gleichung  derselben  Reciprocität  ist,  t,  u,  v  dieselben  Functionen  von  0, ,  H1 ,  Z1?  als  S0,  >?0,  £0 
von  i«iJl»Xii  und  folglich  sind,  nach  der  vorstehenden  Bemerkung,  auch  umgekehrt  0oH1,Z1  Func- 
tionen derselben  Form  von  t,  u,  v.  Es  ist  aus  dem  vorstehenden  Entwicklungsgange  sogleich 
ersichtlich ,  dass  wir  hierbei  die  beiden  Coordinaten-Systeme  z,  y,  x  und  t,  u,  v  mit  irgend  zwei 
andern,  die  wir  in  der  5.  Nummer  befreundete  genannt  haben,  vertauschen  können. 

Unter  den  gemachten  Beschränkungen  hängt  die  Reciprocität  der  beiden  Systeme  von  sechs  Con- 
stanten weniger  ab,  als  im  allgemeinen  Falle.  So  viele  Constanten  bestimmen  die  Lage  eines  Systems 
im  Räume,  und  hiermit  in Ucbereinstimmung  hat  Herr  Magnus  *)  gezeigt,  dass,  durch  eine  schickliche 
La^en-Aenderung  eines  der  beiden  Systeme  gegen  das  andere,  der  allgemeine  Fall  der  Reciprocität 
in  den  besondern  übergeht. 

Später,  nach  der  Discussion  der  Flächen,  die  durch  Gleichungen  des  zweiten  Grades  in  Punct- 
und  Plan-Coordinaten  dargestellt  werden,  wollen  wir  in  einem  besondern  Paragraphen  auf  die  Reci- 
procität der  Raumgebilde  zurückkommen. 


*° =  i;>  ****■?;*  ^  -  So '  *  -  s '  n  -  s ■  4-  * 

setzen,  und  dann  die  allgemeine  homogene  Function   des  zweiten  Grades  von  p,  q,  r,  s  durch  n  bezeichnen. 
Setzen  wir  in  dieser  Voraussetzung 

An  An  An  An 

Po  =  dF'    qo==dq~'    ro=="d7    So  =  ds~' 

so  besteht  zwischen  £>0,  Tjo,  £o  und  ö,  >;,  £  die   fragliche  Art   der   Abhängigkeit.     Um  insbesondere  zu  den 
Gleichungen  (10)  zurückzukommen,  brauchen  wir  bloss 

n  ==  ap2  -f  2bpq  -+•  2cpr  -f  2dps  -+-  b ,q -  -f-  2c,  qr -f- 2d , qs  -f  c ^r*  -f-2d.2rs  -f-  d3 s* 
zu  setzen,  und  dann  S,  rt,  £  bezüglich  mit  zi,yi,xi   zu  vertauschen. 

Als  allgemeine  Grund-Gleichung  derjenigen  Reciprocität,   bei  welcher  jedem  gegebenen  Puncto  nur  eine 
einzige  Polar-Ebene  entspricht,  können  wir  hiernach  die  folgende  nehmen : 

An  An  An  An 

^.Po-f^.qo-h^.r.-f-^.s^O, 

die  mit  der  folgenden,    in  welcher  wir  die  partiellen  IlifTereutial-CocITicieutcii  auf  den  Punct  (po,qo,r<>,  so) 
beziehen  und  zur  Unterscheidung  umklammern: 


(&♦©.+©'♦(*> 


\ufv       \uh/       \ury 

identisch  ist. 
)     Sammluni;  \on  Aufgabt!  und  liehrsätzen  aus  der  Geometrie  des  Raumes.  Erste  Abtheilung.  Berlin  1S37.  §.25. 
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§•    2. 

Darstellung  der  Flüchen 
in  der  doppelten  Coordinaten-Bestiininiuig.  Uebergang  von  einer 
Darstellungsweise  zur  andern.  Analytische  Theorie  des  Contactes. 
Cur ven  doppelter  Krümmung  5  Abwickeliingsfläclien.  C-Iekiizei- 
tige  Besehreibung  beider  durch  eine  gerade  Linie.  Erste  und 
zweite  Krümmung.     Conische  Krümmung. 

16.  Indem  wir  durch  2-,  $,  £  allgemeine  Punct-Coordinaten  bezeichnen,  stellt 

eine  Fläche  dar,    welche  wir  eine  algebraische  nennen,   wenn  die  durch  F  angezeigte  Function  eine 

algebraische   ist.    Der  Grad    der  Gleichung-,   welcher   derselbe   bleibt   für  jede  andere  Wahl  der  zu 

Grunde  gelegten  linearen  Coordinaten,  bestimmt  die  Ordnung*  der  Fläche.    Die  vorstehende  Gleichun» 

p      q      r 
geht,  wenn  wir  für  £•,  riy  £  die  Ausdrücke  — , — -, —  einführen,  sogleich  in  eine  homogene  Gleich- 

s       s      s 

ung  desselben  Grades  zwischen  vier  ganzen  und  linearen  Functionen  über.  Wir  wollen  diese  homogene 
Gleichung  folgendergestalt  schreiben: 

•T(p»q»r»s)  =  °- 

Eine  Gleichung  zwischen  zwei  der  drei  allgemeinen  Coordinaten,  etwa  die  Gleichung: 

welche  in  eine  homogene  Gleichung  zw  ischen  drei  linearen  und  ganzen  Functionen : 

unmittelber  übergeht,  stellt  eine  Keg*el fläche  dar.  Denn  solche  Puncte,  für  welche  2  und  r,  gege- 
bene Werthe  a  und  §  haben,  liegen  zugleich  auf  den  beiden  Ebenen: 

p  =  as,  q  =  ßs, 

also  in  einer  durch  den  Durchschnittspunct  der  drei  Ebenen  p,  q  und  s  g-ehenden  geraden  Linie,  welche, 
wenn  die,  die  Gleichung  der  Fläche  befriedigenden,  Werthe  von  2  und  rt  sich  continuirlich  ändern, 
um  diesen  Punct  sich  dreht  und  so  die  fragliche  Kegelfläche  beschreibt.  Wenn  insbesondere  &  und 
r,  lineare  und  ganze  Functionen  sind,  so  liegt,  zugleich  mit  der  Ebene  s,  die  Spitze  des  Kegels  un- 
endlich weit.  Er  ist  in  einen  C  vi  in  der,  dessen  Seiten  der  Durchschnittslinie  der  Ebenen  p  und  q 
parallel  sind,  übergegangen. 

W  enn  aus  der  allgemeinen  Gleichung  der  Fläche  zwei  der  drei  Coordinaten  ausfallen,  wonach : 

FO)  =  0,  cr(p,s)=0, 

so  stellt  sie  nur  noch  ein  Svstem  von  Ebenen  dar,  welche  alle  durch  die  Durchschnittslinie  der 
beiden  Ebenen  p  und  s  gehen  und  deren  Anzahl  durch  den  Grad  der  Gleichung  bestimmt  wird.  Alle 
Ebenen  werden  parallel  mit  der  Ebene  p,  wenn  dadurch,  dass  die  Ebene  s  unendlich  weit  rückt,  sich 
2  auf  eine  ganze  und  lineare  Function  reducirt. 

17.  Wenn  wir  die  Gleichungen  zweier  Flächen: 

FO,J:,0  =  O,  F4(^,O=0 

zusammenstellen,  so  werden  beide  zugleich  nur  durch  die  Coordinaten- Werthe  solcher  Puncte  befrie- 
digt, welche  zugleich  auf  beiden  Flächen  liegen.  Das  Svstem  solcher  zwei  Gleich ung-en 
stellt  die  Durchschnitts-Curve  der  beiden  bezüglichen  Flächen  dar. 
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Eliminiren  wir  zwischen  den  beiden  vorstehenden  Gleichungen  eine  der   drei  Coordinaten,   etwa 
4,  so  kommt: 

Diese  Gleichung  stellt  einen  Kegel  dar,  welcher  ebenfalls  durch  die  Durchschnitts-Curve  der  beiden 
Flächen  geht,  und  dessen  Spitze  in  den  Durchsohnittspunct  der  drei  Ebenen  p,  q,  s  fällt.  Wenn  die 
beiden  gegebenen  Gleichungen  die  allgemeinen  des  g.  und  h.  Grades  sind,  so  ist  die  vorstehende,  in 
Gemässheit  der  Theorie  der  Elimination,  vom  gh.  Grade.  Da  endlich  die  Coordinaten-Bestimmung 
von  Vorne  herein  beliebig  angenommen  worden  ist,  so  folgt,  dass  eine  Kegelfläche,  welche  einen 
gegebenen  Punct  zum  Mittelpuncte  hat  und  durch  die  Durchschnitts-Curve  zweier  gegebenen  Flächen 
der  g.  und  h.  Ordnung  geht,  im  Allgemeinen,  von  der  gh.  Ordnung  ist.  Wenn  &  und  rj  lineare  und 
ganze  Functionen  bedeuten,  so  liegt  mit  der  Ebene  s  auch  die  Spitze  des  Kegels  unendlich  weit,  es 
ist  derselbe  in  einen  Cvlindcr,  dessen  Seiten  der  Durchschnittslinie  der  Ebenen  p  und  q  parallel 
sind,  übergegangen.  Hiernach  ist  also  auch  die  Protection  der  Durchschnitts-Curve  der  beiden  Flächen 
g.  und  h.  Ordnung  auf  eine  beliebige  Ebene  eine  Curve  der  gh.  Ordnung. 

Wenn  insbesondere  eine  der  beiden  zusammengestellten  Flächen  in  eine  Ebene  übergeht,  so  ist 
also  die  Durchschnitts-Curve  dieser  Ebene  mit  der  andern  Fläche  von  gleicher  Ordnung. 

18.  Wenn  wir  die  Gleichungen  dreier  Flächen  : 

CCBUO  =  0,  F,  (»,*,Q  =0,  F2(S>,?:,0  =0 
zusammenstellen,  so  wird  durch  ihr  gleichzeitiges  Bestehen  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Puncten  dar- 
gestellt, weil  nur  eine  bestimmte  Anzahl  von  Gruppen  dreier  Coordinaten  diese  drei  Gleichungen  zu- 
gleich befriedigen ;  und  zwar  beträgt  diese  Anzahl,  wenn  die  drei  Gleichungen  von  dem  g.,  h.  und  k. 
Grade  sind,  in  Gemässheit  eines  bekannten  algebraischen  Satzes,  im  Allgemeinen  ghk.  In  so  viel 
Puncten  schneiden  sich  also  drei  Flächen  der  g.,  h.  und  k.  Ordnung. 

Wenn  insbesondere  die  beiden  letzten  Flächen  in  Ebenen  übergehen,  so  sind  die  fraglichen 
Durchschnitte  diejenigen  Puncte ,  in  welchen  die  erste  Fläche  von  der  Durchschnittslinie  der  beiden 
Ebenen,  die,  wie  diese  Ebenen  selbst',  als  willkührlich  angenommen  zu  betrachten  ist,  geschnitten 
wird.  Dann  beträgt  die  Anzahl  der  Durchschnittspuncte  g,  so  dass  wir  hiernach  eine  Fläche  der  g. 
Ordnung  als  eine  solche  deßniren  können,  die  von  einer  beliebigen  geraden  Linie  in  #  Puncten  ge- 
schnitten wird.  Es  ist  diese  Definition  anders  nichts,  als  eine  geometrische  Ausdrucksweise  dafür, 
dass  eine  solche  Fläche  durch  eine  Gleichung  des  g.  Grades  in  linearen  Punct-Coordinaten  ausgedrückt 
wird;  und  jeder  Versuch  sie,  als  rein  geometrisch,  selbstständig  für  sich  hinzustellen,  mnss  ihr  not- 
wendig alle  Basis  nehmen. 

19.  Indem  wir  durch  @,H,Z  allgemeine  Plan-Coordinaten  bezeichnen,  stellt  die  Gleichung: 

F(0,H,Z)=O 

eine  Fläche  dar,  die,  statt  wie  früher  durch  ihre  Puncte,  nun  durch  ihre  Tangential-Ebenen  bestimmt 
wird.     Der  Grad    der  Gleichung   bestimmt  die    C lasse    der  Fläche.     Ein  Punct  ist  eine  Fläche  der 

ersten  Classe.     Wenn  wir  für  0,  H,Z  die  Ausdrücke  -=-  — ,  —  einführen ,   so   verwandelt   sich   die 

Ö  O  Ö 

vorstehende  Gleichung  sogleich  in  eine  homogene  Gleichung   zwischen    vier   ganzen   linearen  Func- 
tionen ;   es  sei  dieselbe : 

tt(P,O,P,S)=0. 

Eine  Gleichung  zwischen  zwei  der  drei  Coordinaten 

F(0,H)  =  O 
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oder  die  entsprechende  homogene  Gleichung-  zwischen  drei  der  vier  ganzen  linearen  Functionen: 

n(P,Q,s)  =  o 

stellt  eine  ebene  Curve  dar.  Denn  sind  a  und  ß  zwei  die  vorstehende  Gleichung-  befriedigende 
Werthe  von  0  und  H,  so  ist  durch  dieselben  eine  Ebene  nur  in  so  weit  bestimmt,  als  sie  durch 
diejenigen  beiden  Puncte  gehen  muss,  deren  Gleichungen  die  folgenden  sind: 

P  =  «S,  Q  —  0S, 

und  die  mithin,  bezüglich,  auf  zwei  geraden  Linien  liegen,  welche  die  Puncte  P  und  Q  mit  dem 
Puncte  S  verbinden.  Es  ist  also  die  fragliche  Ebene  eine  solche,  welche  durch  eine  bestimmte,  in 
der  Ebene  der  drei  Puncte  P,  Q,  S  liegende,  gerade  Linie  geht  und  um  diese  Linie  beliebig  sich 
drehen  kann.  Diese  Linie  bewegt  sich  nach  einem  bestimmten  Gesetze  fort,  wenn  die  Coordinaten- 
Werthe  von  0  und  H,  indem  sie  fortwährend  die  vorstehende  Gleichung  befriedigen,  continuirlich 
sich  ändern ,  und  umhüllt  auf  diese  Weise  eine  ebene  Curve ,  an  welche  zugleich  auch  alle  durch 
diese  Linie,  in  einer  ihrer  beliebigen  Lagen,  gelegten  Ebenen  berührend  sich  anlehnen,  dem  analog, 
wie  alle  Puncte,  die  auf  derselben  Seite  einer  Kegelfläche  lieg-en,  auch  dieser  Kegelfläche  angehören. 
Wenn  aus  der  allgemeinen  Gleichung  zwei  der  drei  Coordinaten  ausfallen,  wonach: 

F(0)  =  O,  n(P,S)  =  0, 

so  stellt  sie  nur  noch  eine  Reihe  von  Puncten  dar,   welche   alle   mit  den  festen  Puncten  P  und  S  in 
gerader  Linie  liegen  und  deren  Anzahl  durch  den  Grad  der  Gleichung  bestimmt  wird. 
20.     Wenn  wir  die  Gleichungen  zweier  Flächen  in  Plan-Coordinaten : 
F(0,H,Z)  =  0,  F,(0,H,Z)  =  0, 

zusammenstellen,  so  muss  eine  Ebene,    deren  Coordinaten  gleichzeitig  beide  Gleichung-en  befriedigen 

sollen,  auch  gleichzeitig  beide  Flächen  berühren.     Eine  solche  Ebene  kann  von   einer  Lage   in   eine 

benachbarte  nur  auf  einzige  Weise   gelangen,    in    ähnlicher  Weise  wie  der,   eine  Curve   im  Räume 

beschreibende,    Punct  nur  auf  einzige  Weise  in  eine  benachbarte  Lage  fortrücken  kann.     Es  umhüllt 

dieselbe  eine  Fläche  von  besonderer  Art,  die  wir   Ab wi ekel ungsf lache    nennen  und  von  der  wir 

sagen,  dass  sie  durch  das  System  der  beiden  vorstehenden  Gleichungen  dargestellt  werde. 

Wenn  wir  zwischen  diesen  Gleichungen,    von  denen  wir  annehmen  wollen,   dass   sie    die  allge 

meinen  des  </.  und  //.  Grades  seien,  eine  der  drei  Veränderlichen,  etwa  Z  eliminiren,  so  ist  die  rcsul- 

tirende  Gleichung: 

cp(0,H)  =  O, 

vom  gh.  Grade  und  stellt  eine  ebene  Curve  derselben  Classe  dar,  welche  von  allen  gemeinschaftlichen 
Tangential-Ebenen  der  beiden  Flächen  berührt  wird,  oder  mit  andern  Worten,  die  Gleichung  der 
Durchschnitts-Curvc  der  Abwickclungsfläche  mit  derjenigen  Ebene,  welche  die  drei  Puncte  P,  Q,  S 
enthält.  Da  das  Coordinaten-System  ein  «durchaus  willkührliches  ist  und  mit  jedem  andern  vertauscht 
werden  kann,  ohne  dass  dadurch  die  Form  der  vorstehenden  Gleichungen  sich  ändert,  so  folgt,  dass 
diejenige  Abwickclungsfläche,  welche  zwei  gegebenen  Flächen  der  g.  und  h.  Classe  umschrieben  ist, 
von  einer  beliebigen  Ebene  im  Allgemeinen  in  einer  Curve  der  gh.  Classe  geschnitten  wird.  Reducirt 
sich  die  Classe  einer  Fläche  auf  die  erste,  das  heisst  geht  die  Fläche  selbst  in  einen  beliebigen  Punct 
über,  so  particularisirt  sich  die  Abwickelungsfläche  in  einen  Kegel,  der  diesen  Punct  zum  Mittelpunctc 
hat,  und  weiter  noch  in  einen  Cylinder,  wenn  der  Mittelpunct  nach  gegebener  Richtung  unendlich  weit 
rückt.  Es  wird  also  auch  irgend  ein  beliebiger,  einer  Fläche  umschriebener,  Kegel  oder  Cylinder 
von  einer  beliebigen  Ebene  in  einer  solchen  Curve  geschnitten,  deren  Classe  die  Classe  der  Fläche 
selbst  ist. 
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21.  Die  Gleichungen  dreier  Flüchen: 

F  (0,  H,  Z)  =  0,        F,  (0,  H,  Z)  =  0,        F„  (0,  H,  Z)  =  0 , 

werden  gleichzeitig  nur  durch  die  Coordinaten  derjenigen  Ebenen  befriedigt,  welche  alle  drei  Flächen 
zugleich  berühren.  Die  Anzahl  der  in  diesem  Sinne  durch  das  System  dieser  drei  Gleichungen  dar- 
gestellten Ebene  beträgt,  wenn  die  drei  Flächen  die  allgemeinen  der  g .,  h.  und  k.  Classe  sind,  ghk. 
Wenn  wir  insbesondere  /*.  und  k  der  Einheit  gleichsetzen  und  demnach  die  beiden  letzten  Flächen  in 
Puncte  sich  verwandeln,  so  gehen  alle  fraglichen  Ebenen  durch  diese  beiden  Puncte  und  ihre  Anzahl 
beträgt  g,  so  dass  also  an  eine  gegebene  Fläche  durch  eine  gegebene  gerade  Linie  sich  im  Allge- 
meinen so  viele  Tangential-Ebenen  legen  lassen,  als  die  Zahl,  welche  die  Classe  der  Fläche  angibt, 
Einheiten  enthält.  Eben  so  gross  ist  die  Anzahl  derjenigen  Tang-ential-Ebenen,  welche  sich,  parallel 
mit  einer  gegebenen  Ebene  (das  heisst,  durch  eine  in  dieser  Ebene  unendlich  weit  liegende  gerade 
Linie),  an  die  gegebene  Fläche  legen  lassen. 

22.  Eine  Fläche  wird,  je  nachdem  sie  durch  eine  Gleichung  zwischen  Punct-Coordinaten  oder 
durch  eine  Gleichung  zwischen  Plan-Coordinaten  dargestellt  wird,  durch  ihre  Puncte  oder  ihre 
Tangential-Ebenen  bestimmt.  Im  ersten  Falle  tritt  uns  die  Aufgabe  entgegen,  in  einem  gegebenen 
Puncte  der  Fläche  die  Tangential-Ebene,  im  zweiten  Falle  die  Aufgabe,  auf  einer  gegebenen  Tangential- 
Ebene  den  Berührungspunct  zu  bestimmen.  Wie  in  den  Constructionen  der  Ebene,  so  gibt  auch  hier 
die  Interpretation  des  bekannten  Theorems  über  die  homogenen  Functionen,  in  beiden  bezeichneten 
Fällen,  eine  unmittelbare  und  vollständige  Lösung-  der  Aufgabe:  eine  allgemeine  Theorie  des 
Contactes  erster  Ordnung. 

Wenn  wir  nemlich  durch 

x  n  =  °  (O 

eine  homogene  Function  irgend  eines  n.  Grades  zwischen  beliebig*  vielen  linearen  Functionen  p,  q,r,s.. 
darstellen,  so  ist  nach  dem  genannten  Theorem: 

#dn       dn       dn       dn 

dp--p+V^lr-r+ds-S+^Wn-  (2) 

Durch  die  Gleichung  (1)  wird,  wenn  wir  den  Grössen  p,  q,  r,  s  .  .  die  Bedeutung  linearer  Punct- 
Coordinatcn  geben,  eine  Fläche  der  n.  Ordnung  dargestellt.   Bilden  wir  ferner  die  folgende  Gleichung 

in  welcher  wir  die  partiellen  Diffcrential-Coefficienten  auf  einen  gegebenen  Punct  der  Fläche,  für  welchen 

p  =  p',        q  =  q',        r  =  r',        s  M  s',  .  . 
beziehen   und   zur  Unterscheidung  einklammern,    so   stellt   diese  Gleichung   die  Tangential-Ebene  in 
dem  gegebenen  Puncte  der  Fläche  dar. 

Denn  erstlich  stellt  diese  Gleichung,  weil  sie  vom  ersten  Grade  ist,  eine  Ebene  dar.  Für  den 
gegebenen  Punct  besteht  ferner  die  Gleichung  der  Fläche,  auf  welcher  er  liegt,  und  in  Folge  der 
identischen  Gleichung  (2)  auch  die  fragliche  Gleichung  (3),  wenn  wir  den  veränderlichen  Grössen 
die  besondern  Wcrthe  p', q', r', s'. .  geben;  es  geht  also  die  bezügliche  Ebene  durch  den  gegebenen 
Punct  der  Fläche.  Wenn  wir  endlich  einerseits  auf  der  gegebenen  Fläche  (1),  andrerseits  auf  der 
Ebene  (3)  von  dem,  beiden  gemeinschaftlichen,  Puncte  aus  nach  irgend  einer  Richtung  zu  einem 
consecutiven  Puncte  übergehen,  und  dem  entsprechend,  einerseits  die  Gleichung  (1),   andrerseits  die 
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Gleichung  (3)  differentiiren  und,  nach  der  Differentiation,  für  p,  q,  r,  s  .  .  ihre  besondern  Werthe 
p',  q',  r',  s' .  .  einsetzen,  so  ergibt  sich  beidesmal,  ganz  übereinstimmend: 

In  die  Sprache  der  Geometrie  übersetzt,  heisst  diess,  dass  zwei  Durchschnittspuncte  der  Fläche  mit 
jeder  in  der  fraglichen  Ebene  durch  den'  gegebenen  Punct  gehenden  geraden  Linie  in  diesen  Punct 
zusammenfallen.  Es  stellt  die  Gleichung  (3)  die  Tangential-Ebene  der  Fläche  (1)  in 
dem  gegebenen  Puncte  dar. 

Die  Uebertragung  der  allgemeinen  Form  der  Gleichung  (3)  auf  jeden  besondern  Fall  bietet 
durchaus  keine  Schwierigkeit  dar.     Wenn  zum  Beispiel  die  Gleichung  der  Fläche  die  folgende  ist: 

«P2  +  £q2  +  7**  +  &i?  =  0 , 
so  kommt : 

dn  dn  dn      m       dn 

¥=2ap,     £=*&,      y-%*      1? -,* 
und  demnach  für  die  Gleichung  der  Tangential-Ebene  in  dem  gegebenen  Puncte : 

ccp'p  -f  £q'q  +  yr'r  -f-  ds's  =  0 .  (5) 

Auch  wenn  die  gegebene  Gleichung-  keine  homogene  ist,  besteht,  mit  einer  leichten  iModifi- 
cation,  immer  noch  die  in  dem  Vorstehenden  entwickelte  analytische  Bestimmungsweisc  der  Tangentiai- 
Ebenen.     Wäre  zum  Beispiel,  statt  der  vorstehenden  Gleichung  (1),  die  folgende  gegeben: 

ap2-W+7r* -r^  =  0,  (6) 

so  ist   klar,   dass  diese   neue  Gleichung  in   die  frühere   übergeht,    wenn  wir  p,  q,  r  bezüglich  mit 

p      q       r 
— , — , —  vertauschen,  oder,   was  dasselbe  heisst,  dieselbe  durch  Einführung  einer  neuen  linearen 

s      s       s  ° 

Function  s  homogen  machen.  Nach  dieser  Vertauschung  ergibt  sich  für  die  Gleichung  der  Tangential- 
Ebene  die  vorstehende  Gleichung  (5).  um  diese  auf  die  ursprüngliche  Coordinaten-Bestimmung  zu- 
rückzuführen, brauchen  wir  bloss  s,  und  also  auch  s',  gleich  Eins  zu  setzen.  Hiernach  ergibt  sich 
für  die  Gleichung  der  Tangential-Ebene  in  irgend  einem  Puncte  der  Fläche  (6),  dessen  Coordinaten 
p',  q',  r'  sind,  die  folgende: 

aP'P  ~H  ^q'q  +  yr'r  -f-  8  =  0 . 
Wir  können  hieraus  sogleich  die  allgemeine  Regel  für  den  Fall,  dass  die  gegebene  Gleichung  der 
Fläche  keine  homogene  ist,  entnehmen.  Wir  brauchen  bloss  diese  Gleichung  durch  Einführung  einer 
neuen  Veränderlichen  homogen  zu  machen,  wie  in  dem  Vorstehenden  die  Gleichung  der  Tangential- 
Ebene  zu  entwickeln,  und  dann  wieder  die  eingeführte  Veränderliche  gleich  Eins  zu  setzen:  Opera- 
tionen, die  sich  alle  leicht  ausführen  lassen ,  auch  ohne  die  später  wieder  verschwindende  Veränder- 
liche wirklich  hinzuschreiben.    Nehmen  wir  als  Beispiel  die  Gleichung: 

«P2+^q2  — 2/r  =  0, 
so  kommt: 

dn  dn  dn  dir 

und  hiernach  als  Gleichung-  der  Tangential-Ebene: 

ap'p-f  £q'q  =  /(r-fr'). 
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Wenn  zugleich  mit  der  Gleichung  (1)  noch  eine  zweite  Gleichung  von  derselben  Form 

rr,  =  o 

besteht  und  beide  Gleichungen  also  eine  Curvc  im  Räume  darstellen,  so  ist  die  Tangente  dieser 
Curve,  in  einem  Puncte,  der  willkührlich  auf  ihr,  also  zugleich  auch  auf  beiden  bezüglichen  Flächen, 
angenommen  wird,  die  Durchschnittslinie  der  beiden  Tangcntial-Ebenen  dieser  Flachen  in  dem  ange- 
nommenen Puncte.  Bezeichnen  wir  diesen  Punct,  wie  früher,  so  ist  die  eine  Tangential-Ebene  durch 
die  Gleichung  (3)  und  die  zweite  durch  folgende  Gleichung  vorf  derselben  Form : 

dn,\    ,  aiiia       /diiA      /dn,\ 

gegeben.     Das  System  der  beiden  Gleichungen  stellt  die  fragliche  Tangente  dar. 

23.  Wenn  wir  in  den  vorstehenden  Entwickelungen  die  Punct-Coordinaten  mit  Plan-Coordinaten 
vertauschen,  so  ergibt  sich  unmittelbar  in  dem  Systeme  dieser  letztern  die  analytische  Theorie  des 
Contactes  erster.  Ordnung. 

Es  seien 

z  =  o,  z,  =  o, 

zwei  homogene  Gleichungen  in  Plan-Coordinaten  P,  Q,  R,  S .  . ,  welche  einzeln  zwei  Flächen  und 
gleichzeitig  eine  Abwickelungsfläche  darstellen.  Ist  eine  Tangential-Ebene  der  beiden  Flächen  ge- 
geben und  sind  P',  Q',  R',  S'. .  die  Coordinaten  der  Ebene,  so  erhalten  wir  für  die  Puncte,  in 
welchen  diese  beiden  Flächen  von  dieser  Ebene  berührt  werden,  die  beiden  Gleichungen: 

dZ\         /dZ\         /dZ\         /dZ\ 
dZA      ,   /dZ,\         /dZA         /dZA 

Das  System  dieser  beiden  Gleichungen  stellt  diejenige  gerade  Linie  dar,  welche  die  Berührungspuncte 
auf  den  beiden  Flächen  verbindet,  und  welche,  worauf  wir  bald  zurückkommen  werden,  in  ihrer 
ganzen  Ausdehnung  in  die  Abwickelungsfläche  fällt. 

24.  Die  Gleichung 

SMSMSM")--»' 

welche  die  Tangential-Ebene  der  Fläche  II  in  irgend  einem  Puncte,  dem  die  Functionen  -  Werthe 
p',  q',  r',  s'  entsprechen,  darstellt,  können  wir  auch,  eben  weil  sie  durch  diesen  Punct  geht,  unter 
der  folgenden  Form  schreiben : 

^  Cp-pO  +  (^)  Cq-qO  +  (^)  fr-ro  +  (^)  (e-so  =  o. 


Gehen  wir  von  den  vier  linearen  Functionen  zu  drei  Punct-Coordinaton  über,  indem  wir  s  =  1, 
r  =  £,  q  =  t;,  p  =  S  und  demnach  auch  s'  =  1 ,  r'  =  £',  q'  =  r/,  p'  =  x/  setzen ,  so  nimmt 
die  Gleichung  der  Fläche  die  folgende  Form  an : 

F(S,7j,£)="  =  0 

und  für  die  Gleichung  der  Tangential-Ebene  in  dem  Puncte  (S',  r/y  Z?~)  ergibt  sich: 

e)c-o+©c,-,o+(-),-„=«;" 
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indem  wir  hier,  wie  früher,  die  umklammerten  partiellen  Differential  -  Coefiieienten  auf  den  gege- 
benen Punct  beziehen.  Endlich  geht  auch  noch,  wenn  wir  durch  ( -^  )  dividiren,  die  Gleichung  der 
Tangential-Ebene  in  die  nachstehende  über: 

da  dS 

dr?  d< 

Auf  gleiche  Weise  ergibt  sich,    wenn   wir  die  Fläche  durch  eine  Gleichung  in  Plan-Coordinaten 
0,  H,  Z: 

F(0,H,Z)  =  <I>  =  0 

darstellen ,   und  irgend  eine  Tang-ential-Ebene  durch  die  Coordinaten-Werthc  0',  H',  V  »e^eben  ist 
für  die  Gleichung  des  Berührungspunctes  auf  dieser  Ebene: 

/d0>\ 
oder  auch ,  indem   wir   durch  (  —  ]  dividiren : 

yej 

d0  d0 

0-0'=-(H-HO+^(Z-ZO. 

25.     Wenn  insbesondere  die  homog-ene  Gleichung-  in  Punct-Coorrdinaten : 

n  =  0 

eine  Fläche  der  zweiten  Ordnung-  darstellt,  so  hat  die  Gleichung-  der  Tangential-Ebcne  dieser  Fläche 
in  einem  gegebenen  Puncte  p',  q',  r',  s',  nemlich  die  Gleichung 

/dn\       /dn\       /dn\       /<in\ 

in  welcher  die  partiellen  Differential-Coefficienten  auf  die  dem  Berührungs-Puncte  entsprechenden 
Functionen-Wcrthe  zu  beziehen  sind,  dieselbe  Form  als  die  Grund-Gleichung  der  Reciprocität  in 
demjenig-en Falle,  wo  jedem  gegebenen  Puncte  nur  eine  einzige  Polar-Ebene  entspricht  (15.  Nummer 
und  Note).  Aus  dieser  Uebereinstimmung  fliesst  eine  geometrische  Construction  der  Polar-Ebene 
eines  gegebenen  Punctes  durch  die  Vermittelung  einer  Fläche  der  zweiten  Ordnung-. 

Wenn   wir    nemlich   die   vorstehende  Gleichung,    die    wir   auch   unter    der  nachstehenden  Form 
schreiben  können : 

dn       dn       dn       dn 
-r.p/-f--r.q/-f--r-r/+-r-s'  =  °. 

dp  dq  dr  ds 

als  Grund-Gleichung  der  Reciprocität  nehmen,  so  wird  die  Polar-Ebene  irg-end  eines  geg-ebenen 
Punctes  p,  q,  r,  s  durch  diese  Gleichung  in  der  Voraussetzung,  dass  p,  q,  r,  s  constant  und  p',  q',  r',  s' 
als  veränderlich  genommen  werden,  dargestellt.  Hieraus  folgt,  dass,  wenn  der  g-eg-ebene  Punct  auf 
irgend  einer  Tang-ential-Ebene  liegt ,  die  Polar-Ebene  durch  den  Berührung-spunct  geht.  Da  aber 
durch  den  gegebenen  Punct  unendlich  viele  Tangential-Ebenen  gehen  und  diese  einen,  der  Fläche 
umschriebenen,  Kegel,  dessen  Mittelpunct  der  gegebene  Punct  ist,  umhüllen,  so  ist  weiter  ersichtlich, 
dass  dieser  Kegel  die  Fläche  in  einer  ebenen  Curve  berühren  muss,  welche  ganz  in  der  fraglichen 
Polar-Ebene  liegt.  Es  vertritt  hier  die  Fläche  der  zweiten  Ordnuug  II,  was  die  Construction  der 
Polar-Ebene  eines  gegebenen  Punctes  betrifft,  vollständig-  die  Grund-Gleichung;  sie  heisst  in  dieser 
Beziehung  die  Directrix  der  Reciprocität. 


22  Einleitende  Betrachtungen. 


-! 


Nehmen  wir  also  eine  beliebige  Fläche  der  zweiten  Ordnung  als  Directrix,  so  gibt  das  Princip 
der  Keciprocität  unmittelbar  die  folgenden  Relationen. 

Wenn  die  Spitze  eines,  einer  Fläche  der  zweiten  Ordnung  umschriebenen,  Kegels  auf  einer  gege- 
benen Ebene  beliebig  fortrückt,  so  dreht  sich  die  Ebene  der  Bcrührungs-Curve  um  einen  gegebenen 
festen  Punct,  und  umgekehrt. 

Wenn  die  Spitze  des  umschriebenen  Kegels  auf  einer  gegebenen  geraden  Linie  fortrückt ,  so 
dreht  sich  die  Ebene  der  Berührungs-Curve  um  eine  zweite  feste  gerade  Linie,  und  umgekehrt.  Die 
beiden  geraden  Linien  sind  zugeordnete  Polaren;  ihre  Beziehung  zu  einander  ist  eine  durchaus 
gegenseitige. 

Einem  reellen  Pole  entspricht  immer  eine  reelle  Polar-Ebene,  während  der  umschriebene  Kegel, 
welcher  den  Pol  zur  Spitze  hat,  und  die  Curve,  welche  in  der  Polar-Ebene  liegt,  imaginär  sein 
können.  Um,  in  diesem  Falle,  die  Polar-Ebene  eines  gegebenen  Punctes  zu  construiren,  brauchen 
wir  nur  die  Pole  dreier  beliebigen  Ebenen,  welche  durch  diesen  Punct  gehen,  zu  bestimmen;  die- 
jenige Ebene,  welche  diese  drei  Pole  enthält,  ist  die  gesuchte  Polar-Ebene.  Um  den  Pol  einer  gege- 
benen Ebene  zu  construiren,  brauchen  wir  bloss  die  Polar-Ebenen  dreier  Puncte  dieser  Ebene  zu 
bestimmen;    der  Durchschnitt  dieser  drei  Ebenen  ist  der  gesuchte  Pol. 

Wenn  eine  gerade  Linie  gegeben  ist,  so  erhalten  wir  die  zugeordnete  Polare,  wenn  wir  durch 
dieselbe  zwei  Tangential-Ebenen  an  die  Fläche  legen  und  die  beiden  Berührungspuncte  durch  eine 
gerade  Linie  verbinden,  oder  indem  wir  in  ihren  Durchschnittspuncten  mit  der  Fläche  die  Tangential- 
Ebenen  construiren  und  die  Durchschnittslinie  von  diesen  nehmen,  oder,  wenn  diese  Constructions- 
weisen  keine  Anwendung  finden,  indem  wir  entweder  durch  die  gegebene  gerade  Linie  zwei  beliebige 
Ebenen  legen  und  die  Pole  von  diesen  durch  eine  gerade  Linie  verbinden,  oder  auf  ihr  zwei  Puncte 
beliebig  annehmen,  und  dann  die  Durchschnittslinie  ihrer  beiden  Polar-Ebenen  bestimmen. 

26.  Eine  Ebene,  welche  die  Directrix-Fläche  berührt,  hat  den  auf  ihr  liegenden  Berührungspunct 
zu  ihrem  Pole.  Die  Durchschnittslinie  zweier  Tangential-Ebenen  ist  die  Polare  derjenigen  geraden 
Linie,  welche  die  beiden  Berührungspuncte  verbindet.  Jede  Ebene,  welche  durch  jene  Durchschnitts- 
linie geht,  hat  einen  Punct  dieser  Verbindungslinie  zu  ihrem  Pole  und  kann  nur  dann  eine  Tangcntial- 
Ebenc  sein,  wenn  ihr  Pol  auf  der  Fläche  liegt.  Diejenige  gerade  Linie,  welche  die  beiden  Berüh- 
rungspuncte verbindet,  schneidet  die  Fläche  in  keinem  dritten  Puncte:  durch  die  Durchschnittslinic 
der  beiden  Tangential-Ebenen  lässt  sich  also  keine  dritte  Tangential-Ebenc  an  die  Fläche  legen.  Eine 
Fläche  der  zweiten  Ordnung  ist  also  auch  eine  Fläche  der  zweiten  Classe. 

In  Uebereinstimmung  hiermit  können  wir  auch,  unter  Beibehaltung  der  Bezeichnung  der  23. 
Nummer,  die  folgende  Gleichung  in  Plan-Coordinaten : 

dZ  ,        dZ  dZ  dZ  „ 

ap-1"+Jö-ö'+dK-K'+.rs-s'  =  0 

als  Grund-Gleichung  der  Reciprocität  nehmen,  woran  sich  dann  Erörterungen  knüpfen,  welche  den 
Erörterungen  der  vorigen  Nummer  vollkommen  entsprechen. 

27.  Wenn  ein  Punct-Coordinaten-Svslem  £,  »;,  S»  und  ein  Plan-Coordinaten-Sv.stem  Z,  H,  W  be- 
freundete der  zweiten  Art  sind  (5),  so  drückt  die  Gleichung: 

4  +  ®n  +  U$  +  Z,  =  0,  (1) 

die  Bedingung  aus,  welche  zwischen  den  beiden  Gruppen  von  Coordinaten-\>  erthen  Statt  finden  muss, 
wenn  der  Punct  (£,>?,£)  auf  der  Ebene  (Z,H,0)  liegen,  oder,  was  dasselbe  heisst,  diese  Ebeue 
durch  jenen  Punct  gehen  soll. 
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Wenn  hiernach  dieselbe  Fläche  durch  die  folgenden  beiden  Gleichungen: 

p£4«9)fcsta»Oj,  (2) 

<I>(Z,H,0)  =  H=O,  (3) 

einmal  in  dem  Systeme  der  Punct-Coordinaten,  das  andere  Mal  in  dem  Systeme  der  Plan-Coordinaten 
dargestellt  wird  und  £,??,S  die  Coordinaten  irgend  eines  Punctes  der  Fläche  und  Z,H,0  die  Coordi- 
naten  der  Tangential-Ebene  der  Fläche  in  eben  diesem  Puncte  bezeichnen,  so  besteht  zwischen  diesen 
sechs  Coordinaten -Werthen  die  Gleichung  (1).  Und  zwar  stellt  diese  Gleichung  die  Tangential- 
Ebene  (Z,H,0)  dar,  wenn  wir  £,*;,&  als  veränderlich,  und  stellt  den  Berührungspunct  (£,*;,&)  dar, 
wenn  wir  Z,  H,  0  als  veränderlich  betrachten. 

In  der  ersten  Voraussetzung,  dass  £,  r„  S  veränderlich  sind,  müssen  also,   wenn   wir   die  beiden 
Gleichungen  (1)  und  (2)  differentiiren,  die  resultirenden  Gleichungen: 

d£-f-0d>7-|-HdS  =  O, 

übereinstimmen.  Auf  gleiche  Weise  ergeben  sich  ferner,  wenn  wir,  in  der  zweiten  Voraussetzung-, 
dass  Z,  H,  0  veränderlich  seien,  die  Gleichungen  (1)  und  (3)  differentiiren,  die  beiden  übereinstim- 
menden Gleichungen: 

dZ-HSdH-H;d0  =  0, 
dZ  dZ 

dZ  =  dH-1H  +  d©-d0- 

Führen  wir  hiernach,  der  Kürze  halber,  die  folgenden  Bezeichnungen  für  die  partiellen  Differential- 
Coeflficienten  ein: 

*£  _  ü  *?        r,  &        * 

dT?   _  q'         dS  ""  P'        dH '         d0  ~  V' 

so  kommt: 

0  =  -q,  H  =  -p,  (4) 

S  =  -C,  T  =  -SP/  (5) 

und  hieraus  in  Folge  der  Gleichung  (1) : 

Z  =  -(c;-qr?-^),  (6) 

4  =  _(Z-DH— sp0).  (7) 

28.     Die  Entwickelungen  der  vorigen  Nummer  stellen  sich  symmetrischer  dar,  wenn  wir  homo- 
gene Gleichungen  zu  Grunde  legen. 

s       r      q        i    P      Q      R 

Vertauschen  wir  £,r„§  und  Z,H,0  bezüglich  mit  — ,  — , —  und  -=-.  -^-j-^r,    so    geht   zu- 

p      p      p  S       o      S 

nächst  die  Gleichung  (1)  in  die  folgende  über: 

Ss_hRr_hQq  +  pp==0,  (l,a) 

während  wir  die  homogen  werdenden  Gleichungen  (2)  und  (3)  auf  folgende  Weise  schreiben : 

ro(s,r,q,p)  =  0,  (2,a) 

n(S,R,Q,P)  =0,  (3,a) 

und  zugleich,  der  Kürze  wegen,  die  ersten  Theile  dieser  Gleichungen  durch  die  blossen  Functions- 
Zeichen  ■&  und  II  darstellen  können. 
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Setzen  wir  erstens: 

du  der  dw  dw 

ds'  dr'         *         dq  dp' 

so  stellt,  wenn  wir  s,  r,  q  und  p  als  veränderlich  betrachten  und  die  partiellen  Differcntial-Coeffi- 
cienten  auf  irgend  einen  Punct  der  Fläche  beziehen,  die  Gleichung  (l,a)  die  Tangential-Ebene  der 
Fläche  in  diesem  Punctc  dar.    Dieselbe  Gleichung-  stellt  eben  diesen  Punct  dar,  wenn  wir  zweitens: 

dn  dn  dn  dn 


S  —  dS'        r  ~~  dR'        q  —  dQ'        P  ~~  dP 

setzen,   die    partiellen  Differential-Coefficicnten    auf  dieselbe  Tangential-Ebene   beziehen   und  S,  R,  Q 
und  P  als  veränderlich  betrachten.  (Die  letzten  acht  Gleichung-en  hätten  wir,  durch  Hülfe  des  Theorems 
über  die  homogenen  Functionen  auch  aus  den  Gleichungen  (4),  (5),  (6),  (7)  ableiten  können  ) 
Wir  erhalten  hiernach  die  folgende  Relation  zwischen  den  beiden  Functionen  ur  und  II: 

/Ats   dt?   üzs   dts 

wobei  wir  die  Constante  \  auch  g-leich  der  Einheit  nehmen  können.     Und  gegenseitig-  ist: 

/dn  dn  dTr  dnN 


n(S(R,o,P)S.Vds,dR,dQ)  dp 

29.     Nachdem    wir   die   Betrachtungen   der  vorigen   Nummer    eingeschaltet  haben,    wollen   wir 
weiter  gehen  und  die  Differcntial-Coefficienten  der  zweiten  Ordnung  auf  folgende  Weise  bezeichnen : 


<E*  ~~  *' 


dH* 


d2£ 

dS*   ~r' 

d*Z 

dHdG""  fe' 

d*Z 

=  Di. 

d©2         J1, 

Differentiiren  wir  demnach  die  Gleichungen  (4j  nach  einander  in  Beziehung  auf);,  indem  wird,  und 
in  Beziehung  auf  S-,  indem  wir  rt  als  constant  betrachten,  so  kommt : 

d0  d0        dH  dH 

"di  ''      dS  —  d?  Ö'     da  =  ~ r' 

Differentiiren  wir  ferner,  unter  demselben  doppelten  Gesichtspuncte,  jede  der  beiden  Gleichungen  (5), 
indem  wir  berücksichtig-en ,  dass  Q  und  *p  Functionen  von  H  und  0  sind,  so  gelangen  wir  zu  den 
vier  Gleichung-en: 

dD  dH       dD  d0 

dH'  di7+d0*d>T  ~     ' 

dDdH      dDd0 

dj>dH      d^d0 
1+dli'd^  +  d0'd^  ' 

dJpdH      djpd0 
dH'dä+d©^ 

welche  wir,  in  Gemässheit  des  Vorhergehenden,  auch  auf  folgende  Weise  schreiben  können : 
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33  +  et  =  0, 
1  —  Xx  —  ©*  =  0, 
1  — @ö  —  !Kt  =  0,  (8) 

©r+3«  =  0. 

Von  diesen  vier  Gleichungen  bedingen  irgend  drei  die  jedesmalige  vierte;    denn  die  erste  and  letzte, 
so  wie  die  zweite  und  dritte  dieser  Gleichungen  geben  übereinstimmend: 

Xx  =  mt.  (9) 

Üm   gegenseitig  die  drei  zweiten  Differential-Coefficienten  in  den  beiden  Coordinaten-Systemen  durch 
einander  auszudrücken,  finden  wir  hiernach  die  folgenden  beiden  Gruppen  von  drei  Gleichungen : 

X  =   rz      — «  t   = 


ö2-rt'  ~  e*— 9tö' 


SR  = 


-xt'  *  ~~  ^—i 

-x  -m 


^  =  S^Tt'  *  =  |CT'  (10> 


V—xt  <5*-ülZ' 


und   endlich  gibt    noch  jede  dieser  Gruppen   von   drei   Gleichungen  die   folgende,  von   bemerkens- 

werther  Form : 

(S*  -  rt)  (©*  _9^x>  =  1.  (11) 

Zu  denselben  Resultaten  wären  wir  auch  dann  gelangt,  wenn  wir  die  Gleichungen  (4)  und  (5) 
nach  einander  in  Beziehung-  aufH  und  0  differentiirt  und  dabei  q  und  p  als  Functionen  von  rt  und  S 
betrachtet  hätten. 

Lnd  endlich  können  wir,  den  in  dem  Vorstehenden  eiugeschlag-enen  Weg  weiter  verfolgend, 
auch  zur  g-egenseitig-en  Bestimmung'  der  partiellen  Differential-Coefficienten  höherer  Ordnung  in  der 
doppelten  Coordinaten- Annahme  übergehen.  Doch  brechen  wir  hier^ab ,  weil  die  weitere  Entwickelung 
voraussichtlich  in  unsern  spätem  Untersuchungen  keine  Anwendung  finden  würde. 

30.  Nach  dem  Vorstehenden  können  wir,  wenn  irgend  eine  Fläche  durch  eine  Gleichung  in 
Plan -Coordinaten  dargestellt  ist,  dieselbe  Fläche  durch  eine  Gleichung  in  Punct- Coordinaten  aus- 
drücken, und,  umg-ekehrt,  auch  von  der  letztem  Gleichung-  zu  der  erstem  übergehen.  Wir  brauchen 
nur,  wenn  zum  Beispiel  die  Gleichung 

4>(Z,H,0)  =  0  (3) 

gegeben  ist .  zwischen  dieser  Gleichung  und  den  drei  Gleichung-en  (1)  und  (5)  die  drei  veränder- 
lichen Grössen  Z,  H  und  0  zu  eliminiren.  Dann  ist  die  resultirende  Gleichung  in  £,  r,  und  S  die 
gesuchte  und  stimmt  mit  der  Gleichung  (2)  überein. 

Wenn  die  gegebene  Gleichung-  (3)  in  Beziehung  auf  die  Plan-Coordinaten  Z,  H,  0  eine  algebra- 
ische und  vom  m.  Grade  ist,  so  sind  die  Gleichungen  (5)  beide  vom  (m — 1).  Grade  und  wir  erhalten 
nach  der  eben  besprochenen  Elimination  dieser  drei  Coordinaten  eine  Gleichung  des  m(m—  l)2. 
Grades  in  £,  rti  S. 

Wenn  die  Gleichung  der  Fläche  in  Punct-Coordinaten  gegeben  ist: 

?<&*,*)  ===0,  (2) 

so  erhalten  wir,  wenn  wir  zwischen  dieser  Gleichuug  und  den  drei  Gleichung-en  (1)  und  (4)  £,  r„  S 
eliminiren,  die  Gleichung-  derselben  Fläche  in  den  befreundeten  Plan-Coordinaten  Z,  H,  0.  Der  Grad 
dieser  Gleichung  bestimmt  sich  aus  dem  Grade  der  gegebenen  gerade  so,  wie  vorhin. 

4 
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Hieran  knüpft  sich  zuvörderst  die  allgemeine  Bemerkung-,  dass  eine  algebraische  Fläche  auch  in 
dem  Systeme  der  Plan-Coordinaten  durch  eine  algebraische  Gleichung  ausgedrückt  wird,  und  dass 
also  auch  umgekehrt  an  diese  letzte  Bedingung  die  Definition  einer  algebraischen  Fläche  sich  knüpfen 
lässt.     Dann  haben  wir  ferner  die  folgenden  beiden  Sätze: 

Eine  Fläche  der  m.  Classe  ist  von  der  m(m — l)2.  Ordnung. 

Eine  Fläche  der  m.  Ordnung  ist  von  der  m(yi— l)2.  Classe. 

Die  vorstehenden  beiden  Sätze  lassen  sich  dahin  umschreiben,  dass  eine  Fläche  der  m.  Classe 
von  einer  gegebenen  geraden  Linie  in  m(m — 1)*  Puncten  geschnitten  wird  und  dass  an  eine  Fläche 
der  m.  Ordnung  durch  eine  gegebene  gerade  Linie  sich  m(m— l)2  Tangential-Ebencn  legen  lassen. 

Um  etwa  den  letztern  Theil  dieser  Behauptung  direct  zu  beweisen,  können  wir,  weil  einer  andern 
Coordinaten-Annahme  keine  Form-Aenderung  der  Gleichung 

ß  =  0  (2) 

entspricht,  unbeschadet  der  Allgemeinheit,  als  gegebene  gerade  Linie  diejenige  nehmen,  für  welche 
©  =  0,  H  =  0.     Die  Gleichungen  (4)  geben  hiernach: 

d£  d£ 

oder,  was  dasselbe  ist: 

dß        Ä  dß 

Diese  beiden  Gleichungen  stellen  zwei  Flächen  der  (m—  1).  Ordnung  dar.  Wird  also  der  Berührungs- 
punet  auf  der  gegebenen  Fläche  ß  so  angenommen,  dass  er  zugleich  auch  auf  der  ersten  der  beiden 
Flächen  (12)  liegt,  so  geht  die  Tangential-Ebene  in  demselben  nothwendig  durch  den  Puuct  0  =  0, 
oder,  mit  andern  Worten,  die  Durchschnitts-Curve  der  beiden  Flächen  m.  und  (m— 1).  Ordnung  ist 
diejenige  Curvc,  in  welcher  die  erstere  derselben  von  demjenigen  umschriebenen  Kegel  berührt  wird, 
dessen  Spitze  der  letztgenannte  Bunct  ist.  Nehmen  wir  endlich  den  Berührungspunct  auf  der  gege- 
benen Fläche  so  an,  dass  er  zugleich  auf  beiden  Flächen  (m— 1).  Ordnung  (12)  liegt,  so  geht  die 
bezügliche  Tangential-Ebene  zugleich  durch  die  beiden  Puncte  0=0  und  H  =  0,  das  heisst, 
durch  diejenige  gerade  Linie,  welche  diese  Puncte  verbindet.  Die  Anzahl  der  so  bestimmten  Berüh- 
rungspunete  beträgt  m(m— l)2,  und  das  ist  also  auch  die  Anzahl  der  Tangential-Ebenen ,  welche 
durch  die  gegebene  gerade  Linie  an  die  gegebene  Fläche  der  m.  Ordnung  sich  legen  lassen. 

Nach  dem  Vorstehenden  geht  der  einer  Fläche  der  m.  Ordnung  umschriebene  Kegel  durch  die 
Durchschnitts-Curve  dieser  Fläche  und  einer  Fläche  der  (ro— 1).  Ordnung  und  ist  selbst  hiernach  in 
Gcmässheit  der  17.  Nummer  von  der  m{m — 1).  Ordnung. 

Ein  einer  Fläche  der  m.  Ordnung  umschriebener  Kegel  ist  im  Allgemeinen  von 
der  m(m — 1).  Ordnung. 

Nach  dem  Principe  der  Rcciprocität  stellt  sich  neben  diesen  Satz  der  folgende : 

Eine  Fläche  der  m.  Classe  wird  von  einer  Ebene  in  einer  Curve  der  m(m — 1), 
Classe  geschnitten. 

31.  Auch  wenn  eine  Fläche  oder  vielmehr  eine  Familie  von  Flächen  durch  eine  Gleichung  in 
partiellen  Differcntial-Coefficienten  erster  und  zweiter  Ordnung  in  der  einen  Coordinaten-Bcstimmung 
gegeben  ist,  erhalten  wir,  nach  den  Entwicklungen  der  27.  und  29.  Nummer,  sogleich  die  Gleichung 
derselben  Fläche  in  partiellen  Differential-Coefficienten  derselben  Ordnung  in  der  andern  Coordinaten- 
Bcstimmung. 
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Die  allgemeine  Differential-Gleichung  der  zweiten  Ordnung  in  dem  Systeme  der  Punct  Coordinaten 

F(t,*,r,q,  ?,&*,&)  =  0,  (1) 

können  wir  sog-leich  in  die  folgende  umformen,  welche  für  das  System  der  Plan-Coordinaten  gilt : 

K^Z'B^><^>-e'-H'-V-aH-^'-^-a)  =°-  (2) 

Wenn  zum  Beispiele  die  folgende  Gleichung  vorläge: 

(l-fp^t-2pq6  +  (l  +  qi)r  =  0,  (3) 

so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  derselben  Flächen-Familie  auch  die  nachstehende  Gleichung: 

(1  -h  H2)  X  -  20H@  +  (1  +  0  *)  W  =  0.  *)  (4) 

Es  ist  klar,  dass  solche  verschiedene  analytische  Ausdrücke,  wenn  sie  geometrisch  gedeutet 
werden,  zu  neuen  Sätzen  führen,  und  somit  durch  die  Vermittelung  von  partiellen  Differential- 
Gleichungen  ein  Princip  zum  Auffinden  geometrischer  Sätze  gegeben  ist.  Später  erst  können  wir 
uns  hierüber  weitläufiger  verbreiten  und  verweisen  einstweilen  auf  eine  frühere  Abhandlung-  vom 
Jahre  1831  im  9.  Bande  von  Crelle's  Journal  unter  dem  Titel:  Note  sur  une  theorie  generale  et 
nouvelle  des  surfaces  courbes. 

32.  Ein  merkwürdiger  Fall  der  Umformung  einer  Differential-Gleichung  verdient  eine  besondere 
Erörterung.  Wenn  nemlich,  bei  willkührlicher  Bestimmung  der  durch  (p  angezeigten  Function,  die 
folgende  Gleichung  in  partiellen  Differential-Coefficienten  gegeben  ist: 

<H-(£-q>?-pS>),-q,-pi   =0,  (5) 

so  erhalten  wir  in  dem  befreundeten  Coordinaten-Systeme  eine  Gleichung: 

?JZ,H,0!   =0,  (6) 

aus  welcher  die  partiellen  Differential-Coefficienten  verschwunden  sind.  Von  dieser  Gleichung  könnten 
wir,  auf  bekannte  Weise,  zu  einer  Gleichung  in  den  ursprünglichen  Coordinaten  zurückgehen  (30), 
und  diese  ist  alsdann  eine  besondere  Auflösung  der  ursprünglichen  Differential-Gleichung. 

Jeder  Werthen-Gruppe  Z,  H,  0  entspricht  eine  die  Fläche  (6)  berührende  Ebene,  welche  in  dem 
ursprünglichen  Coordinaten-Systeme  durch  die  Gleichung: 

£-r-0>:  +  HS  +  Z  =  0,  (7) 

dargestellt  wird.  Diese  Gleichung-,  in  welcher  zwei  der  drei  Constanten  Z,  H,  0  willkührlich  an- 
genommen werden  können  und  dann  erst  die  dritte  durch  die  Gleichung-  (7)  bestimmt  wird,  ist  die 
allgemeine  Integral-Gleichung  der  Differential-Gleichung  (5). 


*)     In  dem  Systeme  gewöhnlicher  rechtwinkliger  Parallel-Coordinaten  ist  (3)  oder 
L,/'dz\2id2z         dzdzd^z        l       /fcyPi 

I^aI^"^"^*!'^)  |d^  =  ° 

die  partielle  Differential-Gleichung  solcher  Flächen,  deren  Inhalt  ein  Minimum  ist:  dieselben  Flächen  werden 
also  in  dem  befreundeten  Plan-Coordinaten-Systeme  der  2.  Nummer,  der  Gleichung  (4)  entsprechend,  auch 
durch   die  folgende  Gleichung  dargestellt: 

r*   .     ^d2w  d'2w  d*w 

V  +  ^-^-^+V+^w^0- 
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Diese  letzte  Gleichung  hat  die  allgemeine  Form  solcher  Differential  -  Gleichungen  der  ersten 
Ordnung,  die  überhaupt  eine  besondere  Auflösung  zulassen  und  deren  allg-emeines  Integral  in  Bezieh- 
ung- auf  die  drei  Veränderlichen  £,  rt,  S  vom  ersten  Grade  ist.  Haben  diese  Veränderlichen,  wie 
in  dem  Vorstehenden,  die  Bedeutung  von  linearen  Punct-Coordinaten,  so  stellt  das  allgemeine  Integral 
eine  veränderliche  Ebene  dar,  welche  in  allen  ihren  Lagen  diejenige  Fläche,  [welche  durch  die  be- 
sondere Auflösung  dargestellt  wird,  berührt.  Die  Gleichung  dieser  Fläche  in  befreundeten  Plan- 
Coordinatcn  ist  unmittelbar  durch  (6)  gegeben. 

Wenn  die  durch  <p  ang-ezeig-te  Function  vom  ersten  Grade|ist,  so^geht  die  durch  die  besondere 
Auflösung  dargestellte  Fläche  in  einen  Punct  über:  dann  fällt  in  dem"ursprünglichen  Coordinaten- 
Svsteme  die  besondere  Auflösung  eigentlich  weg-. 

33.     Ein  System  zweier  Gleichungen  in  Plan-Coordinaten: 

F(Z,H,0)  =  0,  F4  (Z,H,0)  =  0, 

stellt,  wie  wir  schon  in  der  20.  Nummer  bemerkt  haben,  eine  solche  Fläche  dar,    welche  durch  eine 
Ebene    umhüllt  wird,    die,  bei   ihrer  Beweg-ung,  von  einer  Lage  in  eine  benachbarte  nur  auf  einzige 
Weise    fortrücken  kann.    Eine  solche  Abwickelungs-Fläche  wird   in    dem   Systeme   der  Punct- 
Coordinaten,  wie  jede  andere  Fläche,  durch  eine  einzige  Gleichung  ausgedrückt. 
Eliminiren  wir  zwischen  den  obigen  beiden  Gleichungen  Z,  so  kommt: 

H  =  9(0), 
mithin  in  dem  befreundeten  Punct-Coordinaten-Systeme  zweiter  Art: 

q  =  <£(»> 

und  wenn  wir  nach  einander  in  Beziehung  auf  rt  und  S  differentiiren : 


oder,   was  dasselbe  ist: 

dq         d<£(p)   dV 
dri           dp     '  dn' 

dp 

dq          dc£(p)     dp 
dS             dp        dS 

d?(p)     . 
*  =        dp   "?' 

d<pfp) 
und   wenn  wir  pl 

iminiren  i 

dp 

tt-ö'1  =  0. 
Das   ist,   in    einem   beliebigen  Systeme   von   linearen  Punct-Coordinaten,    die  partielle  Differential- 
Gleichung  zweiter  Ordnung-  der  Abwickelungs-Flächen,  und  wenn  wir  insbesondere  gewöhnliche 
Parallel-Coordinaten  nehmen,  diejenige,  welche  Euler  zuerst  gegeben  hat. 

Eine  Curve  im  Räume,   im  Allgemeinen  doppelter  Krümmung,    wird  durch   ein   System  zweier 
Gleichungen  in  Punct-Coordinaten : 

F(£,,7,S)  =  0,  F,  <&>?>*)  =  °> 

ausgedrückt,  aber  nur  durch  eine  einzige  Gleichung,  wenn  wir  uns  der  Plan-Coordinaten  bedienen. 
Eliminiren  wir  £,  so  kommt: 

oder,  wenn  wir  zum  befreundeten  Plan-Coordinaten-Systeme  überg-ehen: 

C  =  9(<P), 
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und  hieraas,  auf  ähnliche  Weise  wie  eben : 

zm— 6*  ==  0. 
Das    ist  also    in   einem   beliebigen  Systeme  von  linearen  Plan-Coordinaten  die  partielle  Differential- 
Gleichung  zweiter  Ordnung  der  Curven  im  Räume. 

34.  Aus  dem  analytischen  Gesichtspuncte  betrachtet  ist,  wenn  wir  Plan-Coordinaten  zu  Grunde 
legen,  eine  Abwickelungs-Fläche  eigentlich  keine  Fläche,  eben  so  wenig  als  in  dem  Systeme  von 
Punct-Coordinaten  eine  Curve  doppelter  Krümmung  eine  Fläche  ist.  So  wie  aber  hier  Abwickelungs- 
Flächen  mit  den  übrigen  Flächen  sich  zusammenordnen,  so  ist  dort  auch  eine  Curve  doppelter 
Krümmung  als  eine  eigentliche  Fläche  anzusehen. 

\\  ir  haben  gesehen,  dass  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  im  Allgemeinen  auch  eine  Fläche  zweiter 
Classe  ist  (26).  Insbesondere  gehören  aber  zu  den  Flächen  zweiter  Ordnung  auch  die  Abwickelungs- 
Flächen  dieser  Ordnung,  (Kegelflächen  derselben  Ordnung,  die  sich  auch  auf  einen  Punct  reduciren, 
in  einen  Cylinder,  ein  System  von  zwei  reellen  oder  imaginären  oder  zusammenfallenden  Ebenen 
ausarten  können)  und  diese  lassen  sich  nicht  durch  eine  einzige  Gleichung  in  Plan-Coordinaten  aus- 
drücken. Ebenso  gehören  insbesondere  auch  zu  den  Flächen  zweiter  Classe  die  Curven  dieser  Classe 
im  Räume,  welche  nothwendig  die  ebenen  Curven  derselben  Classe  sind  und  durch  eine  einzige 
Gleichung  in  Punct-Coordinaten  sich  nicht  ausdrücken  lassen. 

35.  Zwischen  einer  Curve  im  Räume  und  einer  Abwickelungs-Fläche  besteht  ein  vollständiger 
Parallelismus 

Eine  Ebene,  welche  um  eine  in  ihr  liegende  gerade  Linie  sich  dreht,  umhüllt  diese  gerade 
Linie ;  bewegt  sich  die  gerade  Linie  so ,  dass  sie  sich  continuirlich  am  einen  continuirlich  fort- 
rückenden Punct  dreht,  so  umhüllt  sie  eine  Curve  im  Räume,  die,  im  Allgemeinen,  von  doppelter 
Krümmung  ist;  wonach  diese  von  jeder  beliebigen,  durch  die  umhüllende  gerade  Linie  gehenden,  Ebene 
berührt  wird.  Während  die  gerade  Linie  in  ihrer  Bewegung  die  Curve  umhüllt,  wird  dieselbe 
gleichzeitig  von  dem  auf  ihr  fortrückenden  Puncte  beschrieben. 

Ein  Punct,  der  auf  einer  geraden  Linie  sich  fortbewegt,  beschreibt  diese  gerade  Linie;  bewegt 
sich  die  gerade  Linie  so,  dass  sie  continuirlich  in  einer  continuirlich  sich  drehenden  Ebene 
fortrückt,  so  beschreibt  sie  eine  Abwickelungs-Fläche,  auf  welcher  hiernach  jeder  Punct  der  erzeugen- 
den geraden  Linie  liegt.  Während  die  gerade  Linie  in  ihrer  Bewegung  die  Abwickelungs-Fläche 
beschreibt,  wird  dieselbe  gleichzeitig  von  der  um  dieselbe  sich  continuirlich  drehenden  Ebene 
umhüllt. 

Durch  zwei  benachbarte  Lagen  des  beschreibenden  Punctes  ist  ein  (in  gewisser  Hinsicht  als 
Punct  anzusehendes)  lineares  Element  der  Curve  gegeben,  welches  gleichzeitig  der  umhüllenden  ge- 
raden Linie  angehört ;  wenn  sich  diese  Linie ,  das  jedesmalige  auf  ihr  liegende  Element  der  Curve 
mit  sich  führend,  von  einer  spätem  Lage  in  eine  frühere  rückwärts  bewegt,  wobei  sie  sich  conti- 
nuirlich um  die  consecutiven  Puncte  der  Curve  dreht,  so  wird  die  Curve  abgewickelt,  rectificirt. 

Durch  zwei  benachbarte  Lagen  der  umhüllenden  Ebene  ist  ein  (in  gewisser  Hinsicht  als  eine 
gerade  Linie  anzusehendes)  Flächen-Element  der  Abwickelungs-Fläche  gegeben,  in  welches  gleich- 
zeitig die  beschreibende  gerade  Linie  fällt;  wenn  sich  diese  Linie  von  einer  spätem  in  eine  frühere 
Lage  rückwärts  bewegt,  während  um  dieselbe  die  umhüllende  Ebene,  das  jedesmalige  in  ihr  liegende 
Flächen-Element  mit  sich  führend,  continuirlich  sich  dreht,  so  wird  die  Abwickelungs-Fläche  abge- 
wickelt,  complanirt. 
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36.  Wenn  eine  Abwickelungs-Fläche,  wie  früher,  durch  zwei  Gleichungen  in  Plan-Coordinaten : 

"      F(Z,H,0)  =  0,  F,  (Z,H,0)  =  0,  (1) 

gegeben  ist,  so  können  wir  dieselbe  Fläche  auch  durch  eine  einzige  Gleichung  in  dem  befreundeten 
Punct-Coordinaten-Systeme  (zweiter  Art)  ausdrücken.     Es  stellt  dann  zuvörderst  die  Gleichung 

Z  +  Gn+mi-Z  m  0,  (2) 

wenn  wir  £,  *?,  S  als  veränderlich  betrachten ,  während  Z,  H,  0  gleichzeitig"  die  beiden  Gleichungen 
(1)  befriedigen,  irgend  eine  gemeinschaftliche  Tangcntial-Ebene  der  beiden  bezüglichen  Flächen  dar. 
Die  Durchschnittslinie  je  zweier  solcher  auf  einander  folgenden  Tangential-Ebenen  liegt  auf  der 
Abwickelungs-Fläche  und  wird  hiernach  durch  das  System  der  vorstehenden  und  der  folgenden 
Gleichung-  ausgedrückt : 

>ld0-HSdH-f  dZ  =  0,  (3) 

-wobei  —  und  -pj  in  Folge    der   Gleichungen   (1)   als   Functionen  von  Z,  H  und  0  gegeben  sind. 
dZ  dZ 

Eliminiren  wir  zwischen  den  vier  vorstehenden  Gleichungen  Z,  H  und  0,  so  erhalten  wir  die  ver- 
langte Gleichung  der  Abwickelungs-Flächc  in  £,  ^,  S. 

Auf  ganz  entsprechende  Weise  ergibt  sich ,  wenn   eine  Curve    doppelter  Krümmung   durch  zwei 
Gleichungen  in  Punct-Coordinaten: 

F(^,S>)  =0,  F,  (£,>;,*)  =0, 

gegeben  ist,  indem  wir  zwischen  den  beiden  Gleichungen  und  den  folgenden  beiden: 

£  +  0>7-r-HS  +  Z  =  0, 
d£-r-0d>7  +  HdS  =  0, 

wobei     '  und  ~  sich  als  Functionen    von  £,  >;,  S  ergeben,   diese  drei  Punct-Coordinaten   eliminiren, 
d£  d£ 

die  einzige  Gleichung  derselben  Curve  in  dem  Systeme  der  befreundeten  Plan-Coordinaten  Z,  H,  0. 

37.  Da  eine  und  dieselbe  Linie,  wenn  sie  im  Räume  sich  so  bewegt,  dass  in  zwei  auf  ein- 
ander folgenden  Lagen  derselben  jedesmal  ein  Durchschnitt  Statt  findet,  gleichzeitig  eine  Curve 
doppelter  Krümmung  umhüllt  und  eine  Abwickelungs-Fläche  beschreibt,  so  gehört  zu  jeder  Curve 
doppelter  Krümmung  eine  Abwickelungs-Fläche  und  umgekehrt  zu  jeder  Abwickelungs-Flächc  eine 
Curve  doppelter  Krümmung.  Zwei  auf  einander  folgende  Lagen  der  sich  bewegenden  geraden  Linie 
bestimmen  einerseits  durch  ihr  Durchschneiden  einen  Punct  der  Curve  und  andrerseits  eine  Tangcntial- 
Ebene  der  Fläche,  weiche  durch  die  gerade  Linie  in  ihren  beiden  Lagen  geht.  Durch  drei  auf  ein- 
ander folgende  Puncte  der  Curve  sind  zwei  auf  einander  folgende  Lagen  der  umhüllenden  geraden 
Linie,  also  eine  Tangential-Ebene  der  zugehörigen  Abwickelungs-Flächc  gegeben ;  umgekehrt  sind  also 
auch  die  Tangential-Ebenen  dieser  Fläche  die  Osculations-Ebenen  der  zugehörigen  Curve  doppelter 
Krümmung.  Durch  drei  auf  einander  folgende  Tangential-Ebenen  der  Abwickelungs-Fläche  sind  zwei 
auf  einander  folgende  Lagen  der  beschreibenden  geraden  Linie,  also  ein  Punct  der  zugehörigen  Curve 
doppelter  Krümmung  gegeben  und  umgekehrt  jeder  Punct  dieser  Curve  ist  ein  Kückkehrpunct  der 
zugehörigen  Abwickelungs-Fläche.  Die  Curve  ist  der  Ort  der  Rückkchrpunctc  (_arrcle  de  rebrousse- 
ment)  der  zugehörigen  Fläche ,  so  wie  diese  derjenige  Ort  ist ,  welcher  von  den  Osculations-Ebenen 
der  Curve  umhüllt  wird. 

Kine  Curve   doppelter  Krümmung  und  die  zugehörige  Abwickclungs-Fläehe  wollen  wir  durch  die 
nachstehenden  Gleichungen-Paare  in  befreundeten  Coordinaten-Svstemen : 
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fß,  *,  S>)  =  0,  ft($,  9,  S)  =  0,  (1) 

F(Z,H,0)  =  0,  F,(Z,H,0)  =  0,  (2) 

darstellen.  Betrachten  wir  alsdann  zuerst  die  beiden  Gleichungen  (2)  und,  durch  dieselben,  die 
Abwickelungs-Fläche  als  gegeben,  so  können  wir  die  zugehörige  Curve  bestimmen.  Denn,  beziehen 
wir  Z,  H,  0  auf  irgend  eine  Berührungs-Ebenc  dieser  Abwickelungs-Fläche,  und  betrachten  wir  $,  r„  S 
als  veränderlich,  so  stellt  die  Gleichung 

Z  +  en+m+z  =  o  (3) 

diese  Tangential-Ebene  dar.  Für  den  Durchschnittspunct  dieser  Ebene  mit  den  beiden  unmittelbar 
folgenden  Tangential-Ebenen,  bestehen  neben  dieser  Gleichung  (3)  zugleich  auch  die  folgenden  beiden: 

»?d04-SdH-f-dZ  =  0, 
»?d*0-f-Sd*H-f-d2Z  =  0,  ^ 

wobei  wir  dZ  constant  nehmen   (wonach  d2Z  =  0)  und  dann  — ,  ^j,  -r^r,  -r=r-  als  Functionen  von 

ql    (iL     dZz    aLl 

Z,  H  und  0  aus  den  Gleichungen  (2)  ableiten  können.  Eliminiren  wir  hiernach  zwischen  den  fünf 
Gleichungen  (2),  (3)  und  (4)  die  drei  Veränderlichen  Z,  H,  0,  so  erhalten  wir  zwei  resultirende 
Gleichungen  in  g,  n  und  S,  welche  die  verlangte  Curve  darstellen  und  mit  den  Gleichungs-Systemen 
(1)  übereinstimmen. 

Ebenso  erhalten  wir,  wenn  durch  die  Gleichungen  (1)  die  Curve  doppelter  Krümmung  gegeben 
ist,  die  beiden  Gleichungen  der  zugehörigen  Abwickelungs-Fläche  in  Z,  H,  0,  wenn  wir  zwischen  den 
drei  Gleichungen  (1)  und  (3)  und  den  folgenden  beiden  Gleichungen : 

d£  +  0d»?  +  Hd&  =  0, 
A*l+ '6d*v.-f  Hd*&  =  0, 

die  drei  Punct-Coordinaten  £,  rn  £•  eliminiren. 

38.  Wenn  eine  gerade  Linie,  ein  auf  derselben  liegender  Punct  und  eine  durch  dieselbe  gehende 
Ebene  gegeben  sind,  so  kann  das  System  dieser  drei  geometrischen  Oerter  sich  im  Räume  so  fort- 
bewegen, dass  der  Punct  continuirlich  auf  der  geraden  Linie  fortrückt,  die  Ebene  continuirlich  um 
die  gerade  Linie  rotirt,  und  endlich  die  gerade  Linie  selbst  um  den  continuirlich  fortrückenden  Punct 
in  der  continuirtich  rotirenden  Ebene  continuirlich  sich  dreht.  In  der  Bestimmung  einer  solchen 
Bewegung  liegt  zugleich  die  Bedingung  ausgedrückt,  dass  in  zwei  auf  einander  folgenden  Lagen  der 
geraden  Zinie  ein  Durchschneiden  Statt  findet,  so  dass  durch  eine  solche  Bewegung  der  geraden  Linie 
gleichzeitig  auch  die  Bewegung  des  Punctes  (als  des  Durchschnittes  zweier  auf  einander  folgenden 
Linien-Lagen)  und  der  Ebene  (als  derjenigen,  welche  durch  zwei  auf  einander  folgenden  Linien- 
Lagen  geht)  bestimmt  ist.  Drücken  wir  hiernach  das  Gesetz  des  successiven  Fortrückens  der  gera- 
den Linie  durch  Gleichungen  aus,  so  stellen  solche  Gleichungen  gleichzeitig  einerseits  die  von 
der  geraden  Linie  umhüllte  und  von  dem  auf  derselben  liegenden  Puncte  beschriebene 
Curve  doppelter  Krümmung  und  andrerseits  die  von  der  geraden  Linie  beschriebene 
und  von  der  durch  dieselbe  gehenden  Ebene  umhüllte  Abwickelungs-Fläche  dar. 

In  irgend  einem  Momente  wollen  wir  die  Lagen  der  geraden  Linie,  des  Punctes  und  der  Ebene 
bezüglich  durch  L,  P  und  E  bezeichnen,  während  wir  A,  II  und  E  als  die  ursprünglichen 
Lagen  derselben  drei  Oerter  betrachten.  Es  sei  ferner  1  die  Summe  der  unendlich  vielen  unendlich 
kleinen  Winkel,  um  welche  die  gerade  Linie  von  A  bis  L  sich  gedreht  hat,  -as  der  Weg,  welchen 
der  Punct  von   II  bis  P  beschrieben  hat,  und  endlich  e  die  Summe  der  unendlich  vielen  unendlich 


32  Einleitende  Betrachtungen. 

kleinen  Winkel,  um  welche  die  Ebene  von  E  bis  E  sich  gedreht  hat.  Die  drei  Grössen  X,  -er,  e 
ändern  sich,  unabhängig-  von  einander,  mit  der  Zeit,  wonach  wir  um  die  fragliche  Bewegung*  aus- 
zudrücken , 

X  =  f(t),         *r  =  ^(t),         *  =  X0)  (1) 

setzen  können ,  indem  wir  durch  <t>,  ^  und  %  drei  g-egebene  Functionen  bezeichnen.  Eliminiren  wir 
t  zwischen  je  zweien  dieser  drei  Gleichungen,  so  ergibt  sich : 

X(X,u)  =  0,        <i>o,o=o,       *(X,£)=0.  (2) 

Diese  drei  neuen  Gleichungen,  von  denen  jede  eine  alg-ebraische  Folge  von  den  beiden  übrigen  ist, 
bestimmen  alle  mög-lichen  Lagen,  welche  die  gerade  Linie,  in  Gemässheit  des  durch  die  frühern 
Gleichungen  (l)  ausgedrückten  Gesetzes  der  Bewegung,  successive  annehmen  kann:  es  sind  Gleich- 
ungen, welche  zugleich  eine  Abwickelungs-Fläche  und  die  zugehörige  Curve  doppelter  Krümmung 
darstellen,  und  zwar,  unabhängig-  von  der  Lag-e  derselben,  bloss  ihrer  Natur  nach.  Die  Lage  von 
beiden  ist  erst  durch  Annahme  der  g-eraden  Linie,  des  Punctes  und  der  Ebene  in  den  ursprünglichen 
Lagen  A,  TI  und  E  bestimmt,  und  diese  Annahme  hängt  von  sechs  Constanten  ab. 

Wir  können  die  successiven  Elemente  der  dargestellten  Curve  und  Abwickelungs-Fläche  annähe- 
rungsweise construiren.     Aus  den  Gleichungen  (l)  ergibt  sich: 

dX  =  #'(t)dt,        d-cr  =  ^'(t)dt,        dt  =  %'(t)dt,  (3) 

und  somit  für  jedes  g-egebene  dt  das  entsprechende  dX,  dw  und  dt.  Wenn  also  zur  Zeit  t  die  Lagen 
der  geraden  Linie  Z,  des  Punctes  P  und  der  Ebene  E  bezüglich  pl,  p  und  Ipl'  sind,  so  rückt,  wäh- 
rend des  folg-enden  Zeitmoments  dt  die  Linie  Z,  indem  sie  in  der  Ebene  Ipl'  um  den  Punct  p  den 
Winkel  dX  beschreibt,  von  pl  nach  pl',  der  Punct  JP,  indem  er  auf  der  geraden  Linie  pl'  den  Weg 
d-cr  zurücklegt,  von  p  nach  p',  und  die  Ebene  E,  indem  sie  um  pl'  den  Winkel  de  beschreibt,  von 
ipl' nach  l'pl".  Für  den  folgenden  Zeit-Moment  g*eben,  der  vorgerückten  Zeit  entsprechend,  die 
letzten  drei  Gleichungen  wiederum  die  Werthe  für  dX,  d-nr,  de,  die  wir  wie  eben  construiren  können. 
Indem  wir  auf  diese  Weise  fortfahren,  erhalten  wir  ein  Polyg-on  pp'p"p'",  das  sich  der  zu  bestim- 
menden Curve  doppelter  Krümmung  im  Räume  um  so  mehr  annähert,  je  kleiner  wir  dt  nehmen,  und 
eine  von  den  Ebenen  plp',  p'l'p",  p"l"p"' . .  gebildete  Fläche ,  deren  Gränzc  die  jener  Curve  zuge- 
hörige Abwickelungs-Fläche  ist. 

39.  Die  erste  der  drei  Gleichung-en  (2)  ist  unabhängig  von  t,  und  würde  also  auch  unver- 
ändert dieselbe  sein,  wenn  e  immer  Null  geblieben  wäre,  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  wir  die  Ab- 
wickelungs-Fläche  mit  der  zugehörigen  Curve  in  die  ursprüngliche  Ebene  E  abgewickelt  hätten.  Nach 
der  Abwickelung  ist  der  von  den  geraden  Linien  A  und  L  gebildete  Winkel  der  Werth  von  X,  wäh- 
rend die  Länge  der  Curve  oder  ts  unverändert  geblieben  ist.  Bei  dieser  Abwickelung  bleibt  die  erste 
Krümmung  der  Curve,  welche  für  jeden  ihrer  Puncto  in  der  bezüglichen  Osculations-Ebene  zu 
nehmen  ist,  ebenfalls  unverändert,  während  gleichzeitig  der  Curve  ihre  zweite  Krümmung-  genommen 
wird.     Die  abgewickelte  Curve  und  ihre  Ebene  werden  durch  die  beiden  simultanen  Gleichungen : 

X().,ü)  =  0,  e  =  0,  (4) 

dargestellt.  Für  irgend  einen  Punct  dieser  Curve,  und  also  auch  Tür  den  entsprechenden  Punct  der 
Curve  im  Kaume,   ist 

dX  _      dX       d<-j_rj/(t) 

dxrr  ==  di~  :    dT"~4'(Tj 
der  Krümmungshalbmesser,  und  der  reeiproke  Werth  desselben 
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dtff         dw       dX 
d>7         dt    '  Ht 

dw 
das  Maass  der  ersten  Krümmung  (Flexion).    Berücksichtigen  wir,  dass  —  die  Geschwindigkeit    des 

dX 
Punctes  P  und  — -  die  Drehungs-Geschwindigkeit  der  geraden  Linie  L  zur  Zeit  t  ist,    so  ergibt   sich 

der  folgende  Satz: 

DasMaass  der  ersten  Krümmung  einerCurve  imRaume  ist  gleich  derWinkel- 
Gesch windigkeit  der  diese  Curve  umhüllenden  g-eraden  Linie,  getheilt  durch 
die  Geschwindigkeit  des   dieselbe  beschreibenden  Punctes.*) 

40.  Die  zweite  der  drei  Gleichungen  (2)  ist  unabhängig  von  >.  und  würde  also  auch  unver- 
ändert dieselbe  sein,  wenn  X  immer  gleich  Null  geblieben  wäre.  Dann  aber  wäre  dieselbe  gerade 
Linie  A  gleichzeitig  von  dem  Puncte  P  beschrieben  und  von  der  Ebene  E  umhüllt  worden.  Die 
folgenden  beiden  simultanen  Gleichungen: 

4>(f,ü)  =  0,  X  =  0,  (5) 

stellen  also  dieselbe  g-erade  Linie  in  doppeltem  Sinne  dar,  einmal  als  die  rectificirte  Curve  im 
Räume  ,  das  andere  Mal  als  eine  gerade  Linie ,  auf  welche  sich  die  Abwickelungs-Fläche  dadurch 
reducirt  hat,  dass  die  umhüllende  Fläche  in  allen  ihren  Lagen  durch  diese  gerade  Linie  geht.  Um, 
von  einer  g-eg-ebeneu  Abwickelungs-Fläche  und  der  zugehörig-en  Curve  ausgehend,  zu  der  Bedeutung 
des  letzten  Gleichungen -Paares  zu  gelangen,  müssen  wir  in  folgender  Weise  verfahren:  Es  sei 
\im^m\n'  die  Ebene  E  in  ihrer  äussersten  Lage;  diese  Ebene  wollen  wir  so  fortbewegen,  dass  sie 
mit  der  vorhergehenden  Ebene  ly//p"l"  fortwährend  denselben  Winkel  bildet  und  dass  die  Durchschnitts- 
linie beider  Ebenen  p'l"7  um  den  Punct  p"  sich  dreht,  bis  sie  mit  der  vorhergehenden  Linie  p'l" 
zusammenfällt.  Dann  sind  auf  diese  gerade  Linie  zwei  Elemente  der  Curve  im  Räume,  p'p"  und 
p"p//y,  zurückgeführt,  und  durch  dieselbe  gehen  die  beiden  Ebenen  P"p'"l'"  und  Iy//p"l// ,  früher 
beide  Osculations-Ebenen  dieser  Curve.  Auf  gleiche  Weise  können  wir  fortfahren  und  die  Linie 
p'l"  mit  den  beiden  auf  ihr  liegenden  Elementen  und  den  beiden  durch  dieselbe  gehenden  geraden 
Linien  in  der  Osculations-Ebene  l"p'l'  um  den  Punct  p'  sich  drehen  lassen ,  bis  drei  Elemente  der 
Curve,  pp',  p'p"  und  p"p"',  in  die  gerade  Linie  p'l'  fallen  und  durch  dieselbe  die  drei  Oscujations- 
Ebenen  l""p'"l'",  l'"p"l"  und  P'p'l'  gehen.  Hiernach  bringen  wir  zuletzt  alle  Elemente  der  Curve 
auf  die  Linie  L  in  der  ursprünglichen  Lage  A,  wobei  dann  zugleich  alle  Osculations-Ebenen  der 
Curve  durch  dieselbe  Linie  gehen. 

Bei  der  Bestimmung  der  zweiten  Krümmung  einer  Curve  im  Räume  tritt  die  Drehung  der 
Osculations-Ebene  derselben,  beim  Uebergange  von  einem  Puncte  zum  andern,  an  die  Stelle  der 
Drehung  ihrer  Tangenten,  die  für  die  erste  Krümmung  bestimmend  war.  Als  Krümmungshalbmesser 
ür  die  zweite  Flexion  der  Curve  erhalten  wir  also: 

dw        dtt      ds  _      gj'O) 
dF  "  "  IT  '  ~dl  '  '    x'W  ' 


*)     Vergl.  Theorie  der  algebraischen  Curvcn  p.  205. 
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und  für  (!en  rcciproken  Wcrth  desselben  oder  das  Maass  der  Krümmung :     . 

il  de      d-nr 

dxu  ~~  dT'   dt  ' 

Drücken  wir  die  letzte  Gleichung  in  Worten  aus,  so  ergibt  sich  der  nachstehende  Satz: 

Das  Maass  der  zweiten  Krümmung  einer  Curve  im  Räume  ist  gleich  der  Winkel- 
Geschwindigkeit  der  die  zugehörige  Abwickelungs-Fläche  umhüllenden,  die  Curve 
selbst  osculirenden  Ebene,  getheilt  durch  die  Geschwindigkeit  des  die  Curve 
beschreibenden  Punctes. 

Um  den  Krümmungshalbmesser  der  zweiten  Flexion  für  jeden  Punct  der  Curve  im  Räume  zu 
bestimmen,  brauchen  wir  bloss  die  erste  der  Gleichungen  (5),  wie  die  erste  der  Gleichungen  (4), 
als  eine  ebene  Curve,  e  mit  X  vertauschend,  zu  construiren.  Dann  ist  der  von  den  äussersten  Tan- 
genten dieser  Curve  gebildete  Winkel  derjenige  Wcrth  von  e,  welcher  dem  Endpuncte  der  Curve 
im  Räume  entspricht,  wahrend  die  Länge  der  beiden  Curven  dieselbe  ist.  Und,  so  wie  wir  in 
irgend  einem  Puncto  der  gegebenen  Curve  im  Räume  den  Halbmesser  der  ersten  Krümmung  als  den 
Krümmungshalbmesser  der  Abwickclungs-Curve  in  dem  entsprechenden  Puncte  construiren  können, 
so  können  Mir  den  Halbmesser  der  zweiten  Krümmung"  als  den  Krümmungshalbmesser  der  eben 
bestimmten  Curve  in  dem  entsprechenden  Puncte  construiren.  Entsprechende  Puncte  der  drei  Curven 
sind  hierbei  solche,  denen  gleiche  Bogenlängen  entsprechen. 

41.  Die  dritte  der  drei  Gleichungen  (2)  ist  unabhängig  von  u  und  würde  also  auch  unver- 
ändert dieselbe  sein,  wenn  •er  immer  gleich  Null  geblieben  wäre,  das  heisst,  wenn  der  beschreibende 
Punct  seine  ursprüngliche  Lage  behalten  hätte.  Die  Curve  im  Räume  reducirt  sich  hierbei  auf  einen 
Punct,  die  Abwickclungslläche  auf  einen  Kegel.     Beide  Merden  durch  die  simultanen  Gleichungen: 

¥(X,£)  =0,  -üj  =  0, 

dargestellt.  Um  den  Kegel  zu  construiren,  wenn  die  Curve  im  Räume  oder  die  zugehörige  Ab- 
wickelungs-Fläche gegeben  jst,  brauchen  wir  bloss  die  gerade  Linie,  welche  die  erstere  umhüllt, 
die  letztere  beschreibt,  in  ihren  verschiedenen  Lagen  parallel  mit  sich  selbst,  durch  den  ursprüng- 
lichen Punct  EL  zu  legen;  so  entsteht  alsdann  der  fragliche  Kegel,  dessen  Tangential-Ebenen  parallel 
sind  der  die  Curve  osculirenden,    die  Fläche  umhüllenden  Ebene  in  ihren  verschiedenen  Lagen. 

Für  jede  Seite  dieses  Kegels,  und  also  auch  für  jede  Tangente  der  Curve,  jede  Seite  der  Ab- 
wickelung« -  Fläche   erhalten   wir   aus  der   ersten    der    vorstehenden   Gleichungen    einen    vollkommen 

de 
bestimmten  Wcrth  für  ■■-— ,  den  wir  das   Maass   der  conischen    Krümmung   der    Curve    oder 
qa 

auch  der  zugehörigen  Abwickelungs-Flächc  nennen  wollen.   Es  ist: 

d£  ~~  "¥  :  "di =  =  <p'oy 

oder,  in  Worten  ausgedrückt: 

DasMaass  der  conischen  Krümmung  einer  Curve  doppelter  Krümmung  ist  gleich 
der  Winkel-Geschwindigkeit  der  diese  Curve  osculirenden  Ebene,  gctheilt  durch 
die  Winkel-Geschwindigkeit  der  dieselbe  umhüllenden  geraden  Linie. 

Knüpfen  wir  den  Begriff  der  conischen  Krümmung  an  die  Abwickelungs-Flächc,  so  ist  das  Maass 
derselben  gleich  der  Winkel-Geschwindigkeit  der  dieselbe  umhüllenden  Ebene,  gctheilt  durch  die 
Winkel-Geschwindigkeit  der  dieselbe  beschreibenden  geraden  Linie. 
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So  wie  wir  zur  Bestimmung  der  ersten  Krümmung  einer  räumlichen  Curvc  in  einem  gegebenen 
Puncte  einen  Kreis  zu  Hülfe  nehmen,  der  überall  dieselbe  Krümmung  hat,  so  bedienen  wir  uns 
nach  der  vorigen  Nummer  zur  Bestimmung  der  zweiten  Krümmung  ebenfalls  eines  Kreises,  oder,  was 
auf  dasselbe  hinauskommt,  aber  mehr  der  Sache  entspricht,  eines  geraden  Kreis-Cylinders. 
Und  ebenso  bedienen  wir  uns  hier  zur  Bestimmung  der  conischen  Krümmung  eines  geraden 
Keg-els  mit  kreisförmiger  Basis.  Auf  allen  Seiten  eines  solchen  ist  offenbar  die  conische 
Krümmung  desselben  gleich.  Wir  wollen  dieselbe  für  einen  als  gegeben  betrachteten  Kegel,  dessen 
Seiten  mit  der  Axe  desselben  einen  gegebenen  constanten  Winkel  a  bilden,  construiren. 

Zu  diesem  Behufe  wollen  wir  uns  in  den  Kegel  eine  w-seitige  Pyramide ,  deren  Basis  ein  regel- 
st 
massiges  «-Eck  ist,  beschrieben  denken,  und  dann  den  Winkel  — -  der  Kürze  halber  durch  !;,    ferner 

n 

den  von  zwei  auf  einander  folgenden  Kanten  der  Pyramide  gebildeten  Winkel  durch  y  und  den 
Nebenwinkel  des  von  zwei  auf  einander  folgenden  Seitenflächen  gebildeten  Winkels  durch  8  be- 
zeichnen.    Dann  finden  wir  auf  bekanntem  Wege: 

.    ,,,  „  tang21/oScos5a 

sin2  kö  = — -/— , 

1 -f- tang- V«*  cos  "2a 

sin1/))'  =  sinVsijsina. 

Diese  Gleichungen  bestehen,  wie  gross  auch  die  Zahl  n  angenommen  werden  mag;  nehmen  wir 
n  immer  grösser,  so  nähert  sich  die  eingeschriebene  Pyramide  immer  mehr  dem  Kegel.  Dann 
werden  2;,  und  hiermit  zugleich  y  und  o\  immer  kleiner,  bis  sie  zuletzt  in  dl  und  de  übergehen.  An 
dieser  Gränze  können  wir  an  die  Stelle  von  sinVa^  (und  ebenso  von  tangVa*) ,  sinV^y  und  slnVzS 
die  entsprechenden  Winkel  'A^,  VidX  und  Va  de  setzen,  und  tang'2  V>i  *  gegen  die  Einheit  vernach- 
lässigen.    Hiernach  gehen  die  vorstehenden  beiden  Gleichungen  in  die  folgenden  über: 

de  =  ijcosa,  $\  =  £sina, 


und  hieraus  ergibt  sich: 

de 


•*) 


AX         tang  a 

Das  Maass  für  die  constante  conische  Krümmung  eines  geraden  Kreis-Kegels  ist  also  der  reciproke 
Werth  der  trigonometrischen  Tangente  desjenigen  Winkels,  welchen  die  Seiten  desselben  mit  der  Axe 
bilden,  dem  analog,  wie  das  Maass  für  die  constante  Krümmung  eines  Kreises,  der  reciproke  Werth 
des  Radius  desselben  ist.  Das  Maass  der  conischen  Krümmung  eines  schiefen  Kegels  oder  einer 
Abwickelungs-Fläche  überhaupt  auf  einer  gegebenen  Seite  desselben  ist  hiernach  möglichst  einfach 
durch  einen  geraden  Keg-el,  welcher  die  Fläche  auf  der  gegebenen  Seite  osculirt,  bestimmt. 

42.  Von  den  drei  Gleichungen  (2)  bedingen  je  zwei  die  dritte,  wonach  auch  zwischen  den 
Bestimmungen  der  dreifachen  Krümmung  einer  räumlichen  Curve  eine  Abhängigkeit  Statt  finden  muss. 
Wir  haben: 


')      Wenn  wir  zwischen  den  obigen  beiden  Gleichungen  des  Textes  %  eliminiren,  so  ergibt  sich  nach  einfachen 
Reductionen: 

.    .    *>        tang-  Viy 
sin  l/»d  =  — - — -  , 
tanga 

woraus   unmittelbar  dasselbe  Resultat  hervorgeht. 

5* 
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«It  (1>.      de 

tltö  (J7Ü      (1?. 

oder,  in  Worten  ausgedrückt : 

Das  Maass  der  zweiten  Krümmung  einer  räumlichen  Curve  in  einem  gegebenen 
Puncte  ist  gleich  dem  Maasse  ihrer  ersten  Krümmung,  multiplicirt  mit  demMaasse 
ihrer  conischen  Krümmung. 


Das  Zählen  der  Constaiiten. 

43.  Um  die  Anzahl  der  Glieder  zu  bestimmen,  welche  die  allgemeine  Function  des  n.  Grades 
zwischen  drei  Veränderlichen  enthält,  können  wir  diese  Function,  geordnet  nach  steigenden  Potenzen 
der  Veränderlichen,  als  zusammengesetzt  betrachten  aus  allen  allgemeinen  homogenen  Functionen  von 
dem  0.  bis  n.  Grade  zwischen  denselben  Veränderlichen.  Die  allgemeine  homogene  Function  irgend 
eines  m.  Grades  zwischen  drei  Veränderlichen  besteht  aber  aus  eben  so  viel  Gliedern,  als  die  all- 
gemeine nicht  homog-ene  Function  desselben  Grades  zwichen  zwei  Veränderlichen,   nemlich  aus: 

Qi-MKm  +  2) 
1.2 

Um  also  die  Anzahl  aller  Glieder  der  allgemeinen  Function  des  n.  Grades  zu  erhalten,  brauchen  wir 

nach  einander  für  m  alle  ganze  Zahlen  von  0  bis  n  einzusetzen  und  dann  die  entsprechenden  Wcrthe 

des  vorstehenden  Ausdrucks  zu  summiren.     Auf  diese  Weise  kommt: 

l.r     2,8-    3.4  (M  +  D(n+g)_(n  +  D(n  +  2)(»  +  3) 

if+W+<Mt"  *         2  1.2.3 

v  Diese  Anzahl,  um  Eins  vermindert,  ist  also  die  Anzahl  der  Constanten  in  der  allgemeinen  Gleichung 

des  n.  Grades  zwischen  drei  Veränderlichen,  die  wir  durch  900  bezeichnen  wollen.     Hiernach  ist 

rl.         (n+l)(n  +  2)(n  +  3)        .         »Qi«  +  6n  +  ll) 
.*°°  =  1.2.3 1  =  6 ' 

so  dass  9(0)  =  0,  9(1)  =  3,  9(2)  =  9,  rp(3)  =  19,  9  (4)  ~  34,  9(5)  =  55,  9(6)  ==  83, 
<p(7~)  =  119,  <f>  (8)  =  164,  9(9)  =219,  9(10)  =  285,  und  so  weiter. 

Je  nachdem  die  drei  Veränderlichen  lineare  Punot-  oder  Plan-Coordinatcn  bedeuten,  stellt  die 
allgemeine  Gleichung  vom  n.  Grade  die  Flächen  der  n.  Ordnung  oder  n.  Classe  dar.  Im  erstem 
Falle  gibt  jeder  Punct ,  welcher  auf  der  Fläche  liegt,  im  zweiten  Falle  jede  Tangential-Ebene  der 
Fläche  eine  lineare  Bedingungs-Gleichung  zwischen  den  9  (ti)  Coefficientcn  der  allgemeinen  Gleichung 
des  n.  Grades.  Durch  cf>  (n)  solcher  Bedingungs-Glcichungen  sind  die  sämmtlichen  Coefficientcn  auf 
lineare  Weise  bestimmt:  eben  so  viele  gegebene  Puncto  gehören  also  zur  linearen  Bestimmung 
einer  Fläche  der  n.  Ordnung,  und  eben  so  viele  Tangcntial-Ebenen  zur  linearen  Bestimmung  einer 
Fläche  der  n.  Classe. 

44.  Es  seien 

Qjj  =0,  fl'.  =  0  (1) 

die  Gleichungen  irgend  zweier  Flächen  der  n.  Ordnung;    dann  stellt  die  Gleit  Innig 
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»- 


a„+xß'B  =  o,  (2) 

wenn  /.  eine  beliebige  Constante  bedeutet,  irgend  eine  neue  Flache  derselben  Ordnung  dar,  welche 
durch  die  Durchschnitts-Curve  der  beiden  Flächen  (1)  geht.  Denn  die  Coordinaten  jedes  Punctes 
dieser  Durchschnitts-Curve  befriedigen  gleichzeitig-  die  beiden  Gleichungen  (1)  und  folglich  auch  die 
Gleichung  (2). 

Wenn  wir  den  ersten  Theil  der  letzten  Gleichung  durch  — uQ-^n  bezeichnen,  so  erhalten  wir 
die  folgende  identische  Gleichung: 

Qn  -f-  IPJn  "h  l lß"D  =  0  ,  (3) 

welche    ausdrückt,    dass   die    drei   Flächen   der   n.   Ordnung   ßn,  ß'n,  ß"n    eine   gemeinschaftliche 

Durchschnitts-Curve  haben. 

Jede   Fläche    der    n.  Ordnung,    welche   durch    die  Durchschnitts-Curve    der  beiden  Flächen  ü,a 

und  ß'n  geht,    lässt   sich,    bei    gehöriger  Bestimmung    von  ?.,    durch    die  Gleichung  (2)    darstellen. 

Wenn  nämlich 

ß"B  =  0 

die  Gleichung  einer  solchen  Fläche  ist,  so  muss,  nach  der  Voraussetzung,  die  Gleichung: 

ß«-Kuß"n   =  0 

bei  gehöriger  Bestimmung  von  «,  mit  der  zweiten  der  Gleichungen  (1)  übereinstimmen,  was  wiederum 
zu  der  vorstehenden  identischen  Gleichung  (3)  führt.  Es  ist  also  (2)  die  allgemeine  Gleichung  aller 
Flächen  der  n.  Ordnung,  welche  mit  den  beiden  gegebenen  Flächen  derselben  Ordnung  ßn  und  ß'B 
eine  gemeinschaftliche  Durchschnitts-Curve  haben  :  sie  stellt  alle  diese  Flächen  dar,  wenn  wir  für  ft 
successive  alle  Werthe  von — CO    bis  +  CO   einsetzen. 

Hierbei  sind  die  Flächen  Q,a  und  X2'n  nicht  absolut  bestimmt,  sondern  können  durch  irgend  zwei 
andere,  welche  willkührlich  aus  der  Gruppe  der  unendlich  vielen  Flächen  derselben  Ordnung,  welche 
dieselbe  gemeinschaftliche  Durchschnitts-Curve  haben,  genommen  werden.  Die  Durchschnitts-Curve 
ist  ihrerseits  durch  irgend  zwei  Flächen  der  n.  Ordnung ,  welche ,  bei  willkührlicher  zwiefacher 
Annahme  von  X,  durch  die  Gleichung  (2)  dargestellt  werden,  bestimmt.  Die  Anzahl  der  Constanten 
jeder  solcher  zwei  Flächen  reducirt  sich  hiernach  auf  <p(n)  —  1,  wonach' die  fragliche  Durchschnitts- 
Curve  von  2[g>(n) —  1]  Constanten  abhängt.  Zur  linearen  Bestimmung  dieser  Constanten  reicht 
es  hin,  dass  [qj  (n)  —  1]  Puncte  gegeben  sind,  durch  weiche  die  Curve  geht,  und  die  also  gleich- 
zeitig auf  den  beiden  Flächen,  als  deren  Durchschnitt  sie  construirt  wird,  liegen. 

Eine  räumliche  Curve,  durch  welche  sich  Flächen  der  n.  Ordnung  legen  lassen, 
ist  vollkommen  bestimmt,   wenn  [<^00  —  1]  ihrer  Puncte  gegeben  sind. 

Oder,   mit  andern  Worten: 

Alle  Flächen  der  ru  Ordnung,  welche  durch  \fp(n)  —  1]  Puncte  gehen,  haben  eine 
gemeinschaftliche  Durchschnitts-Curve. 

45.  Flächen  der  zweiten  Ordnung,  welche  durch  8,  Flächen  der  dritten  Ordnung,  welche 
durch  18  gegebene  Puncte  gehen,  haben  hiernach  dieselbe  Durchschnitts-Curve.  Zum  vollständigen 
Verständniss  der  vorstehenden  Sätze  fügen  wir  noch  die  folgenden  Erörterungen  hinzu. 

Durch  die  Durchschnitts-Curve  zweier  gegebenen  Flächen  der  n.  Ordnung,  X2„  und  ß',,,  lassen 
sich  noch  unendlich  viele  andere  Flächen  derselben  Ordnung  legen ,  deren  allgemeine  Gleichung  (2) 
ist.  Eine  einzelne  dieser  Flächen  ist  erst  bestimmt ,  wenn  der  entsprechende  Werth  von  X  gegeben 
ist,  und  X    ist   gegeben ,    wenn   wir  irgend   einen  Punct  der  Fläche  kennen ,   welcher    nicht  auf  der 
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« 

Durchschnitts-Curve  liegt.  Denn,  auf  einen  gegebenen  Punct  bezogen,  erhalten  die  Functionen  £2„  und 
ß'n  constante  Werthe,   die  wir  durch  o)  und  0/  bezeichnen  wollen,  und  hiernach  kommt: 

a 

Liegt  der  gegebene  Punct  auf  der  Durchschnitts-Curve  der  beiden  gegebenen  Flächen,   so  erscheint  \ 

unter  der  unbestimmten  Form  —;  liegt  er  aber,  was  vorausgesetzt  worden  ist,  ausserhalb  derselben, 

so  ist  %  durch  die  vorstehende  Gleichung  immer  auf  einzige  Weise  bestimmt.  Eine  Fläche  der  w. 
Ordnung  ist  aber  überhaupt  durch  <p  (n)  Punctc  auf  lineare  Weise  gegeben,  so  dass  also  zu  dem 
genannten  Puncte  noch  [9  (n)  —  1]  gegebene  Puncie  hinzukommen  müssen.  Nehmen  wir  diese  auf  der 
Durchschnitts-Curve  beliebig  an ,  so  tragen  sie  also  zur  Bestimmung  der  Fläche  gerade  eben  so  viel 
bei,  als  die  Gesammtheit  aller  Punctc  dieser  Durchschnitts-Curve,  die  unmittelbar  aus  der  Form  der 
Gleichung  (2)  sich  bestimmen  lassen.     Hieraus  ergeben  sich  unmittelbar  die  fraglichen  Sätze. 

46.  Es  können  zwischen  den  cp  (n)  Constanten  der  allgemeinen  Gleichung  der  Flächen  n. 
Ordnung  lineare  Bedingungs-Gleichungen  Statt  finden,  wodurch  die  Natur  der  Flächen  particularisirt 
und  die  Anzahl  der  zur  Bestimmung  derselben  notwendigen  Puncte  um  so  viel  Einheiten  vermindert 
wird,  als  Bedingungs-Gleichungen  da  sind.  Hiernach  erhalten  wir  neben  dem  letzten  Satze  der  44. 
Nummer  sogleich  den  folgenden : 

Alle  solche  Flächen  der  «.Ordnung,  welche  durch  m  gegebene  Puncte  auf  lineare 
Weise  bestimmt  sind,  haben,  wenn  sie  durch  (rn  —  1)  dieser  Punctc  gehen,  eine 
gemeinschaftliche  Durchschnitts-Curve. 

Während  dieser  Satz  als  eine  Beschränkung  des  letzten  Satzes  der  44.  Nummer  sich  darstellt, 
erhalten  wir  dagegen  in  der  nachstehenden  Auffassung  eine  Verallgemeinerung  desselben. 

AlleFlächen  der  W.Ordnung,  welche  [<pOO  —  1]  linearen  Bedingungs-Gleichungen 
unterworfen  sind,  schneiden  sich  in  derselben  räumlichen  Curve. 

Durch  cp  (n)  solcher  linearen  Bedingungs-Gleichungen  sind  die  <p  (n)  Constanten  der  Fläche,  im 
Allgemeinen,  auf  einzige  Weise  bestimmt.  Insbesondere  führt  zu  einer  solchen  linearen  Bedingungs- 
Gleichung  die  Annahme,  dass  die  Fläche  durch  einen  gegebenen  Punct  gehen  soll. 

47.  Wir  wollen  zwei  Zahlen  p  und  q  so  bestimmen,  dass 

n  =  p  +  q, 
und  dann  annehmen,  dass  von  den  f  <p  (n) — 1]  gegebenen  Punctcn  des  letzten  Satzes  der  44.  Nummer 
(p  (jp)  beliebig  abgesondert   werden ,    durch   welche   eine  Fläche   der  p.  Ordnung   auf   lineare    Weise 
bestimmt  wird,  deren  Gleichung  die  folgende  sei: 

ö,  =0, 
und  ferner  voraussetzen,  dass  alle  übrigen  Punctc,  deren  Anzahl 

<p(n)-cpW-\==cp(n)-<t>(n-q-)-i 
beträgt,  auf  einer  Fläche  der  q.  Ordnung  liegen,  für  deren  Gleichung  wir 

ß,  =  0 
nehmen   wollen.     Alsdann   gehört    das  Svstem  der  beiden  Flächen  £2P  und  Q,  zu  denjenigen  Flächen 
der  n.  Ordnung,  welche  die  gemeinschaftliche  Durchschnitts-Curve  haben,  oder,  analytisch  ausgedrückt, 
bei  gehöriger  Bestimmung  der  Coefficienten  X  und  («,  ist: 
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Alle  Durchschnittspuncte  der  Flächen  «.  Ordnung  liegen  also  gleichzeitig  entweder  auf  der  Fläche 
ßp  oder  der  Fläche  ßq  und  somit  ergibt  sich  der  nachstehende  Satz. 

Alle  Flächen  der  «.Ordnung,  welche  durch  [<p(n)  —  <£(»  —  q)  —  1]  g-cgebene,  einer 
Fläche  der  q.  Ordnung  angehörende,  Puncte  gehen,  schneiden  diese  letztgenannte 
Fläche  in  ein  und  derselben  Curvc. 

Setzen  wir  beispielsweise  q  =  1 ,  so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  einer  ebenen  Curve  n. 
Ordnung  die  bekannte  Anzahl  von 

(p(«)-9(«-l)-l  =  1     ^    2     J —\ 

gegebenen  Puncten.  Ebenso  erhalten  wir  für  Bestimmung  einer  Curve,  die  auf  einer  g-egebenen 
Fläche  zweiter  Ordnung  und  überdiess  auf  einer  Fläche  der  n.  Ordnung  liegt,  indem  wir  in  dem 
allgemeinen  Ausdrucke  q  =  2  setzen,  die  folgende  nothwendige  Anzahl  von  gegebenen  Puncten : 

90)  —  90'  —  2)  —  1  =  Ot-hl)-  —  1. 
Wir  können  die  gegebenen  [9  {n)  —  1]  Puncte  der  Sätze  der  44.  Nummer  auf  die  beiden 
Flächen  der  p.  und  q.  Ordnung  auch  anders  vertheilen,  so  nemlich,  dass  auf  die  Fläche  der  p. 
Ordnung  [<p  (p)  -f-  A]  Puncte  und  auf  die  Fläche  der  q.  Ordnung  die  übrigen  [<p(n}  —  <p(p)  —  h  —  1] 
Puncte  kommen,  und  hierbei  bloss  voraussetzen,  dass  die  letzte  Anzahl  von  Puncten  überhaupt  zur 
Bestimmung  einer  Fläche  der  q.  Ordnung-  hinreichend  sei,  wonach 

sein  muss,  also 

oder  auch 

Ä< , 

weil  sich  sogleich  ergibt,  dass 

Dann  schneiden  alle  Flächen  der  n.  Ordnung,  welche  durch  die  gegebenen  [^(«) —  1]  Puncte  gehen, 

sich  auf  denselben  beiden  Flächen  der  p.  und  q.  Ordnung-. 

Die  gemeinschaftliche  Durchschnitts-Curve  allerFlächen  der  n.Ordnung,  welche 

durch  [^(n)  —  1]  gegebene  Puncte  geht,  zerfällt,  wenn  von  diesen  Puncten  [^(p)  +  Ä] 

auf  einer  Fläche  der  p.  und  die  übrigen  auf  einer  Fläche   der  q.  Ordnung   liegen,    in 

zwei  verschiedene  Curven,    die  bezüglich  den  beiden  Flächen  der  p.  und  q.  Ordnung 

angehören. 

48.     Es  seien  ferner 

ß,  =  0,        ß'n  =  0,        ß"n  =  0  (I) 

die  Gleichungen  irgend  dreier  g-egebenen  Flächen  der  n.  Ordnung-;  dann  stellt  die  folgende  Gleichung 

ßn  +  Aß'B-r-uß"»  =  0,  (2) 

wenn  X  und  u  beliebige  Constanten  bezeichnen  ( — CO  und  -\-  CO  nicht  ausgeschlossen)  irgend  eine 
neue  Fläche  derselben  Ordnung  dar,  welche  der  Bedingung  unterworfen  ist,  dass  sie  durch  alle 
Durchschnittspuncte   der   drei  gegebeneu  Flächen  ß»,  ß'n  und  ß"u  g~eht,   wobei   die  Anzahl    dieser 
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Durchs  chnittspunctc  n^  beträgt.  Es  ist  dicss  augenscheinlich,  weil  die  letzte  Gleichung-  durch  die 
Coordinaten-Wcrthe  jedes  Punctes  befriedigt  wird ,  welche  gleichzeitig  die  drei  Gleichungen  (1) 
befriedigen. 

Bezeichnen  wir  den  ersten  Theil  der  Gleichung  (2)  durch  ( — vQ,'"*),  so  erhalten  wir  die 
identische  Gleichung: 

.ü„ +xö'.  -\-  ^a"n  +  v&"m  =  o , 

um  auszudrücken,  dass  die  vier  Flächen  ßn,  ß'n,  ß"n,  ß'"n   durch  dieselben  n*  Puncte  gehen. 

Wir  können  ferner  unmittelbar  nachweisen,  dass  jede  Fläche,  welche  durch  die  fraglichen  nl 
Puncte  geht,  bei  gehöriger  Bestimmung  von  X.  und  «,  durch  die  Gleichung  (2)  dargestellt  wird.  Es 
ist,  mit  andern  Worten,  diese  Gleichung  die  allgemeine  solcher  Flächen  der  n.  Ordnung,  welche 
durch  n5  gegebene  Puncto  gehen,  indem  unter  den  unendlich  vielen  Flächen,  die  dieser  Bedingung 
unterworfen  sind,  irgend  drei  willkührlich  herausgenommen  und  durch  iin,  &'o  und  il"a  be- 
zeichnet werden. 

Zur  Particularisirung  einer  einzelnen  Fläche,  die  durch  die  allgemeine  Gleichung  (2)  dargestellt 
wird,  ist  die  Bestimmung  der  beiden  Coefficienten  X  und  u  nothwendig,  und  diese  sind  ihrerseits 
bestimmt,  wenn  wir  zwei  neue  Puncte  der  Fläche  kennen.  Für  diese  Fläche  können  wir,  unbeschadet 
der  Allgemeinheit,  die  Fläche  i2„  nehmen,  dann  ist  zur  Bestimmung  derselben  nothwendig,  dass  wir 
zwei  ihrer  Puncte  kennen,  welche  nicht  gleichzeitig  auf  den  beiden  Flächen  £2',,  und  i2"„  liegen. 
Denn,  wenn  wir  die  Coordinaten-Werthc  jedes  dieser  beiden  Puncte  nach  einander  in  die  Gleichung 
(2)  einsetzen,  so  verschwindet  beidesmal  ii„,  während  &'„  und  £2"„  nicht  verschwindende  und 
endliche  Wcrthe  erhalten,  wonach  sich  zur  Bestimmung  der  Fläche  1=0  und  u  =  0  ergibt.  Die 
Fläche  wird  also  hier  dadurch  bestimmt,  dass  sie  durch  w3  Puncte  geht,  die  gleichzeitig  auf  zwei 
(beliebigen)  Flächen  derselben  Ordnung  liegen,  und  ausserdem  noch  durch  irgend  zwei  ihrer  Puncte : 
sie  ist  es  andrerseits  eben  so  vollständig  durch  <p  (ji)  ihrer  Puncte,  für  welche  wir  die  letztgenannten 
beiden  nehmen  und  ausserdem  noch  [f/)(V) —  2]  willkührlich  aus  jenen  n'  Punctcn  auswählen  können. 
Diese  n*  Puncte  tragen  also  zur  Bestimmung  der  Fläche  nicht  mehr  bei,  als  jene  [<j>(n) —  2],  woraus 
folgt,  dass  durch  diese  letztere  Anzahl  von  Puncten  die  an  der  Anzahl  von  n3  Puncten  noch  fehlenden 

»3—r<K»)-f-2 

Puncte  der  Fläche  vollkommen  bestimmt  sind. 

Alle  Flächen  der  n.  Ordnung,  welche  durch  [fp(ra)  —  2]  gegebene  Puncte  gehen, 
schneiden  sich  überdiess  noch  in  [w2 — 900~t~2]  neuen  festen  Puncten. 

Die  Bestimmung  dieser  Puncte  hängt  von  der  Auflösung  einer  Gleichung  ab ,  deren  Grad  durch 
die  Anzahl  derselben  bestimmt  wird. 

Beispielsweise  schneiden  alle  Flächen  der  zweiten  Ordnung,  welche  durch  sieben  gegebene 
Puncto  gehen,  sich  ausserdem  noch  in  einem  achten  festen  Punct,  und  dieser  ist  durch  die  sieben 
gegebenen  auf  lineare  Weise  bestimmt.  Alle  Flächen  der  dritten  Ordnung,  welche  durch  17 
gegebene  Puncto  gehen,  schneiden  sich  ausserdem  noch  in  10  andern  festen  Puncten. 

Insbesondere  können  auch  die  Flächen  n.  Ordnung  sich  in  Systeme  von  Flächen  niederer  Ordnung 
auflösen,  Flächen  der  zweiten  Ordnung  zum  Beispiel  in  Systeme  von  zwei  Ebenen.  Drei  solcher 
Systeme  schneiden  sich  in  acht  Punctcn,  welche  die  Ecken  eines  Körpers  bilden,  der.  wie  ein  vier- 
seitiges Prisma,  von  sechs  Vierecken  begränzt  wird.  Solche  acht  Puncte  sind  also  als  die  Durch- 
schnittspunetc  von  unendlich  vielen  Flächen  der  zweiten  Ordnung  anzusehen,  in  der  Art,  dass  jede 
Fläche  dieser  Ordnung,  welche  durch  sieben  dieser  Puncto  geht,  zugleich  auch  den  achten  Punct  enthält. 
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49.  Ein  anderer  Beweis  des  vorstehenden  Satzes  liegt  in  den  nachstehenden  Bemerkungen. 

Zur  Bestimmung-  der  n3  Durchschnittspuncte  der  drei  Flächen  (1)  sind  irgend  drei  der  durch  die 
allgemeine  Gleichung  (2}  dargestellten  Flächen  hinreichend.  Jede  dieser  Flächen  hängt  aber,  mit 
Rücksicht  auf  die  beiden  willkührlichen  Constanten  %  und  p,  nur  von  [<£(«)  —  2]  Constanten  ab, 
was  zur  Bestimmung  der  n3  Durchschnittspuncte  im  Ganzen  3|/£(w) — 2]  Constante  gibt.  Diese 
Constanten,  und  somit  die  n3  Durchschnittspuncte  sind  vollkommen  bestimmt,  wenn  insbesondere 
irgend  [<£>00 —  2]  derselben  gegeben  sind. 

Zugleich  ist  ersichtlich,  dass  zur  Bestimmung  der  fraglichen  n3  Durchschnittspuncte  nicht  not- 
wendig [9?  00  —  2]  derselben  gegeben  sein  müssen,  sondern  dass  auch  bloss  3  [<£>(»)  —  2]  lineare 
Bedingungs-Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten  der  nz  Durchschnittspuncte  gegeben  sein  können. 
Bei  der  Uebertragung  der  Resultate  dieses  Paragraphen  auf  Flächen  der  zweiten  Ordnung  werden  wir 
in  die  Discussion  dieses  neuen  Gesichtspunctes  eingehen,  hier  aber  die  bezügliche  Verallgemeinerung 
des  Satzes  der  vorigen  Nummer  nicht  weiter  verfolgen. 

50.  In  diesem  Satze  kann  jeder  gegebene  Punct  durch  irgend  eine  lineare  Bedingungs-Gleichung 
zwischen  den  Constanten  der  allg-emeinen  Gleichung  der  Flächen  der  n.  Ordnung*  vertreten  werden, 
wonach  die  folgenden  Sätze  sich  ergeben. 

AlleFlächen  der«.  Ordnung,  welche  |/p(w)—  2]  linearen  Bedingungs-Gleichungen 
unterworfen  sihd,  gehen  durch  dieselben  nl  Pnncte. 

Alle  Flächen  der  n.  Ordnung-,  welche  durch  m  Puncte  auf  lineare  Weise  bestimmt 
sind,  schneiden  sich,  wenn  sie  durch  (m — 2)  gegebene  Puncte  gehen,  überdiess  noch 
in  denselben  (n3 — m~f-2)  Puncten. 

51.  Es  sei,  indem  wir 

p-\-q  =  r-\-s  =  n 
nehmen , 

ß'n  5=  ßp  12, ,  ß"„  =  ßr  ß. , 

wonach  die  Gleichung  (2)  in  die  folgende  übergeht : 

ßn  +  Aßpß,-f  ußtfls  =0.  (3) 

Alsdann  bestimmen  [<p(n)  —  2]  Durchschnittspuncte  der  Fläche  ß„  mit  den  beiden  Fiächen-Svstemen 
ßP  und  ßq,  ßr  und  ßs  fortwährend  noch  die  übrigen  \n3 —  ^(w)-f-2]  Durchschnittspuncte.  In 
denselben  sämmtlichen  n3  Durchschnittspuncten  schneiden  sich  zugleich  auch  alle  Flächen ,  welche, 
bei  beliebiger  Annahme  von  X  und  a,  durch  die  vorstehende  Gleichung  (3)  dargestellt  werden. 

Es  zerfallen  hier  die  n3  Durchschnittspuncte  in  vier  Gruppen  von  bezüglich  nqs,  nps,  nqr  und 
npr  Puncten,  welche  bezüglich  die  Durchschnittspuncte  der  drei  nachstehend  in  Gruppen  zusammen- 
gestellten Flächen  sind  : 

Um  auszudrücken,  dass  durch  die  g*eg*ebenen  [<£(n)  —  2]  Puncte  das  System  einer  Fläche  der 
p.  und  einer  Fläche  der  q.  Ordnung*  gehe,  ist  es  hinreichend  anzunehmen,  dass  [<f>00 —  <P  00 —  2] 
dieser  Puncte  auf  einer  Fläche  der  q.  Ordnung  lieg-en,  weil  alsdann  durch  die  übrigen  <£>00  g*eg*ebenen 
Puncte  immer  eine  Fläche  der  p.  Ordnung*  sich  icg-cn  lässt.  Ferner  geht  durch  dieselben  gegebenen 
[<p(n)—  2]  Puncte  das  System  einer  Fläche  der  r.  und  einer  Fläche  der  *.  Ordnung,  wenn  von 
diesen  Puncten  [9  00  "^  00 —  ^]  au^  emer  Fläche  der  s.  Ordnung*  liegen,  weil  alsdann  durch  die 
übrigen  <p(r)  Puncte  immer  noch  eine  Fläche  der  r.  Ordnung  sich  legen  lässt.  Hiernach  kommen 
von  den  g-egebenen  Durchschnittspuncten 

6 
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(p(n)  —  cp(p)  —  fp(r)—2=(jJCn)--cp(n  —  q}  —  cp(n~s)  —  2 
auf  die  Gruppe  nqs,  ferner  <£(/?)  auf  die  Gruppe  nps  und  <p(r)  auf  die  Gruppe  nqr. 

Wir  wollen  zunächst  von  den  beiden  Flächen  ßP  und  ßr  abstrahiren;  dann  sind,  nach  dem 
Vorstehenden,  die  Durchschnittspuncte  der  drei  Flächen 

ßn  =  0,        ß,  =  0,        ß.  =  0, 

deren  Anzahl  nqs  beträgt,  sämmtlich  bestimmt,  wenn  irgend 

<p{n)  —  <p(n  —  q)—<p(n— s}  — 2  (4) 

derselben  gegeben  sind.  Nur  wird  hierbei  vorausgesetzt,  dass,  wenn  die  Flächen  ß,  und  ß9  bestimmt 
sind,  dadurch  auch  die  zugehörigen  Flächen  ßp  und  ßr  vollkommen  bestimmt  werden,  oder  mit 
andern  Worten,  dass  die  Functionen  ßp  und  ß,  in  der  Gleichung  (3)  nicht  mit  andern  derselben 
Ordnung  vertauscht  werden  können,  ohne  dass  die  Gleichung-  selbst  sich  dadurch  ändert.   Es  ist  aber 

Xßpßq-f  f*ßrßg    =   X(ßp-f0-fxßn_<,_8ßs)ßq-}-ft(ßl.  —  O-Aßn-q-.ß^ß,, 

und  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

ßp  -f-  O-ftßn— q— gßs  SS5  ß'p  , 

ßr  -f"  CrXßn— q— sßq  SS  ß'r 

» 

setzen,  geht  dadurch  die  Form  der  Gleichung  (3)  in  die  folgende  über: 

ßn+Xß'pßq-f  ^ßyrß8  =  0. 

Wenn  n<Cq-\-s,  so  findet  diese  Umformung-  nicht  Statt;  die  beiden  Flächen  ßP  und  ßr  lassen 
sich  dann  nicht  mit  andern  vertauschen  und  verlangen  zu  ihrer  Bestimmung  die  volle  Anzahl  von 

<KP)  +  <P0)  =  <p(n—q)  +  <p(n—s') 

Constanten.  Für  diesen  Fall  gilt  die  obige  Zahl-Bestimmung.  Wenn  aber  n^>q-{-s,  so  hängt  die 
Bestimmung-  der  beiden  Flächen  ßp  und  ßr  von  so  viel  Constanten  weniger  ab,  als  die  willkühriiche 
Function  o-QD_q_,  enthält,  nemlich  nur  von 

<p(n  —  q)-\-<p(n  —  f)  —  <f>(ß — q  —  *) — 1. 

So  viele  von  den  gegebenen  \<p(n)  —  2]  Puncten  sind  also  auch  zur  Bestimmung  dieser  beiden  Flächen 
hier  hinreichend,  so  dass  wir  die  übrigen 

unter  den  nqs  Durchschnittspuncten  der  drei  Flächen  ßn,  ßq,  ßi  annehmen  müssen,  um  dadurch 
die  übrig-en 

qs(q  +  S~4) 
2 +1 

dieser  Durchschnittspuncte  zu  bestimmen.  Mit  diesem  zweiten  Falle  können  wir  endlich  auch  den 
dritten  Fall,  dass  n  =  q  +  *?  zusammenfassen,  indem  alsdann  <p(n — q — s)  aufJVull  sich  reducirt. 

Wir  sind  hiernach  zu  dem  nachstehenden  Sat/.c  gelangt: 

Drei  Curven  der  n.,  q.  und  s.  Ordnung  (wir  wollen  voraussetzen,  dass  die  höchste 
dieser  Ordnungen  die  n.  sei)  schneiden  sich  im  Allgemeinen  in  nqs  Puncten: 

1°.  in  dem  Falle,  dass  n<Cq-\-s>  sind,  wenn  von  diesen  Durchschnittspuncten 
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<p(n)  —  (p(n  —  q)  —  (p(n — $) — 2 

gcg-eben  sind,  dadurch  die  übrigen 

nqs — <f>tn)-\-<p(n — q)  -f-  (p  (n — ^)  +2 

vollkommen  bestimmt; 

2°.  in  dem  Falle,  dass  n^q-{-s,  sind,  wenn  von  den  nqs  Durchschnittspuncten 

qs(q  +  8  —  4) 
nqs  —   — ^— - A  —  1 

m 

g-egeben  sind,  dadurch  die  übrigen 

qs(q  +  s  —  4) 


2  ?* 

vollkommen  bestimmt.  *) 

52.     W  ir  gelangen  auch  zu  denselben  Resultaten,  wenn  wir,  unter  der  Annahme,  dass  die  beiden 
Flächen  ilq  und  &s   gegeben  sind,  die  Constanten  der  Gleichung-  (3)  zählen,  wobei  sich,  je  nachdem 

n<Cq-\-s  oder  n^>q-\-s,  Zahlen  ergeben,  welche  die  durch  die  Ausdrücke  (4)  und  (5)  geg-ebenen 
Zahlen  um  zwei  Einheiten  übertreffen,  und  dann  den  letzten  Satz  der  50.  Nummer  in  Anwendung- 
bringen.     Das  Resultat,  das  auf  diese  Weise  unmittelbar  gewonnen  wird,  enthält  der  fohrende  Satz. 


*)     Bezeichnen  wir  die  Anzahl  derjenigen  Puncte,    welche   bezüglich   im  ersten  und  zweiten  Falle  des  Satzes 
von  den  gegebenen  Puncten  bedingt  werden,  durch  M  und  N,  wonach 

nqs-rp(n)  +<p(n—q)  -f-<£  («— 0  +  2  =  M, 

nqs — ^OO+^C« — q)-\-<P(n — -0 — ^O1 — ll  —  *)  +  !  —  ^ •> 

so  ergibt  sich 

M  =  N+  <p  (n—q—£)  + 1 . 
Es  ist  aber 

(,l-q-s-t-l)tn-q-s  +  2)(n-q-s  +  ty 
<p(n—q—s)  +  l~    — g— 3 j 

wenn  also 

n  =  q-\-s — 1, 

n  =  q-\-s  —  2, 

n  =  q-\-s  —  3, 
so  ergibt  sich 

M  =  N. 

Wir  können  hiernach  den  zweiten  Fall  des  Satzes,  wo  die  Anzahl  der  bedingten  Puncte  ZV  oder 

qs(q+S—4)  ,   | 
2  +1 

beträgt,  in  der  Art  ausdehnen,  dass  wir  voraussetzen,  es  sei  bloss 

w>»  q-{-s  —  4. 

In  dieser  Voraussetzung  ist   die  Anzahl    der   bedingten   Puncte    unabhängig   von   «,    der   Ordnung   der 
ersten  Fläche.     Ist  beispielsweise 

q  —  6,  *  =  5, 

so  ergibt  sich 

n>7,  N  =  106, 

n=7,  M  =105, 

n=6,  M=102. 
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Alle  Flächen  der  n.  Ordnung,  welche,  wenn  n<iq-{-8,  durch  eine  Anzahl  von 

4>C*)— <P  (n—q)—<p(n—s)—2, 
und,  wenn  n^q-\-s,    durch  eine  Anzahl  von 

nqs _ ! 

Puncten  der  Durchschnitts-Curve  zweier  gegebenen  Flächen   der  q.  und  s.  Ordnung 
gehen,  schneiden  sich  überdiess  noch,  im  ersten  Falle  in  denselben 

nqs—<p  (n)  -+-  <p  (n—q)  -+•  (p  (n—s)  -+-  2, 

und  im  »weiten  Falle  in  denselben 

qs(q  +  s— 4) 
2  "h 

neuen  Puncten  jener  Durchschnitts-Curve. 

Wir  können  den  Resultaten  dieser  Nummer  eine  viel  grössere  Ausdehnung  geben,  wenn  wir  die 
gegebenen  [<p(n) — 2]  Puncto  auf  andere  Weise  auf  die  vier  Gruppen  von  bezüglich  nqs,  nps,  nqr 
und  npr  Puncten  vertheilen ,  als  wir  vorstehend  gethan  haben.  Doch  das  würde  uns  hier  zu 
weit  führen. 

53.  Nehmen  wir  insbesondere  *  =  1,  so  ist  die  dritte  Fläche  eine  Ebene  und  die  Durchschnitte 
der  drei  Flächen  sind  die  nq  Durchschnittspuncte  derjenigen  beiden  ebenen  Curven  der  n.  und  q. 
Ordnung,  in  welcher  die  Ebene  von  den  beiden  ersten  Flächen  geschnitten  wird.     Wenn  also 

t 

Durchschnittspuncte    dieser  Curven    (der  allgemeinen  Curven  ihrer  Ordnung)    gegeben   sind,   so  sind 
die  übrigen 

<H<7-3) 

2 

Durchschnittspuncte  dadurch  gleichzeitig  bestimmt.     (Theorie  der  algebraischen  Curven,  S.  10.) 

Nehmen  wir  *  =  2,  so  werden  die  ebenen  Curven  des  vorstehenden  Satzes  durch  solche  ver- 
treten, die  auf  einer  Fläche  der  zweiten  Ordnung,  beispielsweise  einer  Kugel,  beschrieben  sind,  und 
die  gleichzeitig  auf  Flächen  der  n.  und  q.  Ordnung  liegen.  Von  den+inq  Durchschnittspuncten  zweier 
solcher  Curven  sind 

q(q-2)  +  \ 
durch  die  übrigen  bestimmt.' 

54.  Die  analytischen  Entwickelungen  der  letzten  10  Nummern,  die  wir  in  dem  Vorstehenden 
unter  der  Voraussetzung  von  Punct-Coordinatcn  geometrisch  gedeutet  haben,  können  wir  auf  gleiche 
Weise  auch  in  der  Voraussetzung  von  Plan-Coor dinaten  deuten,  und  gewinnen  alsdann  die- 
jenigen neuen  Resultate,  die  wir  auch  unmittelbar  aus  den  bereits  gewonnenen  durch  Anwendung  des 
Princips  der  Rcciprocität  ableiten  können. 

Alle  Flächen  der  w.  Classe,  welche  [9  (n)  —  1]  gegebene  Ebenen  berühren,  oder 
die  überhaupt  [<?>(«)  —  1]  linearen  Bcdingungs-Gleichungcn  unterworfen  sind,  werden 
von  derselben  Abwickelungsflächc  umhüllt.     (44,  46.) 


Einleitende  Betrachtungen.  45 


TS 


Beispielsweise  werden  also  alle  Flächen  der  zweiten  Classe  (und  Ordnung),  welche  acht 
gegebene  Ebenen  berühren,  von  derselben  Abwickelungsfläche  umhüllt.  Wenn  insbesondere  die  acht 
gegebenen  Ebenen  zu  vier  und  vier  in  demselben  Puncte  sich  schneiden,  oder  auch,  wenn  fünf  der- 
selben einen  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunct  haben ,  so  gehört  offenbar  ein  System  von  zwei 
Puncten  zu  den  fraglichen  Flächen  zweiter  Classe  und  die  Abwickelungsfläche  ist  alsdann  ein  System 
von  zwei  Kegelflächen  zweiter  Ordnung. 

35.  Eine  Abwickelungsfläche,  welche  [9  («) —  1]  gegebene  Ebenen  berührt, 
umhüllt  unendlich  viele  Flächen  der  n.  Classe.  Wenn  von  jenen  gegebenen  Ebenen 
[9OO+Ä]  eine  Fläche  der  p.  und  die  übrigen  [cp  («) — <p(p) — * — 1]  e'ne  Fläche  der 
q.  Classe  berühren,  so  gehört  zu  jenen  unendlich  vielen  Flächen  der  n.  Classe 
insbesondere  auch  ein  System  zweier  Flächen  der  p.  und  q.  Classe,  und  die  Ab- 
wickelungsfläche zerfällt  in  zwei  verschiedene,  welche  einzeln  die  beiden  letzt- 
genannten Flächen  der  p.  und  q.  Classe  umhüllen.     (47.) 

Es  ist  hierbei  n  =  p  +  q  und  überdiess 

Setzen  wir  insbesondere  h  =  0,  so  folgt,  dass  alle  Flächen  n.  Classe,  die  mit  einer  gegebenen 
Fläche  der  q.  Ordnung  \cp  (n)  —  (p  (n  —  q)  —  1]  gemeinschaftliche  Tangential-Ebenen  haben,  ebenso 
wie  die  letztgenannte  Fläche  von  derselben  Abwickelungsfläche  umhüllt  werden. 

Setzen  wir  n  =  2,  p  =  1,  q  =  1,  wonach  h  =  1  oder  h  =  2  genommen  werden  kann, 
so  kommen  wir  auf  dieselben  Pa'rticularisationen ,  zu  denen  wir  am  Ende  der  vorigen  Nummer 
gelangt  sind. 

56.  Alle  Flächen  der  tu  Classe,  welche  [<p(n) — 2]  gegebene  Ebenen  berühren 
oder  überhaupt  [9  (»)  —  2]  linearen  Bedingungs-Gleichungen  unterworfen  sind, 
berühren  ausserdem  noch  [n3 — ^00+2]  feste  Ebenen.     (48,  49.) 

Alle  Flächen  der  zweiten  Classe  und  Ordnung,  welche  sieben  gegebene  Ebenen  berühren, 
berühren  ausserdem  auch  noch  eine  achte  feste  Ebene,  die  durch  die  sieben  gegebenen  auf  lineare 
Weise  bestimmt  ist.  Wenn  wir  insbesondere  drei  Systeme  von  zwei  Puncten  statt  Flächen  zweiter 
Classe  nehmen ,  so  bilden  diese  die  drei  Paare  gegenüberliegender  Winkelpuncte  eines  Oktaeders, 
dessen  acht  Seiten-Ebenen,  indem  sie  durch  je  drei  Puncte  der  drei  Systeme  gehen,  als  gemein- 
schaftliche Tangential-Ebenen  von  diesen  zu  betrachten  sind.  Es  lassen  sich  demselben  Oktaeder 
noch  unendlich  viele  Flächen  der  zweiten  Classe  einschreiben,  in  der  Art,  dass  jede  Fläche  dieser 
Classe,  welche  Rieben  der  acht  Seiten-Ebenen  berührt,  nothwendig  auch  die  achte  berühren  muss. 

57.  Drei  Flächen  der  ».,  q.  und  s.  Classe  (wir  nehmen n  grösser  als  q  und  s)  haben  nqs 
gemeinschaftliche  Tangential-Ebenen.  Diese  Tangential-Ebenen  sind  vollständig 
bestimmt: 

1°.  in  dem  Falle,  dass  n<dq-\-s ,   wenn  irgend 

«HO  —  <p(n  —  q)  —  <p  (n  —  <?)  —  2< 
und  * 

2°.  in  dem  Falle,  dass  n^>q-\-8,  wenn  irgend 

qs  (q  +  s  —  4) 
nqs  —  — — — 1 
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derselben  gegeben  sind,  in  der  Art,  dass  alle  Flächen  der  n.  Classe,  welche  die  jedesmal  gege- 
benen Ebenen  berühren,  gleichzeitig  sänuntlich  dieselben  nqs  gemeinschaftlichen  Tangential-Ebenen 
haben.    (51.)  — 


«^ 


Discussion 


der  Flächen  zweiter   Ordnung 


und 


der  Flächen  zweiter  Classe. 


->;o*c- 


ir  u  h 


§.  1. 

Discussion 

der  allgemeinen  homogenen  Function  des  zweiten  Grades 

zwischen  vier  veränderlichen  Grössen. 


1.    Es  sei 

Ap*  4  A'q2  +  A"r*  -+-  A"V  -f  2B"pq  +  2B'pr  f  2Bqr  +  2Cps  -f-  2C'qs  -f  2C"rs  (1) 

die  allgemeine  homogene  Function  des  zweiten  Grades  zwischen  den  vier  veränderlichen  Grössen 
p,  q,  r  und  s.  Im  Allgemeinen  können  wir  alsdann  drei  constante  Grössen  a,  3,  y  auf  einzig-e 
Weise  so  bestimmen,  dass  aus  dieser  Function,  die  wir  der  Uebersichtlichkeit  wegen  durch  ß 
bezeichnen  wollen,  wenn  wir  in  dieselbe 

p  +  as,        q  +  ffc,         r-hys 
bezüglich  für  p,  q,  r  einsetzen,  diejenigen  Glieder,  weiche  diese  drei  Veränderlichen  nur  in  der  ersten 
Potenz  enthalten,  ausfallen,  so  dass  die  allgemeine  Form  der  Function  ß  in  die  folgende  übergeht: 

Ap 2  +  A'q2  +  A"r*  ■+-  2B"pq  -f  2B'pr  +  2Bqr  +  os2 , 

die  wir,  indem  wir  die  ersten  sechs  Glieder,  welche  sich  auch  in  der  ursprünglichen  Form  schon 
vorfinden,  in  das  Symbol  ß,  zusammenfassen,  auf  nachstehende  Weise  schreiben  wollen : 

ß,-h<rs2.  (2) 

Es  bedeutet  hierbei  a  einen,  im  Allgemeinen,  vollkommen  bestimmten  Coefllcienten. 

Weiterhin  können  wir  in  der  Function  ß,,  welche  die  allgemeine  homogene  Function  des 
zweiten  Grades  zwischen  bloss  drei  Veränderlichen  ist,  die  beiden  nur  mit  der  ersten  Potenz  von  p 
und  q  behafteten  Glieder  fortschaffen,  wenn  wir,  bei  gehöriger,  auch  hier  wiederum  linearer  Be- 
stimmung' zweier  constanten  Coefficienten  a'  und  3', 

p-fa'r,  q  +  0'r 

an  die  Stelle  von  p  und  q  einsetzen.  Dann  ergibt  sich,  wenn  wir  die  drei  Glieder  Ap'2  -}- A'q 2  -}-2B"pq 
in  das  Symbol  ß„  zusammenfassen,  statt  der  ursprünglichen  Function  ß,  nun: 

ß„  +  pr2-r-<rs2,  (3) 

wobei  der  Coefficient  p  wiederum,  im  Allgemeinen,  vollkommen  bestimmt  ist. 
Endlich  können  wir  in  ß„,  wenn  wir 

p  -j-  a"q 

an  die  Stelle  von  p  einsetzen  und  a"  gehörig  bestimmen,    das  mit  pq    behaftete   Glied    fortschaffen 
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und  erhalten  dann  endlich,   wenn  wir  zugleich  zur  Unterscheidung   p,  q,  r  und  s  durch  P,  Q,  R  und 
S  ersetzen,  statt  der  ursprünglichen  Form  die  folgende : 

crP2  4-xQ'2  -f-  PR2  -J-  o-S2 .  (4) 

Hierbei  ist  x  vollkommen  bestimmt  und  zugleich  haben  wir,  der  Symmetrie  wegen,  -x  an  die  Stelle 
von  A  geschrieben. 

Wir  können  die  in  dem  Vorstehenden  angezeigten  successiven  Substitutionen  zusammenziehen 
und  unmittelbar  durch  die  nachstehenden  vier  Gleichungen 

s  =  S, 

r  =  R-f-yS,  . 

q  =  Q  +  P'R+0S,  l°> 

p  =  P  +  «"0-f  a'R+aS 

von  der  ursprünglichen  Form  (1)  zu  der  Form  (4)  übergehen.  Andrerseits  können  wir  auch  aus 
diesen  Gleichungen  die  folgenden  ableiten: 

S  =  s, 

R  =  r  — 7s, 

Q  =  q-^r-(e-^)s,  (6) 

P  =  p  —  cc"q  — (et'  — a'^'jr  —  (a—a'y—  a"ß  +  aßy')  s, 

um  die  neuen  veränderlichen  Grössen.  P,  Q,  R  und  S  durch  die  ursprünglichen  p,  q,  r  und  s  aus- 
zudrücken. 

2.  Der  Ucbcrgang  von  der  ursprünglichen  Form  (1)  zu  der  Form  (4)  hängt  von  den  sechs 
Constanten  a,  0,  y,  a',  £',  a"  ab.  Wir  wollen  zuvörderst  uns  mit  der  Bestimmung  der  drei  ersten 
beschäftigen  und  zu  diesem  Ende  für  einen  Augenblick 

ecs  =  p',        ßs  =s  q',         ys  =  r' 
setzen,  und  während 

&  =f(P,q,  r,s), 
sei  insbesondere  : 

ß'=f(p',q',r',s). 

Bei  dieser  Bezeichnung  kommt,  wenn  wir  nach  der  Taylor'schen  Reihe  entwickeln: 

/dß'  dß'  dß'     \ 

f(p'+P,  q'+q,  r'-fr,s)=fl'+^.PH-— -.q+^.rJ+ßM  (7) 

wobei  wir  wiederum  12,  in  der  Bedeutung  der  vorigen  Nummer  nehmen,  indem  wir  in  dieses  Symbol 
alle  Glieder,  welche  p,  q  und  r  in  der  zweiten  Potenz  enthalten,  mit  denen  die  Entwickelung  selbst 
abbricht,  zusammenfassen.  Zugleich  haben  wir,  weil  ß'  eine  homogene  Function  des  zweiten  Grades 
von  p',  q',  r'  und  s  ist,  nach  bekanntem  Theorem,  die  nachstehende  identische  Gleichung: 


L-        „   V  dß'  dß'        ,    dß'     ,  ,    dß'     i 


Sollen    aus  der  Function  (7),   wie  es   die    vorige  Nummer  fordert,    die    ersten  Potenzen  von  p,  q 
und  r  fortfallen,  so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  von  p',  q'  und  r'  die  folgenden  drei  Gleichungen: 


dir  dß  dß 

wonach  sich  der  Werth  der  Function  ß'  sogleich  auf 


ip'    ""  °»       ~dq'    "  °'        5F  "*  °' 
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;  dß' 

ß'  =  Vi  -r-.s 
ds 

rcducirt. 

Entwickeln  wir  die  in  dem  Vorstehenden  vorkommenden   partiellen  Differential-Coefficienten ,    so 

ergibt  sich 

,     dß' 
•      l/2yT  =  Ap'-r-B/'q/-r-B/r'-{-Cs1 

,     dß' 

V»  —■  =  B"p'  -f-  A'q'  -f  Br'  -}-  C's , 

,     dß' 

Vu  —  ==  B'p'  +  Bq'  +  A"r'  +  C"s , 

Vi  -=—  ==  Cp'  ■+-  C'q'  4-  C"r'  +  A'"s . 

\Vir  erhalten  also,   wenn  wir  für  p',  q'  und  r'  ihre  obigen  Werthe  as,  ßs  und  ys  wieder  einsetzen, 
zur  Bestimmung-  von  a,  ß,  y  die  folg-enden  drei  Gleichungen: 

Aa  +  B'^-f-BV+C  =0, 

B"a  -f  A'p  +  Br  f  C  =  0 ,  (8) 

B'a  +  B0  +  A'V+C"=O, 
und  überdiess  kommt : 

ß'  =  (Ca  +  C'0  +  C"y  +  A"')s*  =  <rs2, 
indem  wir 

o-  =  Ca  +  C'j3  +  C"r  +  A'"  (9) 

setzen.     Hiernach  reducirt  sich  die  Function  (7}  auf 

ß,  +  o-S'^. 

3.     Wir  wollen,  des  leichtern  Ueberblicks  wegen,  die  nachstehenden  Abkürzungen  einfuhren: 

AA' — B" P  ee  £",        AA"  —  B'*  m Üf ,         A'A"  —  B2  =  H , 
A"B"— BB'=¥,3,      A'B'  — BB"  =  >P13,      AB  —  B'B"  ==  ¥0 i , 
AA'A"  —  (AB2  +  A'B'2  +  A"B"2)  +  2BB'B"  ==  03 . 

Dann  erhalten  wir,  in  Folg-e  der  Gleichungen  (8),  für  a,  ß  und  y  die  folg-enden  Ausdrücke: 


-1// 


ß  = 


©3 
g'c  -  w.i3c— WÜ3C" 

"©3 

S"C"-wl3c— y03c 
e3~ 


und,  wenn  wir  diese  Werthe  in  (9)  substituiren,  ergibt  sich : 

A'"03  +  SC*  4-  g'C/2  +  5"C"*  —  2*P.23CC  — 2V,  3CC"  —  2g03C/Ci 

03 

Bezeichnen  wir  den  Zähler  in  diesem  Werthe  von  o-  durch  <I>,  so  kommt: 
und  es  ergibt  sich,  wenn  wir  diesen  Zähler  entwickeln  : 
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<I>  =  AA'A"A'"-  (AA/C"2  +  AA'/C''i-f-A/A//C24-AA///B2+'A/A'//B/^  +  A/'A///B//^ 
+  2  J  ABC'C"  -f-  A'B'CC"  +  A"ß"CC  +  A'"BB'B"  { 
—  2  }  BB'CC  +  BB^CC"  +  B'B"C'C"  j 

-f  >B2C2  +  B'2C'2  +  B"*C"2|. 

Der  Ausdruck,  welchen  wir  durch  03  bezeichnet  haben,  ist  symmetrisch  in  Beziehung  auf  die 
den  drei  Veränderlichen  p,  q  und  r  auf  gleiche  Weise  entsprechenden  Coefficicntcn  der  ursprüng- 
lichen Function  £2,  so  dass  derselbe  bei  einer  beliebigen  Accent- Vertauschung  unverändert  bleibt.  Der 
Ausdruck,  den  wir  durch  (I>  bezeichnet  haben,  ist  Symmetrien  in  Beziehung  auf  die  den  vier  verschie- 
denen Veränderlichen  p,  q,  r  und  s  auf  gleiche  Weise  entsprechenden  Coeflficienten  der  ursprüng- 
lichen Function  ß.  *) 

4.     Es  sei  ferner 

a't  =  p",  £>'r  =  q", 

und  während  wir  überhaupt 

O,  =F(p,q,r), 
setzen,  insbesondere: 

ß',E=F(P",q",r). 

Alsdann  ergibt  sich,  wenn  wir  nach  der  Taylor 'sehen  Reihe  entwickeln: 

F(p''+p,q^q,r)^^+^;.p+-^.q+-(]r'.rJ-fß,r 

wobei  wir,  wie  in  der  1.  Nummer, 

Ap*  •+•  A'q2  -f2B"pq  =  ß„ 
setzen.   Damit  aus  der  vorstehenden  Entwickelung  die  ersten  Potenzen  \on  p  und  q  ausfallen,  müssen 
wir  p"  und  q"  durch  die  folgenden  beiden  Gleichungen: 


*)  Der  «Ausdruck  <I>  bleibt  uenilich  unverändert,  wenn  wir  gleichzeitig  die  beiden  CoelTicientcn  in  jedem  der 
drei  neben  einander  stehenden  Paare  einer  der  nachfolgenden  sechs  Zusammenstellungen  mit  einander 
gegenseitig  vertauschen : 


A  und 

A'  , 

B  und  B'  , 

C  und  O  ; 

A     . 

A", 

B    ,, 

B", 

C     „     C"; 

A'   ,, 

A", 

B'  „ 

fr, 

C   „     C"; 

A    „ 

A'", 

B"„ 

c, 

B'   n    C"; 

A' 

A'", 

B"„ 

c  , 

B     „     C"; 

A" 

kMj 

B'   n 

c  , 

B     „     C; 

Hirse  Coefficienten-Vertauschung  entspricht  einer  Vertauschung  je  zweier  der  vier  Veränderlichen.  Wir 
sind  hier  nicht  mehr,  wie  in  dem  Falle  von  bloss  drei  Veränderlichen,  im  Stande,  die  fragliche  Symmetrie 
durch  verschiedene  einfache  Marken,  die  den  verschiedeneu  Coefficientcn  angehängt  werden,  hervortreten 
zu  lassen.  Wir  könnten  diess  bloss  durch  doppelte  Marken.  Bezeichneten  wir  /.um  Beispiel  jeden  Coeffi- 
cienten  durch  die  beiden  Veränderlichen,  welche  er  multiplicirt,  und  die  wir  hier  als  blosse  Marken  ansehen, 
also  A  durch  pp,  A'  durch  qq,  B  durch  qr  oder  rq,  C  durch  ps  oder  sp,  und  so  weiter,  so  erhielten  wir: 
<J>  =  ppqqrrss—;ppqqCrs)2-r-pprr(qs)2+ppss(rq)^4-qqrr(ps)2-r-qqss(pr)'i-frrss(pq)2{ 

-+"  2  [ppqrrssq  +  qqprrssp  +  rrpqqssp-f-sspqqrrpj 

—  2  Jpqqrrssp-f-prrqqssp-f-prrssqqpJ 

-f  !(pq)HrS)2-r-(pr)i(qs)2  +  (psJ2(qr)-;  ; 
ein  Ausdruck,  der  unverändert  derselbe  bleibt;  wie  wir  auch  die  vier  Marken  p,  q,  r  und  s  unter  einander 
vertauschen   mögen. 
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dß'  dß', 

—    O  ■ SB   0 

dp"    ~  U'  dq"  "' 

bestimmen.    Da  ß',   eine   homogene  Function    des   zweiten  Grades  von  p",  q"  und  r  ist,    so   hat 

man  überhaupt: 

[  dß'  dß'         ,  ,     dß' 

"'  _    ''  \  dp"   *P    +  dq"      q   +    dr      * 
und  hier  insbesondere,  mit  Berücksichtigung  der  vorstehenden  beiden  Gleichungen : 


dß' 


Entwickeln  wir,    so  kommt : 


dß' 
Vi  — ~  =  Ap"-f  B"q"-hB'r, 
dp 

.,     dß' 

k  dq7T-  =  B/y/  +  AY'  +  Br, 

dß' 
1/2  "dr-^  =  B/P//  +  Bq/'  +  A"r, 

folglich,  wenn  wir  für  p"  und  q"  wiederum  a'r  und  fl't  einsetzen,  zunächst 

A«'  +  B"^'  +  B'  =  0, 
B"«'  +  A'^'-fB  =  0, 

;  A/B'  — BB^'  <P1S 

=  ~~  ÄA'^B''^  Ä  "~S7' 


woraus  sich  ergibt : 


M  AB-B'B"  ¥0? 

P    = 


Dann  ist  ferner: 
indem  wir 


AA'— B"i  S2 


ß',  =  (B'a'-f  ß/3'-f-A")r*  =  pr* , 

B'a'-f  BS'-f-A"  sss  p 

setzen.     Substituiren   wir    in  den  vorstehenden   Ausdruck   von    p   für   a'   und  p'  die  obigen  Werthc, 
so  kommt: 

_  A" (AA'  —  B"Q  —  (A'B'  —  BB") B'  —  (AB  —  B'B") B        0, 

P  ~~  AA'— B"^  =  &l' 

Wir  erhalten  hiernach  statt  der  Function  ß,  nun  die  folgende : 

0,,  +  pr*, 
in  welcher  der  neue  Coefficient  p  durch  das  Vorstehende,  im  Allgemeinen,  vollkommen  bestimmt  ist. 

5.    Es  sei  endlich 

a"q  sb  p'", 
und,  indem  wir 

ß„   =  f(p,  q) 
setzen,    insbesondere : 

ß'„  =  f(p'",q). 
Dann  kommt : 

f(p'"-fp,q)=i2/„+^.p-fAp^ 
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Damit  p  in  der  ersten  Potenz  ausfalle,  setzen  wir: 

=  0. 


dß'„ 


dp'" 
Da  ß',,  eine  homogene  Function  des  zweiten  Grades  von  p'"  und  q  ist,  so  kommt  überhaupt 

und  hier  insbesondere,  mit  Berücksichtigung  der  vorhergehenden  Gleichung-, 

ß-  =  »  -ap«- 

Entwickeln  wir,    so  ergibt  sich: 

dö',, 

,/2Tp^"  =  Ap"/  +  B//q' 

dß' 
'A-^  =B"p'"-r-A'q, 

und  also,  wenn  wir  a"q  für  p//y  schreiben : 

Aa"  +  B"  =  0 , 
mithin 

B" 

«"  —  — 

-        A' 
und 

ß'„  =  (B"a"  +  A')q'2  =  *q'S 
indem  wir 

x  ss  B"a"  +  A'  =  r =  -1 

A  A 

setzen.     "Wir  haben  hiernach  also  die  Function  ß„  in  die  folgende: 

Ap2-r-*q- 

verwandelt  und  zugleich  den  Coetficientcn  x  bestimmt. 

6.  Wenn  wir  die  Entwickclungcn  der  vorstehenden  Nummern  zusammenfassen,  und  uns,  wie 
in  der  ersten  Nummer  dieses  Paragraphen,  zur  Unterscheidung,  der  Buchstaben  des  grossen  Alphabets 
bedienen,  so  kommt : 

A  Ä-2  Wj 

oder  auch: 

a  =  *P*  -fxQ*  -f  PR*  -f  <rS*  , 

indem  wir,  der  Kürze  weg-en, 

setzen. 

Für  die  Unterscheidung  der  verschiedenen  Fälle,  welche  die  Function  ß  darbieten  kann,  sind  die 
/eichen  der  vier  Cocfficienten  tt,  x,  p  und  er  charactcristisch.     Zuvörderst  bemerken  wir,  dass 

7TXj)a    =    «I\ 

Es  treten  uns  hier  zwei  coordinirte  llauptfälle  entgeg-en.     Wenn  nemlich 

o>  <r  o, 
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so  stimmen  drei  der  vier  Coefficienlen  im  Zeichen  überein,  während  der  vierte  im  Zeichen  abweicht. 
Dadurch  wird  der  erste  Hauptfall  angezeigt,  für  den  wir  hier  keine  weitern  Unterscheidungen 
erhalten. 

Dem  zweiten  Hauptfalle  entspricht: 

<P  >0, 

und  umfasst  zwei  coordinirte Fälle.  Es  können  erstens  alle  Ooefficienten  im  Zeichen  übereinstimmen. 
Dann  ist  nothwendig"  und  hinreichend,  dass  das  Product  je  zweier  auf  einander  folgender  Coefficienten 
positiv  sei.     Diess  gibt,  da 

03         A0,  4> 

TT*  =  a2 ,         xP  =  —  =  -~-  ,         po-  =  —  , 

neben  der  vorstehenden,  noch  die  folgenden  beiden  Bedingungen: 

s*  >  o, 

A03  >  0.  *) 

In  diesem  Falle  wird  die  ursprüngliche  Function  bei  keiner  Annahme  der  vier  Veränderlichen 
p,  q,  r  und  s  gleich  Null. 

Wenn  zweitens  die  beiden  vorstehenden  Bedingungen  nicht  beide  zugleich  Statt  finden,  so 
haben  zwei  der  vier  Coefficienten  positive,  und  die  beiden  übrigen  negative  Werthe.  Um  diesen  Fall 
besonders  hervorzuheben,  können  wir  die  folg-ende  Form  wählen: 

und  dann  ferner 

P-hXQ  =  t,  P  —  AQ  =  u, 

R-f-yS  =  v,  R  — yS=w, 

setzen ,   wonach 

ß  =  tu  -\-  uvw 
sich  ergibt. 

7.     Den  Uebergang  zwischen  den  in  der  vorigen  Nummer  bezeichneten  beiden  Hauptfällen  bildet 

derjenige  Fall,  in  welchem 

<I>  =  0, 

der  dann  Statt  findet,  wenn  gleichzeitig"  die  folgenden  vier  Gleichungen  befriedigt  werden  können : 

dß  dß  dß  dß 

dF  =  0'     df  =  0'     ^  =  0'     di  =  °- 

Dann  reducirt  sich  die  ursprüngliche  homogene  Function  von  vier  Veränderlichen  auf  eine  homogene 
Function  von  drei  Veränderlichen,  und  zwar  ergibt  sich  bei  unserer  Umformungsweise 

ß  =  nrp2_|_zQ-2_|_pR-2> 

wobei  die  drei  Coefficienten  tt,  y.  und  p  ihre  bisherige  Bedeutung  beibehalten. 

Wir  begegnen  hier  zwei  coordinirten  Fällen.  Es  können  erstens  alle  drei  Coefficienten  im 
Zeichen    übereinstimmen    und    dann   können    wir   die   bezügliche  Function   ß   nur   dadurch  auf  Null 


*)  Wenn  wir  allen  Coefficienten  der  Function  ß  entgegengesetzte  Zeichen  geben,  so  ändern  wir  dadurch 
nur  das  Zeichen  der  ganzen  Function,  nicht  ihre  Xatur.  Hierbei  behalten  4>  und  H*  'nr  Zeichen,  während 
A  und  0j  dasselbe  wechseln.  Darin  liegt  der  Grund,  dass,  während  das  Zeichen  der  Ausdrücke  <J>  und 
£i  für  die  Unterscheidung  der  fraglichen  Function  characteristisch  ist,  das  Zeichen  von  03  diess  nicht 
sein  kann,  wohl  aber  das  Zeichen  von  A0j  es  wiederum  wird. 
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T^ 


bringen,  dass  wir  P,  Q  und  R  zugleich  verschwinden   lassen.     Diesem  Falle    entspricht,    dass  neben 
der  obigen  Bedinguugs-Gleichung  auch  noch  die  folgenden  beiden  Bedingungen  erfüllt  werden : 

5,  >  0, 
A0,  >  0. 

Wenn   zweitens    diese   beiden  Bedingungen   nicht  befriedigt  werden,    so   stimmen  nur  zwei  Coeffi- 

cienten   im  Zeichen  überein.     Als   allgemeine  Form,    die   diesem  Falle   entspricht,    können    wir  die 

nachstehende  nehmen: 

tu-f-fiv*  =  0. 

8.  Wenn,  bei  fernerer  Particularisirung,  gleichzeitig  die  folgenden  beiden  Bedingungs-Gleichungen 
Statt  finden: 

so  reducirt  sich  die  Function  &  auf: 

7rP*-f*QS 

und  dieser  Ausdruck  lässt  sich,  je  nachdem  -xv.  positiv  oder  negativ  ist,  also  je  nachdem 

Sa>0, 
oder  S.2  <  0  , 

in  zwei  imaginäre  oder  reelle  Factoren  des  ersten  Grades  auflösen.  Wenn  also  die  beiden 
vorstehenden  Bedingungs-Gleichungen  befriedigt  werden,  so  ist  die  ursprüngliche  Function  ebenfalls 
in  zwei  lineare  Factoren  zerlegbar;  nur  ist  nicht  zu  übersehen,  dass  die  erste  dieser  Bedingungs- 
Gleichungen  für  zwei  zu  rechnen  ist.  Denn  da  03  in  Folge  der  zweiten  Bedingungs-Gleichung 
verschwindet,    so   muss  <I>  den  Ausdruck  03  zum  Factor  haben  und  dann  muss  überdiess  auch  noch 

A 

der  andere  Factor  für  sich  verschwinden,  damit     —  Null  werde.     Der  fragliche  Fall  hängt   also  von 

drei  Bedingungs-Gleichungen  ab. 

9.  Wenn  zugleich: 

und  demnach  zwischen  den  Coefficientcn  der  ursprünglichen  Function  drei  Bedingungs-Gleichungen 
befriedigt  werden,  so  reducirt  sich  die  fragliche  Function  auf 

ttP2, 

so  dass  sie  das  Quadrat  einer  linearen  Function  ist.  Die  obigen  drei  Bedingungs-Gleichungen  sind 
für  sechs  verschiedene  zu  rechnen;  denn  zuvörderst  muss  (-)3 ,  in  Folge  der  beiden  letztern  dieser 
Gleichungen,  sich  in  zwei  Factoren  auflösen,  welche  beide  für  sich  verschwinden,  und  hiernach,  ia 
Folge  der  ersten  dieser  Gleichungen,  <I>  in  drei  Factoren,  die  alle  drei,  einzeln  für  sich  genommen, 
gleich  Null  sind.  Wir  können  hiernach  auch  <I>,  8  ,  und  H.:  bezüglich  als  unendlich  kleine  Grössen 
der  dritten,  zweiten  und  ersten  Ordnung  betrachten. 

10.  Die  Unterscheidung  der  beiden  Hauptfällc  der  Function  12,  welche  durch  das  Zeichen  von 
<I>  bestimmt  sind,  lässt  nichts  zu  wünschen  übrig  und  hierbei  ist  a  priori  ersichtlich,  was  früher 
direct  nachgewiesen  worden  ist,  dass  <I>  symmetrisch  sein  muss  in  Beziehung  auf  die  den  vier  Ver- 
änderlichen gleichmässig  entsprechenden  Coefficientcn,  oder  auch,  was  dasselbe  heisst,  unverändert 
bleiben,  wenn  wir  in  der  gegebenen  Function  Q  die  vier  "Veränderlichen  beliebig  unter  einander 
vertauschen.     Aber  anders  verhält  es  sich  schon  bei  den  beiden  Unterscheidungen  «los  zweiten   Falles 
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in  der  6.  Nummer.  Hier  treten  neue  Bedingungen  auf,  die  nicht  in  Beziehung  auf  alle  vier  Ver- 
änderlichen symmetrisch  sind  und  nothwcndig-erweisc  also  auch  durch  andere  ersetzt  werden  können. 
Die  Absicht  der  nächsten  Entwickelungen  ist,  was  hier  noch  unvollständig  ist,  zu  ergänzen,  um,  was 
dadurch  allein  erreichbar  ist,  die  möglichste  Eleganz  zu  erreichen  und  zugleich  alle  Fragen,  welche 
sich  an  die  Form  der  entwickelten  Ausdrücke  knüpfen  lassen,  zu  erledig-en. 

Zu   diesem  Zwecke  wollen  wir  die  einzuführenden  neuen  Abkürzungen,  zugleich  mit  den  bereits 
angewandten,  übersichtlich  zusammenstellen.    Wir  setzen: 

AA'     —  B"2==S2,  AA"   —  B'4  =  H4,  A'A"  —  B*===S; 

A"A"'  —  C"4==Y.2,  A'A'"— C'*  =  Y,,  A  A'"—  C 2  ==  Y ;  *)                    I- 

ferner 

AB  —  B'B"  =  W0  3  ,  A'B' — Bß"  =  Wt  3 ,  A"B"  —  BB'  ~  ¥  2  3  ■ 

AC—  CB"  =  ¥02,  A'C  —  C'B"=¥J2,  A"'B"—  CC  ==  ¥32; 

AC"—  CB'  s|#11  A^Cr-C"B'=^W*1,  A'"B'  —  CC"==W31";               1L 

A'C"— C'ß  =  ?10,  A"C'—  C"B  =  ¥.20,  A'"B  -We^o; 

wobei    die  Aufeinanderfolge  der  beiden   dem  Svmbole   W  beigefügten  Marken   nicht   gleichgültig    ist, 

und  weiterhin: 

AA'A"   —  (AB  -  +  A'ß'2  -f  A"B"2)  +  aBB^"  ==  03 , 

Äi/A"'  —  (AC/4+  A'C2-!-  A"'B//2)  -f-2CC'B"=  02 , 

AA"A"'  —  (AC" -J+A//C 2+A"'B'2)  +2CC//B'  =  04  ,  IIL 

A/A//A///_  (A'C'/*+A"C'2+A'"B*)+2C'C"B==  0. 

Es  ergeben  sich  hier  zuvörderst  die  nachstehenden  zwölf  identischen  Gleichungen,  von  denen  wir 
nur  eine  direct  zu  entwickeln  brauchen,  um  dann  durch  Vertauschung  alle  zu  erhalten: 

S4S,~(*O3)2=A03,  SS.2    -CP13)2  =  A'03,  SS.  -C?.23)2=A"03, 

YS.2   -(¥O2)2=A0.2,  Yt8t-ä,,)?34'B»i  YY,  -(¥3-2)2  =  A'"02, 

YS,    -~(?#1)«BeA0r,  Y^-O^eeeA"©,,  YY« -<*„)»  es  A"*„ 

Y<S   -  (*,  0)*  =  A'0 ,  Y.2S  -  CF20)2  =  A"0  ,  Y,  Y2  -  (¥„)*  =  A'"0. 

und  dann  auf  ähnliche  Weise  auch  die  folgenden  zwölf: 

^oa^ia  +H.2¥.I3  =  B"03,        *O3^.23  +  H1W13=B'03,  *M*ts*X*«i  =B03, 

Wif+Äi?j,aB*«i,       ?oÄ2  +  ^2  eeeC0.2,  WJ2W32+Y1WO2  =  C'02T 

IMf4'M>BWSH        »••*«+!#«,«    =C0,,  W21*'3l+Y2¥ol  =  C"0lf       * 

*i&*&M*bom*ßi         WkJh*toWmm&*b      fi^io+Y,wlos€"0. 

Dann  bestehen  ferner  die  folgenden  sechs  Relationen,  indem  wir  zugleich  sechs  neue  Svmbole 
A  einführen: 

W0,C'+«F13C  =  3fo*B  +  *l2B'  =s  A23, 

f.^+f^CsIFo.B  +^.21B"  =  A13, 

W13C"+¥23C'=¥10B'  +  ¥.20B"==A03, 

¥02C"+*Y2B'=¥01C'+^,B"  =AU)  V- 

*i4C"+*«B  =W10C  +W30B"  =A02, 

**tC'+W3|Bs=W20C-t-'P30B'    ==A0l. 
Endlich  wollen  wir  noch 

•)     Für  A"'  haben  wir  in  den  spätem  Eni  Wickelungen  den  Buchstaben  D  eingeführt. 

8 
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H,C"-A,3  =  A.23, 

HC    —  A03=Ao3,  yL 

YB  -A,2=A12, 
Y4B'  -A0,  =  A0,, 
Y,B"_A01eeeA01 


setzen.     Dann  ergibt  sich: 


ÄÄ^^^^AA,,,         Wj-'oÄjsAA»,        Y<Po3  -¥01<F01  =  AAla, 
Hä0_^12W13=A'A23,        S9^   -W10¥13=A'A03,        Y^.-W^V^sA'Ao., 
SiW4o^Wtt*a8==A''Als,       #P21  -W20*23=A"A03,       Y2W.i3-*20^5l  SEE  A"A01 
W,o   -¥s1<F32ee=A'"A12,     Yjftjt— fjAiü^,,     Y2¥32-¥30¥31=A'''A0O 
und  schliesslich  gelangen  wir  noch,  indem  wir  den  in  der  3.  Nummer  für  <I>  gefundenen  Werth: 

4>  =  AA'A"A"'  —  JAA'C//2-}-AA'/C/2  +  A/A//C2+AA'"B'2  +  A'A"/B'2+A"A///B//i( 
4-  2  )  ABC/C"-r-A'B/CC"  +  A"B"CC'-f  A/y/BB'B"  j 
—  2  J  BB'CC'-f  BB"CC"  +  B/B//C/C"  | 

-f-  !  B*C2  +  B/2C'2  -f  B"2C"a  |  ,  VIIL 

berücksichtigen,  zu  den  nachstehenden  vier  identischen  Gleichungen,  von  denen  wir  wiederum  nur 
eine  direct  zu  entwickeln  brauchen,  um  alle  übrig-en  sog-leich  hinschreiben  zu  können: 

Ä1H,Y-Äl(*o1)i-H2(W02)2-Y(^03)2  +2¥0)¥02*-O3  =  A2<P, 
^•-«»iJ"  -H2CF19)2-Y1(WJ3)2  +  2^0W12^3  =  A'**, 
£*/?,-£(«„)'  -ÄlC*w>t-YtCPa,)*+fPt.Wj|tWfi  =Ä"*4>,       VU1'a* 

YY4Y2-Y(W30)2   _Y1(*3l)'2-Y2(^32)2+2W3o^31*32  sÄ'45 
und  ebenso  zu  den  folgenden  sechs : 

0302-(A23)*=E~2<I>, 

G>30,-(A13)2=H/I>, 
©s©    -(A03)*=e~cI>, 

©2®   -(A02)2=Yl(p, 
0,0   -(AOJ)2=Y2<I>. 
11.     Wir  haben  in  der  6.  Nummer  zur  Bestimmung  desjenigen  Falles,  wo  die  gegebene  Function 
12  durch  keine  Werthc  der  vier  Veränderlichen  auf  Null  gebracht  werden  kann ,    die   folgenden  drei 
Bedingungen  erhalten  •, 

0)  >  0,        A03  >  0,        £2  >  0. 
Aus  der  zweiten  Bedingung-  folgt,  dass  A  und  0,  im  Zeichen  übereinstimmen,    und  da  wir  dieselbe 
in  Folge  der  ersten  identischen  Gleichung-  IV.,  auch  unter  der  nachstehenden  Form  schreiben  können : 

h^-cpos)*  >o, 

ferner  auch,  dass  mit  £.z  zugleich  auch  £t  positiv  ist.  Hiernach  ergibt  sich  aus  den  beiden  ersten 
Gleichung-en  I.,  dass  A,  A'  und  A"  im  Zeichen  übereinstimmen,  und  ebenso  aus  den  beiden  ersten 
Gleichungen  IX.,  dass  03,  02  und  04  unter  sich  und  also  auch  mit  A,  A'  und  A"  dasselbe  Zeichen 
haben.  Weiterhin  folgt  hieraus  und  etwa  aus  der  ersten  Gleichung-  der  zweiten  Vcrtical-Columne  IV. f 
dass  mit  £^  zugleich  auch  £  positiv  ist,  dann  aus  der  dritten  Gleichung  IX.,  dass  auch  0  mit  03j. 
02  und  0,    im  Zeichen  übereinstimmt,   ferner   aus   den    drei  letzten  Gleichungen  der  drei  Vertical- 
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Columnen  IV.,  dass  auch  Y,  Y4  und  Y.2  positiv  sind,  und  endlich  aus  einer  beliebigen  der  drei 
letzten  Gleichungen  I.,  dass  A/y/  mit  A,  A'  und  A"  dasselbe  Zeichen  hat.  Hiernach  entsprechen  dem 
fraglichen  Falle  die  nachstehenden  Bedingungen: 

O>0, 

s  >  o,      st  >  0,       ~2  >  o, 

Y  >  0,       Y,  >  0,        Y2  >  0, 

und  überdiess  stimmen  die  Ausdrücke 

©3,       ©2,        ©,,         0 
unter  sich  und  mit  den  Coefficienten 

A,        A',        A",        A"' 
im  Zeichen  überein. 

Nach  dem  Principe  der  Symmetrie  hätten  wir  diese  vollständigen  Bedingungen  aus  den  drei 
hinreichenden  der  6.  Nummer  sogleich  ableiten  und  hinschreiben  können. 

12.  In  dem  Falle,  dass  die  homogene  Function  von  vier  Veränderlichen  £2  auf  eine  homogene 
Function  von  bloss  drei  Veränderlichen  sich  reduciren  lässt,  ist  nach  der  7.  Nummer: 

#  =  0, 

und  demnach  stimmen,  in  Gemässhcit  der  Gleichungen  IX.,  die  Werthe  von 

03,        02,        0,,        0 
im  Zeichen  überein. 

Daneben  bestehen  die  Bedingungen  der  vorigen  Nummer,  wenn  die  Function  ß  nur  durch  das 
gleichzeitige  Verschwinden  der  drei  neuen  Veränderlichen  auf  Null  gebracht  werden  kann. 

13.  Wenn  die  homogene  Function  von  vier  Veränderlichen  Q,  auf  eine  homogene  Function 
von  bloss  zwei  Veränderlichen  sich  reduciren  lässt,  so  [bestehen  nach  der  8.  Nummer  die  beiden 
Bedingungs-Gieichungen : 

In  Folge  dieser  beiden  Gleichungen  müssen  zuvörderst  *I>  und  03  gleichzeitig  verschwinden.  Dann 
gibt  die  erste  der  identischen  Gleichungen  IX. : 

A23  =  0. 
Wenn  -^J-  ebenfalls  verschwinden,  oder,  was   dasselbe   heisst,   wenn  03  ein  unendlich  Kleines  der 

zweiten  Ordnung  sein  soll,  so  folgt  aus  derselben  identischen  Gleichung,  dass  überdiess  auch: 

02  =  0. 

Wir  können  also  für  die  hinreichenden,  in  der  eben  angeführten  Nummer  angedeuteten,  Bedingungs- 
Gleichungen  die  folgenden  nehmen: 

<I>  =  0,        03  =  0,        0.2  =  0. 

Vollständig  ergibt  sich  auf  dem  bisher  eingeschlagenen  Wege: 

0  =  0, 
03=O,        0.2  ==  0,        0j  =  0,        0=0. 
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Zugleich  ist 

A.23  =0,        A,3=0,        Ao3=Ü,        A12=0,        A02=0,        A01  =  0, 
und  aus  den  identischen  GleichungcnilV.  folgt,  dass  die  Werthe  der  Ausdrücke : 

•5* 1        Ä|f        S9       Y,        Y, ,        Y2, 
im  Zeichen  übereinstimmen;  und  zwar  sind  nach  der  angezogenen  Nummer  alle  positiv  oder  negativ, 
je  nachdem  die  Factorcn,    in  welche,  der  fraglichen  Voraussetzung"  entsprechend,  die  Function  Q,  sich 
auflösen  lässt,  imaginär  oder  reell  sind.     Im  erstell  dieser  beiden  Fälle  stimmen,  in  Gemässhcit 
der  identischen  Gleichung-en  L,  die  vier  Coefficienten 

A,        A',        A",        A'" 

im  Zeichen  überein. 

Die  obigen  drei  hinreichenden  Bedingungs-Gleichungen  können  wir  durch  folgende  drei  einfachem 
ersetzen : 

A23  =  0,        A13  =  0,        A0,  =  0.  *) 

14.     Wenn  [endlich   die  Function   ß   auf  das    Quadrat   einer   einzigen   linearen    Function   sich 
reduciren  lässt,  so  ist  nach  der  9.  Nummer: 

(I>  0?  B-i 

—  =0  —  =0  —  =  0. 

KJ3  <->-2  A 

Nach  den  beiden  letzten  dieser  drei  Gleichungen  verschwinden  gleichzeitig  x.2  und  03,  was  in  Folge 
der  ersten  identischen  Gleichung-  IV.  mit  sich  bringt,  dass 

*03    =0, 

und  wenn  überdiess  auch  — -  verschwinden   soll,   wodurch  0,    zum  unendlich  Kleinen  der  zweiten 
Ordnung  wird,  ist  nach  derselben  Gleichung  nothwendig  auch 

ty  =0. 
Die    erste  der   identischen  Gleichungen  IX.  zeig-t,   dass  gleichzeitig  mit  0,    und  üf2   auch  A.1S  ver- 
schwinden   muss,   dass  ferner,   wenn  <[>,  03  und  St   unendlich    kleine   Grössen    bezüglich   von  der 
dritten,   zweiten   und  ersten  Ordnung  sind,   nothwendig  auch  02  und  A23  unendlich  kleine  Grössen 
von  der  zweiten  Ordnung  sein  müssen. 

Hiernach    g-eben   die   identischen   Gleichungen  IV.   und   IX.    schrittweise   die  nachstchenhen  23 
Bcding-ungs-Gleichungen,  die  wir  nach   dem  Princip   der  Symmetrie  auch  ohne  Weiteres  vollständig 

hinschreiben  können: 

0>  ==  0, 


0S     =0, 

02     =  0, 

©i    =0, 

0      =0, 

JÜi  =0, 

*,     =0, 

s    =  o, 

Y      =0, 

Y,     =0, 

Y2    =0, 

^03    =    0, 

*,s  =0, 

w„  -  0, 

Wo2  =  0, 

w,,  =o, 

W,i  =  o, 

*o.   =  0, 

**  =  o, 

»W  =  o, 

*.o  =0, 

V„  =  0, 

Wso  =0. 

•)  Die  erste  und  zweite  dieser  Bedingungs-Glcichungen  gibt  nemlich,  wenn  wir  die  erste  und  zweite  der 
identischen  Gleichungen  VII.  und  die  erste  identische  Gleiccung  IV.  berücksichtigen:  (-)s  =  0,  die  erste 
und  dritte  der  drei  Bedingungs-Gleichuiigen,  unter  Berücksichtigung  der  vierten  und  sechsten  identischen 
Gleichung  VII.  und  der  fünften  identischen  Gleichung  IV.:  0j  =  0.  In  Folge  der  ersten  identischen 
Gleichung  IX.  verschwindet  hiernach  <I>. 
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Ueberdiess  stimmen  die  vier  Coefficienten 

A,        A',        A",        A"' 

im  Zeichen  übercin. 

Unter  den  vorstehenden  23  Bedingungs-Gleichungen  können  wir  für  diejenigen,  welche  wir  in 
der  9.  Nummer  bereits  als  die  zur  Characterisirung  des  vorliegenden  Falles  hinreichenden  sechs 
bezeichnet  haben,  die  nachstehenden  auswählen: 

0>  =  0,        e3  =  0,        0,  =  0,        52  =0,        Y  =  0,        V02  =  0, 

oder  auch  als  die  möglichst  einfachen: 

welche  sich  in  die  folgenden  auflösen  (II) : 

AB   =  B'B",        A'B'     =  BB",        A"B"  =  BB', 
A'C  ==  C'B",        A'"B"  =  CC,        A"'B'  =  CC". 

Die  jedesmaligen  sechs  Bedingungs-Gleichungen  sind  von  einander  unabhängig,  und  aus  ihnen  ergeben 
sich  die  übrigen  17  auf  linearem  Wege.  *) 

15.    Es  bleiben  uns  jetzt  nur  noch  diejenigen  Fälle  zu  discutiren  übrig,  in  welchen  die  Form 

AP2  +  -^.Q'^+-^.R24-        S^  (1) 

A  ~.2  0  3 

dadurch,  dass  ein  Coefficient  in  derselben  unendlich  gross  wird,  aufhört  statthaft  zu  sein.  Zuvörderst 
ist  hier  zu  bemerken ,  dass  wir,  weil  die  obige  Transformation  in  Beziehung  auf  die  vier  ursprüng- 
lichen Veränderlichen  p,  q,  r  und  s  nicht  symmetrisch  gewesen  ist,  zu  einer  Function  von  ganz 
derselben  Form  auf  1.2.3.4=24  verschiedenen  Wegen  kommen  können.  Durch  Vertauschung  der 
Marken  erhalten  wir  aus  dem  vorstehenden  Ausdruck  sogleich  die  23  übrigen,  und  diese  werden  in 
der  Regel  ihre  Geltung  auch  dann  behalten,  wenn  die  Form  des  vorstehenden  Ausdrucks  ihre  Be- 
deutung verlieren  sollte. 

Wenn  erstens: 

03  =0, 


Nehmen  wir  das  letzte  System  von  sechs  Bedingungs-Gleichungen,  so  ergibt  sich  aus  den  drei  ersten 
derselben,  dass  Sj?  Hi  und  £«  verschwinden,  aus  den  beiden  folgenden,  dass  Yi  gleich  Null  ist.  Nach 
der  6.  und  5.  der  identischen  Gleichungen  IV.  folgt  hiernach,  dass  auch  0z  und  t'02  verschwinden.  Aus 
dem  Verschwinden  des  letzten  Ausdrucks  und  der  fünften  Bedingungs-Gleichung  folgt,  dass  auch  Y  gleich 
Null  ist.  Hieraus  und  aus  der  letzten  Bedingungs-Gleichung  ergibt  sich,  in  Folge  der  zwölften  identischen 
Gleichung  IV.,  dass  auch  0i  und  dann,  in  Folge  der  beiden  vorhergehenden  identischen  Gleichungen  IV., 
dass  9n  und  <Fn  verschwinden. 

Das  Verschwinden  von  \p3z,  W31,  W03  und   ~j  gibt  die  folgenden  vier  Gleichungen: 

A"'B"  =  CC,        CC"  =  A'"B',        B'B"  =  AB,        AA'  =  B"2, 

und,  wenn  wir  diese  Gleichungen  gliedweise  mit  einander  multipliciren  und  den  gemeinschaftlichen  Factor 
fortlassen, 

A'C"  =  C'B. 

Es  verschwindet  also  *Fio  und  folglich  auch  nach  den  drei  letzten  identischen  Gleichungen  IV.  0,  Wi» 
und  Tp„. 

<I>  verschwindet  in  Folge  der  identischen  Gleichungen  IX. 
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ohne  dass  zugleich  Q>  verschwindet,  so  wird  die  vorstehende  Functions-Form  illusorisch.  Wir  wollen 
aber  nachweisen,  dass  dicss  keineswegs  seinen  Grund  in  der  Natur  der  Function  ß,  sondern  bloss 
in  der  ursprünglichen  Annahme  der  Veränderlichen  s  hat,  in  der  Art,  dass  das  Illusorische  sogleich 
fortfällt ,  sobald  wir  eine  homogene  lineare  Function  von  p,  q,  r  und  s  an  die  Stelle  jener  Ver- 
änderlichen s  setzten.    Wir  wollen  zu  diesem  Ende 

ß  ==  ß,  4-  sh 
setzen,  indem  wir  ß,  in  dersolben  Bedeutung  als  in  der  1.  Nummer  und,  der  Kürze  halber, 

A"'s  -f  2C"r  +  2C'q  -4-  2Cp  =  h 

nehmen.  Nach  der  4.  Nummer  bedeutet  aber  das  Verschwinden  von  03  oder,  was  dasselbe  ist,  von 
p,  dass  die  Function  ß,  sich  auf  eine  homogene  Function  ß„  von  bloss  zwei  Veränderlichen  redu- 
ciren  lässt,  für  welche  wir,  in  Folge  der  5.  Nummer  die  nachstehende  erhalten: 


Hiernach  kommt  also : 


AP2-r^.Q'2. 
A 


ß  =  AP*  +  ^.Q2-fsh. 


Auf    unendlichfache  Art   können   wir    aber  zwei   neue    lineare   Veränderlichen   M  und  N   und  zwei 
Coefficicnten  \x  und  v  so  bestimmen,  dass 

fiM-r^N  =  s, 
fiM  —  vN  =  h , 


und  dann  kommt: 


ßsAPHr.QHf'M1-^, 


also  die  frühere  Form  (1),    nur   dass  das  ursprüngliche  s  =  S  nicht  mehr  in  derselben  vorkommen 
kann.    Wir  gelangen  hier  zum  ersten  Hauptfalle  der  6.  Nummer,  wenn 

$  >  0, 
und  zum  zweiten  der  beiden  coordinirten  Fälle  des  zweiten  Hauptfalles,  wenn 

|p  <  o, 

während  der  erste  dieser  beiden  coordinirten  Fälle  nicht  mehr  Statt  finden  kann. 
Wenn  endlich 

ff«  =  0, 
so  lässt  sich  ß  auf  eine  homogene  Function  von  bloss  drei  Veränderlichen  zurückführen. 
Der  Ausdruck  (1)  wird  zweitens  auch  dann  illusorisch,  wenn 

H,  =  o, 

ohne  dass  zugleich  03  verschwindet.     Wir  erhalten   hier  zuvörderst,    wie    in   der    2.    Nummer,  die 
folg-ende  Form-Bestimmung-: 

Dann  wollen  wir  ferner  die  Function  ß,  auf  folgende  Weise  schreiben: 

ß,  =  ß„  +  rk, 
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indem  wir  Q>„  in  der  frühern  Bedeutung  von 

ö„  =  Ap 2  +  A'q2  +  2B"pq 
nehmen  und,  der  Kürze  halber, 

A"r  +  2Bq-f  2B'p  =  k 

setzen.  In  dem  Falle,  dass  H*  verschwindet,  kann  nach  der  5.  Nummer  Q,„  die  Form  AP2  annehmen. 
Das  Product  rk  können  wir  wiederum  durch  die  Differenz  zweier  Quadrate,  unter  denen  aber  r2 
nicht  vorkommen  kann,  ersetzen.  *)    Hiernach  ergibt  sich  also  wiederum  die  allgemeine  Form  : 

AP»  +  p*Ma  —  v2X2  +  5-  S2  , 

die  sich,  wenn 

<X>  <0, 

auf  den  ersten  Hauptfall  bezieht,  weil  alsdann  das  erste  und  letzte  Glied  im  Zeichen  übereinstimmen, 
in  Folge  davon,  dass,  wenn  £.2  verschwindet,  nach  der  ersten  der  Gleichungen  IV.,  der  Ausdruck 
A@3  gleichzeitig  mit  <I>  negativ  wird.     Wenn 

4>>0, 
erhalten  wir  den  zweiten  der  beiden  coordinirten  Fälle  des  zweiten  Hauptfalls.    Wenn  endlich 

0>  =  0, 

so  reducirt  sich  hier,  wie  überhaupt,  die  ursprüngliche  Function  Q  auf  eine  homogene  Function  von 
bloss  drei  Veränderlichen. 

Wenn  drittens  A  =  0, 

ohne  dass  zugleich  £t  verschwindet,  so  wird  ebenfalls  die  Form  (1)  illusorisch.  Dann  können 
wir  aber 

a  =  ß„-f^R2+--.S2 

setzen,  wobei,  weil  A  verschwindet, 

<2„=(A'q-}-2B"p)q=Iq, 

indem  wir,  der  Kürze  halber, 

Aq-f2B"p  =  l 

schreiben.    Auf  diesem  Wege  gelangen  wir  also  wieder  zur  Form  (1).  **) 


*)     Es   ist  nicht  zu  übersehen,  dass  die  Veränderlichen  des  Textes  p,  q,  r  nicht  mehr  die  ursprünglichen  sind, 
sondern  dass,  wenn  wir  dieselben  zur  Unterscheidung  umklammern: 

p  =  (pD  +  «s, 

q  =  Cq)4-0S, 

r  =  CO +  78  =  R  +  ?S, 

und  endlich 

p  =  P  +  a"(q)  +  aS. 

*•)     Wenn  wir  auch  hier  die  Veränderlichen  des  Textes  zur  Unterscheidung  umklammern,  ist 

p  =  (p)4-a/R+aS, 

q  =  Cq)  +  01l  +  0S, 

während  (r)  die   bisherige  Bedeutung  behält. 


64  Flächen  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Ciasse. 

Es  ist  somit  vollständig-  nachgewiesen,  dass  in  der  6.  bis  9.  Nummer  alle  Unterscheidungen 
der  Function  S2  erschöpft  sind,  vorausgesetzt  ncmlich,  dass  wir  die  vier  Veränderlichen  als 
willkührlich  angenommene  und  von  einander  unabhängige  betrachten. 

16.  Anders  aber  verhält  es  sich  und  neue  Unterscheidungen  treten  hinzu,  sobald  eine  der  vier 
Veränderlichen,  etwa  s,  eine  gegebene  lineare  Function  der  drei  übrigen  ist.  Dann  geht  die  allgemeine 
homogene  Function  der  vier  Veränderlichen  in  die  allgemeine,  nicht  homogene,  Function  von  drei 
Veränderlichen  über.  Zu  einer  Function  von  derselben  Form  gelangen  wir,  wenn  wir  in  der  bisher 
behandelten  Fuuctions-Form  für  s  eine  Constante  und  insbesondere  die  Einheit  setzen.  Demnach  sei 
für  die  nächsten  Entwickclungen : 

ß  =  Ap«  +  A'q1  +  A"r 2  +  2B"pq  -f  2B'pr  +  2Bqr-f  2Cp  +  2C'q  -f-  2C"r-r-  D, 

wobei  wir  bloss  D  für  A'"  geschrieben  haben.  In  dieser  neuen  Function  ist  die  CoefTicientcn- 
Bezeichnung  symmetrisch  in  Beziehung  auf  die  drei  übrig  gebliebenen  Veränderlichen.  Diejenigen 
Ausdrücke,  welche  wir  früher  durch  M&  Bx  und  £  bezeichnet  haben,  stehen  unter  sich  in  gleich- 
massiger  Beziehung  zur  Function  ß,  ebenso  Y,  Y,  und  Ya,  aber  nicht  mehr  jene  mit  diesen.  0, 0a 
und  Bj  stehen  unter  sich  in  gleicher,  mit  03  in  verschiedener  Beziehung  zur  Function  ß. 

Indem  wir  auch  S  =  s  gleich  Eins  nehmen,  erhalten  wir,  nach  dem  Vorhergehenden,  mit  Bei- 
behaltung der  bisherigen  Bezeichnung,  die  folgende  Form-Bestimmung : 

a  =  AP*-f^.QM-|^.R2  +  |-.  (l) 

Dem  ersten  Hauptfalle  der  6.  Nummer,  der  dadurch  bestimmt  ist,  dass 

entspricht,  dass  drei  der  vier  Constanten: 

A  &  £?  t- 

'         A  '         I?         03 

im  Zeichen    übereinstimmen.     Hier  stellt  sich   nun   aber   eine   zwiefache  Unterscheidung  heraus :    es 
kann  die  im  Zeichen  abweichende  Constante  entweder  die  letzte  sein    oder   eine  der  drei  ersten. 
In  dem  ersten  dieser  beiden  Fälle,  dem  hiernach  die  characteristische  Form:  • 

entspricht,  ist  dadurch  bestimmt,  dass  das  Product  der  letzten  Constanten  mit  jeder  der  drei  vorher- 
gehenden negativ  ist.     Die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  sind  also: 

*<0,        £.2>0,        A03  >0.  (2) 

Vollständig  ist 

*  <  o, 
■St  >  o,      8t  >  ü,         5  >  o, 

und  überdiess  stimmen  A,  A'  und  A"  unter  sich  und  mit  03  im  Zeichen  überein. 

In  dem  zweiten  Falle,  dem  die  folgende  Form  entspricht 

Ö=  iO^P'-fx'Q*  —  p-R'+o"'-1). 
in  welcher  das  abweichende  Zeichen  eine  dreifache  Stelle  haben  kann,   werden  die  beiden  letzten  der 
Bedingungen  (2)  nicht  zugleich  befriedigt. 

Den  beiden  coordinirten  Fällen  des  zweiten  Hauptfallcs  der  6.  Nummer  entsprechen  hier  keine 
weitern  Unterscheidungen. 
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17.  Neue  untergeordnete  Fälle  ergeben  sich',  wenn  in  dem  Ausdrucke  (1)  das  letzte  Glied  nicht 
unendlich  wird,  während  die  Coefficienten  eines  oder  zweier  der  vorhergehenden  Glieder  Null  werden. 

Soll  0j  verschwinden,  ohne  dass  zugleich  das  letzte  Glied  unendlich  wird,  so  muss  *I>  den 
Ausdruck  03  zum  Factor  haben.    Diess  bringt  nach  der  ersten  Gleichung  IX.  mit  sich,  dass 

A23  =  0, 
und  man  erhält  alsdann: 

<£  0, 


wonach  sich 


03       SS 

S.y  0, 

a=Ap2+       'Q2+       '  (3) 

A  ^2 


ergibt.    Hierbei  treten  uns  drei  coordinirte  Fälle  entgegen. 

Es  können  erstens  die  beiden  ersten  Glieder  entgegengesetzte  Zeichen  haben;  dann  ist 

~2<0. 
Das  Princip  der  Symmetrie  gibt  uns  für  diesen  Fall,  welcher  durch  die  Form: 

Q=±   5±5t2P*:Fx*()2  4-0-2(, 

characterisirt  ist,  die  nachstehenden  Bedingungen: 

<J>      =0, 

03    =0, 
A.23  =  0,        A13  =  0,        A03  =  0, 
St    <0,        St   <0,        £     <0. 

Es  können  zweitens  alle  drei  Constanten  im  Zeichen  übereinstimmen.    Dann  ist: 

~2  >  0,  A0,  >  0, 

und  vollständig  ergeben  sich  die  nachstehenden  Bedingungen: 

*P      =  0, 

03     =0, 

A23  =  0,        A13    =  0,        Ao3  =  0, 

B*  >  o,     st   >  o,      s    >  o, 

und  überdiess  stimmen  A,  A'  und  A"  unter   sich,   so   wie   mit  0,  0t  und  0.2  im  Zeichen  überein. 
Die  characteristische  Form  für  diesen  Fall  ist: 

Q=±  }3r2p2-f-x2Q*-f<r2j. 

Es  können  drittens  die  beiden  ersten  Glieder  unter  sich,  aber  nicht  mit  dem  dritten  im  Zeichen 
übereinstimmen.  Dann  erhalten  wir  dieselben  Bedingungen  als  im  vorigen  Falle,  mit  dem  einzigen 
Unterschiede,  dass  zwar  einerseits  noch  A,  A'  und  A",  und  andrerseits  0,  0t  und  0.2  unter  sich 
gleiches,  in  Beziehung  aufeinander  aber  entgegengesetztes  Zeichen  haben.  Die  characteristische  Form  ist: 

a  es  ±  )  **P*-f**fHti-<7*  >.  . 

18.  Wenn  aus  der  Form  (3)  auch  noch  das  zweite  Glied  ausfallen  soll,  ohne  dass  das  letzte 
Glied   unendlich  wird,    so   muss  H,  Factor   von  0.2    sein.    Diess  fordert  in  Folge  der  fünften  der 


Gleichungen  IV. : 


02 


=  0, 
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wonach: 

02__  Y 

H2"~~  A' 
so  dass  die  noch  weiter  particularisirte  Form  (3)  in  die  nachstehende  übergeht : 

A 

Hier  treten  uns  wieder  zwei  neue  coordinirte  Fälle  entgegen,  für  welche  beide 

<E>      =0, 
03     =0, 

©2  =  o,      et  =  o,      ©    ==  o, 

H2   =  o,     Si   =  o,      s    =  o, 

*#  =0,        i?02  =0,        Vt2  =0, 
w10  =0,       W20  =0,       *21  =0. 

Im  ersten  dieser  Fälle  lässt  sich  die  Function  £2  in  zwei  reelle  Factoren  des  ersten  Grades  zer- 
legen, wonach  noch  die  folgenden  Bedingungen  hinzukommen: 

Y>0,        Y,  >0,        Y2>05 

im  zweiten  Falle  sind  die  beiden  Factoren  imaginär  und  wir  erhalten  die  Bedingungen : 

Y  <  0,        Y,  <  0,        Ya  <  0. 

19.    Wir  haben  in  der  15.  Nummer  diejenigen  Fälle  discutirt,  wo  die  Form 

Bl  0,  <I> 

A  Ä3  03 

dadurch,  dass  ein  Cocfflcicnt  unendlich  wird,  ihre  Bedeutung  verliert.  In  dem  zuerst  disentirten 
Falle  fiel  das  Illusorische  dieser  Form  weg,  sobald  wir  statt  der  vierten  Veränderlichen  S  =  s  eine 
andere,  von  p,  q,  r  und  s  linear  abhängige,  Veränderliche  einführten.  Wenn  aber  S  =  s  auf  eine 
Constantc  sich  reducirt  hat,  so  kann  von  einer  solchen  Vertauschung  von  S  nicht  mehr  die  Rede  sein 
und  darum  müssen  hier  nothwendig  neue  Unterscheidungen  der  Function  &  hervortreten. 
Es  sei  demnach: 

03  =0, 

ohne  dass  zugleich  <1>  verschwindet.  Dann  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Bezeichnung  zu  Anfang  der 
15.  Nummer  beibehalten  und  bloss  s  =  1  setzen,  und  h  mit  H  vertauschen : 

A 

Um  die  Bedingungen,  die  dem  fraglichen  Falle,  der  wiederum  in  zwei  coordinirte  zerfällt,  die  durch 
das  Zeichen  von  £.x  bestimmt  werden,  entsprechen,  vollständig-  zu  entwickeln,  bemerken  wir  zu- 
vörderst, dass  in  Folge  davon,  dass  03  verschwindet,  die  erste  der  Relationen  IX.  auf: 

~24>  =  -(A,s)2 
sich  reducirt.     Aus  der  ersten  identischen  Gleichung  IV,  a.  ergibt  sich,  weil  03  verschwindet: 

W2S 
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und  wenn  wir  diesen  Werth  für  £.2  in  die  letzte  Gleichung  einsetzen,  nach  einfachen  Reductionen; 

IC  C        C"  »'■ 

oder  auch  in  Gemässheit  der  drei  ersten  identischen  Gleichungen  IV: 

Es  sind  vor  C,  C  und  C"  die  obern  oder  untern  Zeichen  zu.  wählen ,  je  nachdem  bezüglich  die 
Werthe  von  Wo3,  *PJ3  und  *P.23  positiv  oder  negativ  sind.  Der  Ausdruck  für  <I>  bleibt  übrigens 
derselbe,  wenn  wir  in  der  Klammer  gleichzeitig-  alle  Zeichen  ändern. 

In  Folge  der  letztgenannten  drei  Gleichungen  und  der  drei  ersten  identischen  Gleichungen  IX. 
erhalten  wir  überdiess: 

£.z  :  St  :  £=  023)2  :  0,3)*  :  (A03)* 
1  1  1 

Aus  den  vorstehenden  Ausdrücken  ist  ersichtlich,  dass  £19  äi  und  a  unter  {sich  im  Zeichen 
übereinstimmen,  aber  mit  <]>  das  entgegengesetzte  Zeichen  haben  müssen.  Insbesondere  folgt  diess 
auch  daraus,  dass  der  letztgefundene  Ausdruck  für  3>  nothwendig  reell  sein  muss.  Dem  ersten  der 
beiden  schon  erwähnten  coordinirten  Fälle,  für  welchen  sich  die  characteristische  Form 

oder  auch  die  folgende  ergibt: 

Q,  =  tu  -f  f»v , 
entsprechen  also  die  nachstehenden  Bedingungen: 

*  >  0, 

03  ;=  0, 
5,  <  0,         St  <  0,         5  <  0; 
dem  zweiten  Falle,  characterisirt  durch  die  Form: 

12=  ±  |7r*P*-f-*'Q2  +  H(, 
entsprechen  die  folgenden  Bedingungen: 

•  <  0, 

03  =0, 
ä2>0        H1>0,        £>0, 

wobei  zugleich  die  Zeichen  von  A,  A'  und  A"  dieselben  sind. 

Endlich  ergibt  sich  noch  ein  intermediärer,  untergeordneter  Fall,  characterisirt  durch  die  Form : 

ß  ==  AP*  +  H, 

welchem  die  folgenden  Bedingungen  entsprechen: 

$       =  0, 

03     =0, 

5a     =  0,        St     =  0,         S      =  0, 

**»  •=  o,      wT3  =  o,      v03  =  o, 

9* 
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und  wo  überdicss  noch  A,  A'  und  A"  unter  sich  im  Zeichen  übereinstimmen,  aber  entgegengesetztes 
Zeichen  haben  mit  jedem  der  drei  Ausdrücke  0,  04  und  02.  Wir  können  die  drei  letzten 
Bedingungs-Gleichungen  für  die  drei  hinreichenden  nehmen. 

20.  Wir  haben  in  den  vorstehenden  Erörterungen  die  an  die  Spitze  dieses  Paragraphen  gestellte 
Aufgabe  vollständig  gelösct.  Dennoch  möchte  es  angemessen  sein,  zu  zeig-en,  wie  wir  auf  einem 
Wege,  der  von  dem  in  der  1.  Nummer  bezeichneten  und  bisher  verfolgten  ganz  verschieden  ist,  zu 
denselben  Resultaten  gelangen  können. 

Die  allgemeine  Function  sei  wiederum: 

Ü  =  Ap*  +  A'q*  +  A"r2  +  A'"s*  +  2B"pq  +  2B'pr  +  2Bqr  +  2Cps  +  2C'qs  +  2C"rs. 
Wir  wollen  p  =  P — a"q  — a'r — as 

setzen  und,  nach  dieser  Substitution, 

„        B"  B'  C 

*=T'      a=ÄT'      a  =  T 

nehmen.    Alsdann   fallen   aus  der  umgeformten  Function  die  mit  der  ersten  Potenz  von  P  behafteten 
Glieder  aus,  und  mit  Beibehaltung  der  Bezeichnung  der  10.  Nummer : 

AA'  —  B"*  =  S% ,       AA"  —  B'*  ==  gs ,        AA'"—  C*  =  Y , 

AB  -B'B"  =  ¥03,      A'C  — CB"==>P04,      AC"—CB'==>F01, 
kommt: 

Aß  ==  A'P*  +  S.^  -f-  Hxr2  +  Ys*  +  2<P03qr  +  2¥02qs  +  2<P01rs . 

Wir  wollen  weiter 

q  =  Q  —  b'r —  bs 

setzen  und,  nach  dieser  Substitution, 

b'  ==  -=^,  b  =  -^ 

nehmen.    Alsdann  verschwinden  aus  der  umgeformten  Gleichung   die   mit  der  ersten  Potenz  von  Q 
behafteten  Glieder    und  wenn  wir,  wie  früher: 

Ät*i-*0*#s)*  *M*bf        V-Wtf«  =  A0, , 

♦^2*01  ^02*03  — -»A23  , 

setzen,  so  kommt: 

AH2a==AiH2P*  +  H22Q2  +  A(03r*+02s2  +  2A23rs). 

WTir  wollen  endlich 

r  ==R  —  cS 
setzen,  indem  wir  zugleich 

s==  S 
und,  nach  der  Substitution, 

c  —  A*3 
©7 

nehmen.    Alsdann  verschwindet  das  mit  R  in  der  ersten  Potenz  behaftete  Glied,  und  nehmen  wir, 
wie  früher: 

©302-(A23)i  =  H2<I>, 
so  kommt: 

0ir2  +  0as*  +  2A23rs  =  0,R* -f  ^?-.S', 
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mithin,  wenn  wir  zugleich  durch  A£2  dividiren: 

dieselbe  Form,  wie  früher. 

Wenn  wir  die  vorstehenden  Verwandlungs-Formeln  zusammenstellen,  so  ergibt  sich: 

P  =  p  +  a'^  +  a^  +  as, 

Q  =  q-f-b'r  +  bs, 

R  =  r-}-cs, 

S  =    s; 
und  wenn   wir  umgekehrt  die  vier  ursprünglichen  Veränderlichen    p,  q,  r  und  s   durch   die  neuen 
P,  Q,  R  und  S  ausdrücken: 

s  =  S, 

r  =  R— -cS, 

q  =  Q— b'R—  (b  —  b'c)S, 

p  =  P  —  a"Q— (a'— a"b9R  —  (a— a'c— a"b -{- a'b'c)  S.  *) 

21.  Nachdem  wir  hiermit  von  unserer  eigentlichen  Aufgabe  eine  zwiefache  vollständige  Lösung 
gegeben  haben,  wollen  wir  zum  Schlüsse  dieses  Paragraphen  noch  zeigen,  wie  das  Vorstehende  uns 
eine  einfache  Methode  liefert,  aus  einer  Function  des  zweiten  Grades  zwischen  beliebig  vielen 
Veränderlichen  alle  Producte  je  zweier  derselben  fortzuschaffen.  Es  wird  hierbei  genügend  sein, 
die  letzten  Entwicklungen  auf  eine  homogene  Function  von  fünf  Veränderlichen  auszudehnen,  um  zu 
zeigen,  wie  wir  sie  auf  alle  Functionen  dieses  Grades  unmittelbar  ausdehnen  können.  Die  fragliche 
Function  sei : 

£=         Ap^+A1q2  +  A2r«  +  A3s2  +  A4t* 

+2B01pq-f2B02pr+2Bo3ps-r-2B04pt+2B12qr 

+  2B13qs-f-2Bl4qt  +2B23rs+2B24rt +  2B34st. 

Dann  erhalten  wir,  indem  wir  durch  die  Gleichung; 

p  =  P — ajq  —  a2r — a3s  —  a4t, 
P  statt  p  einführen,  die  vier  Coefficienten  a,,  aa,  a3  und  a4  durch  die  Gleichungen: 

Bqi  Pq2  B03  B04 

a4  —  ^    ,     a2 — ^    ,     a3  —  ^     ,     a4 — ^    , 
bestimmen  und  zugleich,  der  Kürze  wegen: 


*)     Zwischen  den   sechs  Coefficienten    der  Verwandlungs-Formeln  der  1.  Xummer  und  den  sechs  Coefficienten 
der  eben  entwickelten,  bestehen  die  folgenden  vollkommen  gegenseitigen  Beziehungen: 

c    =  —  y,  y    =  — c, 

b'  =-0',  r>  =_b', 

b    =  _(0_0'y),  ß     =  -(b-b'c), 

a"  =  —  a",  a"  =  —  a", 

a'    =  —  (a'— a"0'),  a'    =  — (a'  — a"b'), 

a    =  —  (ce  —  a'f  —  a"£  -f  a'P'y)  ,  a     =  —  (a  —  a'c  —  a"b  -f-  a'b'c) . 
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AA.-CBoO'eeSi,        AA,-(BoQ)^  =  H2,        AA3-(B03)'  =  S3,       AA4-(Bo4)*==£4, 
AB12  —  B01B0o  =  C12,        AB13— B01B03=eC13,        AB14  — B01B04==Cl4, 
AB23  — B02B03  =  C23,        AB24— Bo2B04==C24,        AB34— B03B04==  C34, 

setzen,  die  folgende  identische  Gleichung: 

Q,  m     AP*  -f- 1  I Ä, q2  +  S2r2  +  £>*  +  8&  [ 

+  2C<2qr  +  2C13qs4-2Ci4qt  +  2C.23rs  +  2C24rt-f2C34st. 
Indem  wir  weiter  durch  die  folgende  Gleichung: 

q  =  Q~b2r—  b3s  —  b4t, 
Q  statt  q  einführen,  die  drei  Coefficienten  b,2,  b3  und  b4  durch  die  Gleichungen : 

b2  =  p-,        b3  x=  =-,        b+  =  =-, 

Äl  Ä4  Äl 

bestimmen  und  zugleich,  der  Kürze  wegen: 

RÄi-(C14)«=A0a,         H^a~(C18)*  =A03,         g^ -CC14)*  sA«4j 

^iC23  —  C12CJ3=AD23,        HiC24  —  C12C14=  AD54,        £iC34 — C13Cl4  =  AD34 

setzen,  so  kommt: 

Ö  =  AP*-f-  ^l.Q«-f -i  102r*-f03s2+04t*j 
A  Äi 

+  2Da,rs  +  2D24rt+  2D34st. 

Indem  wir  ferner  durch  die  folgende  Gleichung : 

r  =  R  —  c3s —  c4t, 
R  statt  r  einführen,  die  beiden  Coefficienten  c3  und  c4  durch  die  Gleichungen : 

°3  T  0,  \  S»  -  0,  ' 

bestimmen  und  zugleich,  der  Kürze  wegen : 

©A-CD^eee-H^,  0i04-(D14)^H1$4, 

setzen,  so  ergibt  sich: 

i2  =  AP2  4-|*.Q*  +  |i.R2  +  J-J<I>3s2  +  cI»4t^ 

+  2E34rs. 
Indem  wir  endlich  durch  die  folgenden  Gleichung-en: 

s  =ss  S— d4t, 
MsT, 
S  statt  s  einführen   und  t  mit  T  vertauschen,   den   Coefficienten  d4    durch    die    folgende  Gleichung 
bestimmen : 

1  **34 

d*  =  j?» 

und  zugleich,  der  Kürze  wegen: 

#tfe-(?S«tf"MPf4f 
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setzen,  gelangen  wir  zuletzt  zu  der  Form: 

0sAB*+fW+^.RH-I^S*+~*.T*.  (1) 

A  *-,j  tVj  *1»3 

Die  Zusammenstellung  der  verschiedenen  Verwandlungs-Formeln  gibt: 

T  =  t, 

S  =  s-fd4t, 

R  =r-hc3s  +  c4t,  (2) 

Q  =  q+bar-fb3s  +  b4t, 

P  =  p+aiq  +  a2r  +  a3s  +  a4t, 

und,  umg-ekehrt,  erhalten  wir  Ausdrücke  von  derselben  Form,  um  die  ursprünglichen  Veränderlichen 
durch  die  neuen  auszudrücken.     Setzen  wir: 

t  =  T, 
'  s  =  S  +  £4T, 

r  =  R  +  jraS  +  y4T,  (3) 

q  =  Q  +  02R  +  psS  +  04T, 

p  =  P-f  ajQ4-a.2R  +  a3S4-a+T, 

so   bestehen  zwischen    den   10  Coefficienten  der  fünf  ersten  Formeln    und  den   10  Coefficienten  der 
fünf  letzten  die  folgenden  10  Relationen: 

d4  ==  — d4, 

7s  =  — cj» 

y4  =  —  (c4— c3d4), 

Pa  =  — b2» 

ßs  =  —  0>3  —  bac3), 

04  =  —  (b4~  M+~  b2d3  +  bac3d), 

ai  =  —»u 

a2  =  —  (a2  —  ajb,), 

«3     =    — (»3— aiC3— al°3  +aiDiC3)? 

«4  =  —  (a4~ a3d4  —  aic+  —  a!b4  +  a3c3d4-f  a1b3d+-f  a1bic4  —  a1bic3d4). 
Die  Beziehung  der   beiden  Gruppen  von  Coefficienten   zu   einander   ist   eine   durchaus   gegenseitige, 
in   der  Art,    dass  wir   in   den   vorstehenden  10  Gleichungen  die  griechischen  und  lateinischen  Buch- 
staben gegenseitig  mit  einander  vertauschen  können. 

22.  Das  in  der  1.  Nummer  dieses  Paragraphen  angedeutete  Verfahren  gibt,  wenn  wir  es  auf 
fünf  Veränderliche  ausdehnen ,  auf  directem  Wege  die  Coefficienten  der  Formeln  (3) ,  welche  wir 
anwenden  müssen,  um  die  ursprüngliche  Function  auf  die  einfachere  Form  (1)  zurückzuführen.  Und 
zwar  erhalten  wir,  was  man  leicht  einsieht,  wenn  wir  in  der  ursprünglichen  Form  t  =  1  setzen, 
diese  Function  dann  durch  il0  unterscheiden,  und  ferner  die  vier  partiellen  Differential-Gleichungen: 

dß0  dß0  _  dß0  __  dß<,  _ 

dp~-"ü'         dq--0'        d7"-ü'         ds      ""** 

entwickeln,  vier  diese  Gleichungen  befriedigende  Werthe  für  p,  q,  r,  s,  welche  bezüglich  keine  andern 
sind,  als  eben  die  Werthe  von  a4,  ß4,  y4,  S4. 

Wenn  wir  ferner  in  der  ursprünglichen  Function 

t  =  0,  s  =  1 
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setzen  und  die  neae  Function  durch  ß,  unterscheiden,  so  geben  die  drei  partiellen  Differential- 
Gleichungen  : 

dp     -°'       dq     ~U'       dr  "' 

drei  Werthe  für  p,  q,  r,  welche  bezüglich  die  Werthe  von  cc3,  §3  und  y3  sind. 

Wenn  wir  ferner 

t  =  0,       s  =  0,       r  m  1 

setzen  und  die  resultirende  Function  &„  nennen,  so  sind  diejenigen  Werthe  von  p  und  q,  welche 
durch  die  partiellen  Differential-Gleichungen: 

*®»  -  n  dQ"  _  n 

dp     """'  dq      ~U' 

bestimmt  werden,  die  beiden  Constanten  a2  und  02.    Und  endlich  gibt,  wenn  wir 

t  =  0,        s  =  0,        r  =  0,        q  =i=  1 

setzen  und  die  resultirende  Function  durch  ß,„  bezeichnen,  die  partielle  Differential-Gleichung: 

dp 

einen  Werth  für  p,  welcher  der  Werth  des  letzten  Coefficienten  ax  ist. 

Nach  der  Verfahrungsweise  der  vorigen  Nummer  erhalten  wir  zuvörderst  und  unmittelbar  die 
zehn  Coefficienten  der  Gleichungen  (2)  und  erst  aus  diesen  die  Coefficienten  der  Gleichungen  (3). 
Aber  wir  gelangen  hierzu  durch  eine  blosse  Vertauschung  und  vermeiden  dann  die  weitläufigen 
Eliminations-Rechnungen,  welche  die  eben  angedeuteten  Entwicklungen  nothwendig  verlangen.  Wir 
haben  unmittelbar: 

d4==  —  d4  =  -^~- 

Nachdem  wir  diesen  Ausdruck  entwickelt  haben,  brauchen  wir  bloss  in  demselben  die  Marke  4 
successive  mit  den  Marken  3,  2,  1  zu  vertauschen,  um  die  Ausdrücke  für  y4,  04,  a4  zu  erhalten. 
Wir  haben  ferner: 

und  erhalten  aus  diesem  Ausdrucke,  wenn  wir  entwickeln  und  dann  die  Marke  3  successive  mit 
den  Marken  2  und  1  vertauschen,  sogleich  die  Ausdrücke  für  ß3  und  a3.    Wir  haben: 

ß       __  K       _  9lÄ 

P2    =   —  bl    =   —   fi^» 

und  hieraus,  wenn  wir  entwickeln  und  die  Marken  2  und  1  vertauschen,  den  Ausdruck  für  a.x. 
Endlich  ist: 

Bot 
ai  =  — ai  =  — Ä~* 
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§•    2. 

Aufzäliluiis;  der  flächen  der  zweiten  Ordnung. 

23.    Wir  wollen  diesem  Paragraphen  die  nachstehende  Gleichung: 

Ap*+AV  +  A//r2-hA///s-2+2B//pq4-2B'pr+2Bqr+2Cps+2C/qs  +  2C//rs  =  0,  (1) 
zu  Grunde  legen  und  alle  Ausdrücke  der  10.  Nummer  in  ihrer  bisherigen  Bedeutung-  beibehalten,  und 
nun,  in  der  Voraussetzung,  dass  die  vier  Veränderlichen  p,  q,  r  und  s  lineare  Punct-Coordinaten 
bedeuten,  die  verschiedenen  Arten  von  Oertern  der  zweiten  Ordnung  aufzählen,  welche  durch  diese 
Gleichung  dargestellt  werden  können. 

Es  lässt  sich  diese  Gleichung  immer,  so  lange  die  Annahme  der  ursprünglichen  Veränderlichen 
ganz  allgemein  bleibt,  auf  die  folgende  Form 

ttP* -f  xO*  +  PR*  -f  o-S'2  =  0 

bringen  (15).  Es  kann  aber  der  Fall  eintreten ,  dass  durch  das  Verschwinden  eines  oder  mehrerer 
der  Coefficienten  Glieder  dieser  neuen  Gleichung  ausfallen. 

Obgleich  auch  die  letzte  Gleichung  noch  15  Constante,  und  unter  diesen  also  6  überzählige, 
enthält  (die  Annahme  jeder  der  vier  linearen  Functionen  fordert  deren  drei ;  einen  der  drei  Coef- 
ficienten rr,  x,  p,  er  können  wir,  unbeschadet  der  Allgemeinheit,  von  Vorne  herein  annehmen),  so 
liefert  sie  doch  schon,  nach  der  6.  Nummer,  eine  coordinirte  und  allgemeinste  dreifache  Unterscheidung 
der  Flächen  zweiter  Ordnung. 

Wenn  erstens 

<I>  >  0,        Mf>  0,        A03  >  0, 

so  wird  die  allgemeine  Gleichung  (1)  durch  keine  Coordinaten-Werthe  irgendwie  befriedigt:  die 
Fläche  ist  eine  imaginäre  Fläche. 

Wenn  zweitens 

<P  >  0, 

aber    nicht  zugleich  H.>  ^>  0  und  A  und  0{  im  Zeichen  übereinstimmen,    so    lässt    sich  nach  der 

6.  Nummer  die  allgemeine  Gleichung  auf  folgende  Form  mit  13,  und  folglich  noch  vier  überzähligen, 

Constanten  bringen :  • 

tu -f- uvw  =  0.  (3) 

Um    diese   Gleichung    zu    befriedigen,    können   wir,    bei   durchaus   willkührlicher   Annahme   von   d, 

gleichzeitig: 

t  -f  <*v    =0, 

#u  —  uw  =  0, 

setzen.  Die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  stellt  irgend  eine  Ebene  dar,  welche  durch  die  Durch- 
schnittslinie (tv)  der  beiden  Ebenen  (t)  und  (v)  geht;  die  zweite  eine  Ebene,  welche  durch  die 
Durchschnittslinie  (uw)  der  beiden  Ebeuen  (u)  und  (w)  geht.  Wenn  der  W'erth  des  unbestimmten 
Coefficienten  S  sich  ändert,  so  drehen  sich  die  beiden  Ebenen  bezüglich  um  die  geraden  Linien  (tv) 
und  (uw)  und  ihre  Durchschnittslinie  beschreibt  dann  die  durch  die  allgemeine  Gleichung  (1)  dar- 
gestellte Fläche.  WTir  werden  auf  diese  Erzeugungs-Weise  der  Flächen  zweiter  Ordnung  in  einem 
besondern  Paragraphen  später  ausführlich  zurückkommen  und  wollen  hier  nur  hervorheben ,  wie 
unmittelbar    aus   der  Form   der  Gleichung  (3)    hervorgeht,    dass    die  bezügliche   Fläche   durch    eine 

gerade  Linie  beschrieben  werden  kann:  dass  sie  eine  geradlinige  Fläche  ist. 

10 
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Wenn  drittens 

<I>  <  0, 

so  können  wir,  weil  dann  in  der  Gleichung  (2)  nur  eines  der  vier  Glieder  derselben  ein  abweichendes 

Zeichen  hat,    die  allgemeine  Gleichung  (1)  nicht   mehr  auf  die  Form   (3)   bringen.     Sie    kann   die 

folgende  Form : 

tu-fp2R2-fo-2S*  ==  0, 

annehmen.  Wir  sehen  aber  zugleich  hieraus,  dass  die  beiden  früher  durch  v  und  w  bezeichneten 
linearen  Functionen  imaginär  werden  und  mit  ihnen  die,  im  vorigen  Falle  die  Fläche  beschreibende, 
gerade  Linie.  Eine  solche  Beschreibungs-Weise  fällt  also  hier  fort;  die  Fläche  ist  eine  nicht 
geradlinige  Fläche. 

24.  Wenn  <I>  =  0, 
so  particularisirt  sich  die  Gleichung  (2)  folgendergestalt : 

rcP2+*Q2-r-PR2  =  0.  (4) 

Diese  Form  enthält  eilf  Constante,  unter  denen  sich  noch  drei  überzählige  befinden;  denn  in  Folge  der 
obigen  Bedingungs-Gleichung  hat  sich  die  Zahl  der  nothwendigen  Constanten,  von  welchen  die  Fläche 
abhängt,  von  neun  auf  acht  reducirt. 

Wir  begegnen  hier  zwei  coordinirten  Fällen.    Wenn  erstens 

Mi  >  0,  A03  >  0, 

so  wird  die  ursprüngliche  Gleichung  nur  dann  befriedigt,  wenn  gleichzeitig 

P  =  0,        Q  =0,        R=  0. 

Sie  stellt  also  einen  blossen  Punct  dar,  und  zwar  denjenigen  Punct,  in  weichem  die  drei  Ebenen 
(P),  (Q)  und  (R)  sich  schneiden. 

Wenn   zweitens   die   letzten    beiden  Bedingungen  nicht  zugleich  befriedigt  werden,    so  können 
wir  der  Gleichung  (4)  auch  nachstehende  Form  geben: 

tu-f  fiv-  =  0,  (5) 

und  dieser,  ähnlich  wie  früher,  Genüge  thun,  indem  wir,  bei  willkührlicher  Annahme  von  #,  gleichzeitig 

t  4-  Sv  =  0, 
Su  —  uv   =  0, 

setzen.  Diejenige  gerade  Linie,  welche  durch  diese  beiden  Gleichungen  dargestellt  wird ,  beschreibt, 
wenn  S  allmählig  alle  möglichen  Werthe  erhält,  die  bezügliche  Fläche,  wobei  sie  indess  in  allen 
ihren  Lagen  durch  einen  festen  Punct  geht,  in  welchem  sich  die  drei  Ebenen  (P),  (Q)  und  (R) 
schneiden.     Die  Fläche  ist  ein  Kegel. 

25.  Wenn  ferner  gleichzeitig 

0  =  0,        03=O,        02  =  0, 

wonach  die  Anzahl  der  nothwendigen  Constanten  sich  um  drei  Einheiten,  also  auf  sechs,  reducirt, 
so  zerfällt  die  gegebene  Gleichung  in  zwei  Gleichungen  des  ersten  Grades,  und  diese  sind  reell 
oder  imaginär,  je  nachdem 

8t  <  o, 

oder  _ 

Mt  >  0. 

Die  dargestellte  Fläche  degenerirt  alsdann  in  ein  System  von  zwei  Ebenen,  die  im  erstenFalle 
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reell,    im  zweiten   imaginär  sind.    Im  letzten  Falle  nimmt  die  allgemeine  Gleichung  die  folgende 

Form  an : 

^.2p2+x2()2  =  OrP  —  xQ  KIZi)OP4-*Q  V  —  \)  =  0, 

woraus  zugleich  ersichtlich  ist,  dass  die  fraglichen  beiden  imaginären  Ebenen : 

ttP— xQ  K±rj  =  o, 

TrP-f-xQKITi  =  0, 

in    einer   reellen   geraden  Linie,    welche  zugleich  auch  die  Durchschnittslinie  der  beiden  Ebenen  (P) 
und  (Q)  ist,    sich    schneiden.     Es  ist  also  nur  ein  andrer  Ausdruck  für  dieselbe  Sache,    wenn  wir 
sagen,  dass  die  allgemeine  Gleichung  in  diesem  Falle  eine  gerade  Linie  darstelle. 
Wenn  endlich  (14) : 

<P  =  0,        03=O,        ©a  =  0,        ä2=0,        Y  =  0,        W0I  =  0, 

so  reducirt  sich  die  Anzahl  der  Constanten  auf  drei   und   es   stellt    die  allgemeine  Gleichung  zwei 
zusammenfallende  Ebenen  dar. 

26.  Die  vorstehende  Unterscheidung  der  Flächen  zweiter  Ordnung  können  wir  als  eine  col li- 
neare bezeichnen,  weil  irgend  zwei  verschiedene  Flächen,  welche  derselben  Gleichungs-Form 
entsprechen,  in  der  allgemeinen  Verwandtschaft  der  Collineation  stehen.*)  Ob  diese  Flächen  sich 
in's  Unendliche  erstrecken  oder  nicht,  liegt  in  ihren  Gleichungen  unmittelbar  nicht  ausgedrückt,  weil 
für  unendlich  weit  entfernte  Puncte  zwar  die  verschiedenen  linearen  Functionen  unendlich  gross 
werden,  ihre  Quotienten  aber  (und  nur  auf  die  Bestimmung-  von  diesen  kommt  es  hier  allein  an) 
endliche  Werthe  erhalten.  Es  verbirgt  sich  das  Unendliche  noch  unter  den  überzähligen  Constanten 
der  allg-emeinen  Coordinaten-Annahme.  Anders  verhält  es  sich  aber,  wenn  wir  die  bisher  unsern 
Erörterungen  zu  Grunde  g-elegte  Gleichung  (1)  auf  die  Form 

Ap*  +  AV-hA/V2  +  2B"pq  +  2B'pr-h2Bqr  +  2Cp-f-2C/q-f-  2C"r-f-D  =  0 
bring-en   können,    wo  alsdann   das  unendlich   weit  Liegende  als  solches    characteristisch  hervortritt. 
Die  hier  sich  anknüpfende  speciellere  Classificirung  der  Flächen  zweiter  Ordnung,  als  deren  allgemeine 
Gleichung  mit  bloss  drei  überzähligen  Constauten  sich  hier  die  folgende  herausstellt: 


*)     Nehmen  wir  irgend  zwei  Flächen  derselben  Unterscheidung,  zum  Beispiel  diejenigen  beiden,  welche   durch 
die  Gleichungen : 

^-P^  +  V-Q^-pi-iV-^s^  =  o, 

bei    beliebiger    Annahme    der  linearen  Functionen  und  der  Coefficienten,  dargestellt  werden,    so    drücken, 
wenn  wir,  der  Kürze  wegen. 


TT       P 

x    Q 

—    =   £i 

ct    a 

p    R 

CT   *    S 

5  ) 

CT,       ö, 

CT,   *   S, 

[Sgjf 

setzen,  die  Gleichungen: 

&  =  S,  ,  n   —  rn,  4  =  £,  , 

welche  die  allgemeinen  Gleichungen  der  Collineation  sind  (EinL  8),  den  Uebergang  von  der  Gleichung 
einer  Fläche  zu  der  Gleichung  der  andern  Fläche  aus.  Wenn  die  lineare  Function  S  auf  eine  bloss« 
Constante  sich  reducirt,  so  sind  die  letzten  Gleichungen  die  allgemeinen  der  Affinität. 

10» 
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*PH-xQ»  -f  PR*  +  o-  =  0, 
können  wir  eine  affine  nennen. 

Imaginäre  Flächen  bestimmen  sich  hier  wie  früher;  die  allgemeine  Form  ihrer  Gleichung  ist : 

OT2P*4.x*Q*  +  p2R2+<r*  =  0.  I. 

Die  geradlinigen  Flächen  bieten  keine  coordinirten  Unterscheidungen  dar.     Sie  heissen,  so  lange 
sie  überhaupt  durch  eine  vollständige  Gleichung  von  der  Form: 

7T'2P2  _f_  *2Q2  _  p2R2  _  ff2    __    0  ,  H. 

dargestellt  werden  können,  hyperbolische  oder  geradlinige  oder  einschalige  Hyperboloide. 
Um  den  Ausdruck  „einschalig"  schon  hier  zu  rechtfertigen,  ist  es  hinreichend  zu  bemerken,  dass 
jede  mit  (R)  parallele  Ebene  die  Fläche  in  einer  Ellipse  schneidet,  deren  Dimensionen  zunehmen, 
wenn  die  schneidende  Ebene  von  der  Ebene  (R)  sich  weiter  entfernt. 

Die  nicht  geradlinigen  Flächen  zerfallen  in   zwei   coordinirte  Gruppen.     Der    ersten    Gruppe 
entsprechen  Gleichungen  von  der  Form: 

:n.?pa  +  x2Q2_|_f,'2R2_ö.a  _  0  ni. 

Dieser  Fall  wird  dadurch  bestimmt,  dass 

<I>  <  0,        g,  >  0,        A03  >  0. 
Die    bezügliche    Fläche   hat   in    Gemässheit   der  vorstehenden    Gleichungs-Form    keine  Puncte,    die 
unendlich  weit  liegen;   sie  heisst  Ellipsoid. 

Der  zweiten  Gruppe  entsprechen  Gleichungen  von  der  folgenden  Form: 

w*p2-|-xSQ«_p2R2-for»    —    (),  IV. 

und  wird  dadurch  bestimmt,  dass 

•  <  0, 

aber  nicht  zugleich  H2  ^>  0  und  A03  ~^>  0.  Die  bezügliche  Fläche  erstreckt  sich  inrs  Unendliche 
und  zwar  in  zwei  von  einander  abgesonderten  Schalen,  welche  zu  den  beiden  Seiten  der  Ebene  (R) 
liegen,  welche  keinen  Punct  mit  der  Fläche  gemein  hat.  Diese  Fläche  heisst  elliptisches  oder 
zwcischaliges   Hyperboloid. 

Hiermit  sind  die  allgemeinen  Fälle  von  Flächen  zweiter  Ordnung,    Fälle,    die    von  neun  Con- 
stanten abhangen,  erschöpft. 

27.    Wenn  03  ==  0, 

ohne  dass  <I>  verschwindet,  so  reducirt  sich  die  Anzahl  der  notwendigen  Constanten  auf  acht. 
Dann  verlieren  die  Formen  I. — IV.  ihre  Bedeutung  und  müssen,  in  Gemässheit  der  19.  Nummer, 
durch  die  folgenden  ersetzt  werden: 

W*P4  — **Q*  +  H  =  0,  V. 

^P'H-*2Q2  +  H  =  0.  VI. 

Statt  der  ersten  dieser  beiden  Formen  können  wir  auch  die  folgende  nehmen : 

tu-(-  UV   =  0, 

und  um  diese  Gleichung  zu  befriedigen,  bei  willkührlicher  Bestimmung  von  o*,  gleichzeitig: 

t-M    =0, 
da —  »v  =  0, 
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setzen.  Das  System  dieser  beiden  Gleichungen  stellt  eine  solche  gerade  Linie  dar,  welche,  wenn  wir 
d  nach  einander  alle  möglichen  AVerthe  geben,  die  fragliche  Fläche  beschreibt.  Die  beschreibende 
gerade  Linie  bleibt  in  allen  ihren  Lagen  der  Ebene  (t)  parallel  und  darin  unterscheidet  sich  dieser 
Fall  von  der  allgemeinern  Beschreibung  eines  geradlinigen  Hyperboloids.  Die  Fläche  heisst  hyper- 
bolisches oder  geradliniges  Paraboloid  und  ist  dadurch  bestimmt,  dass,  neben  der  obigen 
Bedingungs-Gleichung-,  auch  noch  die  beiden  Beding-ung-en : 

B,  <  0,  *  >  0, 

von  welchen  eine  die  andere  mit  sich  bringt,  erfüllt  werden. 
In  dem  zweiten  Falle,  wo 

8t  >  0,  «I»  <  0, 

ist  die  Fläche  keine  geradlinige  und  heisst  elliptisches  Paraboloid. 

Die  Bestimmung-en ,  dass  die  allgemeine  Gleichung  einen  Kegel  und  einen  Punct  dar- 
stelle, sind  dieselben  als  in  der  24.  Nummer.  Die  Anzahl  der  notwendigen  Constanten  beträgt 
acht  und  die  entsprechenden  Formen  sind': 

^apa  +  x*Qi  _  p2R2  __  0 ^  V1I 

,r*P2+**Q*-f  p2R*  ==  0.  VIII. 

28.     Den  gleichzeitigen  Bedingungs-Gleichungen 

0>  =  0,  03=O, 

welche  die  Anzahl  der  notwendigen  Constanten  auf  sieben  reduciren,  entsprechen  drei  coordinirte 
Fälle.     Je  nachdem  erstens 

S*  <  0, 


oder  zweitens 

oder  endlich  drittens 


St  >  0,  A0.2  <  0, 

H,  >  0,  A0.2>O, 

kann  die  allgemeine  Gleichung  bezüglich  auf  die  folgenden  drei  Formen  gebracht  werden: 

^pi  —  ^Q*-.^   __  0?  jX. 

*>P*4>«*Q*-|»**  =  0.  XI. 

Die  beiden  ersten  dieser  Gleichungen  können  wir  auch  unter  der  folgenden  Form  schreiben : 

u2±?.v(v-hO, 
und  dann  befriedigen,  indem  wir,  bei  willkührlicher  Annahme  von  S,  gleichzeitig 

u±dv  =  0, 
3a-\-X(y  +  e)  =  0, 

setzen.  Die  durch  diese  beiden  Gleichungen  dargestellte  gerade  Linie  beschreibt  also  die  fragliche 
Fläche,  wenn»  8  nach  einander  alle  möglichen  Werthe  erhält.  Diese  gerade  Linie  bleibt  in  allen 
ihren  Lagen  mit  sich  selbst  parallel  und  erzeugt  also  eine  cylindrische  Fläche,  und  zwar  im  ersten 
Falle  einen  hyperbolischen  Cylinder  und  im  zweiten  Falle  einen  elliptischen  Cylinder. 
Im  dritten  Falle  Mird  die  Fläche  imaginär:  wir  müssen  dieselbe  consequenter  Weise  als  einen 
imaginären  Cylinder  bezeichnen. 

Es  ergibt  sich  endlich  noch  ein  vierter,  aber  untergeordneter  Fall,  der  von  sechs  nothwendigen 
Constanten  abhängt,  dadurch  bestimmt,  dass 
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<i>  =  o,      0,  =  o,      Ui  =  o. 

Diesem  Falle  entspricht  die  characteristischc  Form : 

p2_h^H=0.  XII. 

Die  bezügliche  Fläche  ist  ein  parabolischer  C} linder. 

29.  Die  Bestimmungen,  dass  die  fragliche  Fläche  in  ein  System  von  zwei  reellen  oder  zwei 
imaginären  Ebenen,  das  ebenfalls  von  sechs  notwendigen  Constanten  abhängt,  degenerire  und 
demnach  durch  Gleichungen  von  folgender  Form  dargestellt  werde: 

i*p*"-l  «*(jji  =  0,  XIII. 

W«p-2+*2Q*    =   0,  XIV. 

bleiben  dieselben  als  in  der  25.  Nummer,  nemlich: 

4>  =  0,        03  =  0,        0,  =  0, 
wobei  zugleich  in  dem  ersten  Falle 

St  <  o, 

und  in  dem  zweiten  Falle: 

;  &X     >    0. 

Dann  ergeben  sich,  in  Gemässhcit  der  18.  Nummer,  zwei  untergeordnete  Fälle,  die  nur  von  vier 
Constanten  abhangen  und  durch  die  Bedingungs-Gleichungen: 

$  =  0,        03  =  0,        02  =  0,        Ez  =  0,        foi  =  o, 
bestimmt  werden.    Die  diesen  Bedingungs-Gleichungen  entsprechenden  Formen  sind  die  folgenden: 

p2_0-2  =o,  XV. 

P'2+o-'2  =  0,  XVI. 

je  nachdem  überdiess 

Y<0, 

oder  *  Y  ;>  0. 

Die  allgemeine  Gleichung  stellt  alsdann  ein  System  von  zwei  parallelen  Ebenen,  die  im  ersten 
Falle  reell,  im  zweiten  imaginär  sind,  dar. 
Wenn  endlich 

<I>=0,        03=O,        02=O,        Ej=0,        Y  =  0,        W0<  m  0, 
so  wird  dadurch  die  Anzahl  der  nothwendigen  Constanten  auf  drei  reducirt.    Die  allgemeine  Gleichung 
stellt  alsdann,  da  sie  sich  auf  die  Form 

P*  =  0  .  XVIL 

bringen    lässt,   ein  System  zweier  zusammenfallenden  Ebenen  dar.     Die  vorstehenden  sechs 
Bcdingungs-Gleichungcn  können  wir,  nach  der  14.  Nummer,  auch  mit  einfachem  vertauschen. 
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§.    3. 
Aufzählung  der  Flächen  der  zweiten  Classe. 

30.  Wir  wollen,  indem  wir  zuvörderst  wieder  die  folgende  Gleichiings-Form : 

Ap2  -f  A'q2 -f-  A"r2  -f-  A'"s2-f-  2B"pq  +  2B'pr  +  2ßqr +  2Cps  +  2C'qs -f  2C"rs  =  0, 

zu  Grunde  legen,  den  veränderlichen  Grössen  p,  q,  r,  s  nun  die  Bedeutung-  von  vier  linearen  Plan- 
Coordinaten  beilegen,  und  auch  hier  die  Abkürzungen  der  10.  Nummer  beibehalten.  Diese  Gleichung 
stellt  alsdann  die  Flächen  zweiter  Classe  dar,  welche,  im  Allgemeinen,  mit  den  Flächen  zweiter 
Ordnung  einerlei  sind.  (Einl.  26)     Sie  lässt  sich  auf  die  Form: 

rrPi  +  xQ^-r-pR'i  +  crS2   =  0, 

bringen,  wobei  wir  durch  P,  Q,  R  und  S  neue  lineare  Plan-Coordinaten  bezeichnen,  und  dann  bietet 
diese  Form  wiederum,  ohne  dass  eine  Particularisation  eintritt,  drei  coordinirte  Fälle  dar: 

rr-2p-2_f_x-2Q-2_f_p-2R2  +  (r-iS2    =    0? 

cr-2p2+J{2Q2_p2R2_(r-2S-2    _.    0>  ^ 

w«ps— xaQ24->4R*-fcr*S«  =  0, 

wobei  wir  die  beiden  letzten  Gleichungen  auch  durch  die  nachstehenden  ersetzen  können : 

tu-f-jxvw  =  0, 
tu  +  p2R2  +  o-2S2  =  0. 

Diesen  drei  Gleichungs-Formen  entsprechen,  auf  ganz  gleiche  Meise,  wie  in  der  23.  Nummer, 
imaginäre  Flächen,  geradlinige  Flächen,  nicht  geradlinige  Flächen.  Wir  können 
diess  direct  nachweiseu ;  sind  aber  zugleich  einer  solchen  Nachweisung  durch  das  Princip  der 
Reciprocität  überhoben.*)  Je  zwei  geradlinige,  so  wie  je  zwei  nicht  geradlinige  Flächen  sind 
als  zwei  reciproke  Flächen  anzusehen.  Dieselbe  Fläche  oder  überhaupt  Flächen  aus  derselben  jener 
drei  allgemeinen  Abtheilungen  werden  einerseits  in  der  allgemeinen  Punct-Coordinaten-Bestimmung 
und  andrerseits  in  der  allgemeinen  Plan-Coordinaten-Bestimmung  durch  zwei  Gleichungen  von  genau 
derselben  Form  dargestellt. 

31.  Wenn  4>  =  0, 

wodurch  die  Anzahl  der  notwendigen  Constanten  sich  auf  acht  reducirt,  so  ergeben  sich  die  in 
der  nachstehenden  Gleichang  zusammengezogenen  Formen: 

^pi^Q-ippZR^   =  o. 


»)      Setzen  wir  nemlich 


:xP  *Q_  PR_ 

— *"5~  =  ®j  — •  ~sr  =  H,  — .—  =  Z, 

<r      S  ab  <r       S 


Z±^=-s  !il-r  ill:=; 


ZI 
*\ 

indem  wir  !r,  rt  und  £  als  allgemeine  Punct-Coordihaten  nehmen,    so  sind  die  Gleichungen: 

0  =  S,         H  =  rt,        Z  =  li 
die   Gleichungen   der   Reciprocität    und   diese   führen    alsdann  von  jeder  der  drei  Gleichungen  (1)  zu  einer 
Gleichung  von  ganz  derselhen  Form  in  P;  Q}  R,  S. 
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In  dem  Falle  des  negativen  Zeichens  stellt  diese  Gleichung  eine  ebene  reelle  Curve  der  zweiten 
Classe  dar,  welche  ganz  in  der  Ebene  der  drei  Puncte  (P),  (Q)  und  (R)  liegt;    in  dem  Falle  des 
positiven  Zeichens  stellt  sie  eine  imaginäre  Curve  dieser  Classe,  oder,  was  dasselbe  heisst,   eine 
Ebene  dar,  nemlich  die  Ebene  der  drei  Puncte  (P),  (Q)  und  (R). 
Wenn  zugleich 

tj>  =  o,      ©3  =  o,      e.z  =  0, 

wodurch  die  Anzahl  der  noth wendigen  Constanten  sich  auf  sechs  reducirt,  kann  die  allgemeine 
Gleichung-  auf  eine  von  folgenden  beiden  Formen  gebracht  werden  s 

rc2P2  +  x*Q*  =  0, 

und  stellt  alsdann  ein  System  von  zwei  reellen  oder  zwei  imag-inären  Puncten  dar.  Im 
letztem  Falle  können  wir  auch  sagen,  dass  die  gerade  L  in  i  e  (P,  Q)  durch  die  allgemeine  Gleichung 
dargestellt  werde. 

Wenn  endlich  zugleich  (wir  nehmen  die  einfachsten  Beding-ungs-Gleichungen  der  14.  Nummer): 
¥03=0,        ¥„=0,        <P23=0,        ¥ia  =  0,        *jj  =0,        ¥31=0, 
so  erhalten  wir,  von  drei  Constanten  abhängend,  das  System  zweier  zusammenfallenden  Puncte: 

P2  =  0. 
Auch    diese   Particularisationen    sind    der    collinearen    Classification    des   vorigen  Paragraphen 
ganz  analog. 

32.  Wir  erhalten  neue  Unterscheidungen,  wenn  wir  eine  der  vier  ursprünglichen  Veränderlichen, 
etwa  s,  mit  einer  blossen  Constanten  vertauschen,  wonach: 

Ap2+AY+A"r2  +  2B//pq  +  2B/pr-f2Bqr-f2Cp  +  2C'q+2C"r-f  D  s  0. 
Dann    ist    der,    der    frühem   linearen    Function   s    entsprechende,   Punct   nach    gegebener   Richtung 
unendlich   weit   gerückt,    während  wir  den  drei  übrigen  Veränderlichen  p,  q,  r  die  Bedeutung  geben 
können  von  drei  mit  unbestimmten  Coefficienten  multiplicirten  Segmenten,   welche  auf  drei,  nach  der 
gegebenen  Richtung  durch  die  drei  Puncte : 

p  =  0,         q  =  0,        r  =  0, 

gehenden,  geraden  Linien  zwischen  diesen  festen  Puncten  und  (Jer  bezüglichen  Ebene  liegen.  (Einl.) 
Hier  können  wir  aber  keine  Analogie  mehr  mit  der  geometrischen  Deutung"  der  entsprechenden 
Entwickelungen  des  vorigen  Paragraphen  erwarten.  Während  neinlich  bei  derjenigen  Coordinaten- 
Bestimmung,  welche  der  Aufzählung  der  17  Fälle  dieses  Paragraphen  zu  Grunde  liegt,  die  Coordinaten- 
Ebene  (s),  dadurch,  dass  an  die  Stelle  der  Veränderlichen  s  eine  blosse  Constante  getreten,  unendlich 
weit  gerückt  ist,  hat  sie  jede  Spur  ihrer  frühern  Richtung-  verloren  und  deshalb  kann  hier  auch  die 
Lage  der  Fläche  durchaus  nicht,  sondern  einzig  und  allein  ihre  eigene  Natur  den  Eintheilungs- 
Grund  abgeben.  Anders  verhält  es  sich  hier,  wo  eine  Ebene  nicht  unendlich  weit  zu  liegen  braucht, 
damit  ihre  drei  Coordinaten  unendlich  gross  werden;  diess  geschieht  nemlich  dann,  wenn  die 
fragliche  Ebene  der  g-egebenen  Richtung  parallel  ist,  und  hört  also  auf  zu  geschehen,  wenn  die 
Ebene  gedreht  wird.  Also  muss  nothwendig  bei  der  frag-lichen  neuen  Einthcilung-  die  Lage  der 
Fläche  in  Beziehung  auf  die  gegebene  Richtung-  maassgebend  sein. 

33.  \\  ir  begegnen  keiner  Schwierigkeit,  wenn  wir,  in  der  neuen  Coordinaten-Annahme,  die  17 
verschiedenen  Gleichungs-Formen  geometrisch  deuten.  Statt  dessen  wollen  wir  sogleich  die  Annahme 
machen,  dass   drei   der   vier,    die    Plan-Coordinaten-Bestimmung    vermittelnden,   Puncte    nach    drei 
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gegebenen  Richtungen  unendlich  weit  liegen.  Dann  erhalten  wir  das  einfachste  Plan-Coordinaten- 
System,  und  wenn  wir  die  vier  Coordinaten  der  Ebene,  wie  in  der  7.  Nummer  der  Einleitung,  durch 
w,  t,  u  und  v  bezeichnen,  für  die  allgemeine  Gleichung-  der  Flächen  zweiter  Classe: 

Aw2-r-A/t*-|-A//u'i  +  A/"v2-h2ß//tw-r-2B/uw-f  2Btu+2Cvw-h2C'tv-t-2C//uv  =  0.        (1) 

Im  Allgemeinen  können  wir  dieser  Gleichung,  indem  wir 

V    EEEV, 

U    =   U  +  JT, 

T  ==  t-h^'u-f  ßr,  (?) 

W  =  w  -}-  at  -f-  a'u  -f*  a"v  , 

setzen  und  übrigens  die  bisherige  Bezeichnung  beibehalten,  auf  folgende  Form  bringen : 

AW«+^.T«+gf^s+^-.Vf  =0,  (3) 

und  erhalten  alsdann,  denselben  Bedingungen  als  früher  in  der  26.  Nummer  entsprechend,  die  nach- 
stehenden vier  coordinirten  allgemeinen  Gleichungs-Formen : 

w*W*-hx*T*  +  pnj*4-<r*V*  ==  0,  I. 

w2W2-h^T'2  —  P*U*  —  <r>V*  =0,  H. 

3r«W'2  —  x2T2  —  p2U'2  —  o-'2V2  =  o,  ni. 

n 2\v  2  4-x-iT2  -f  p*U1 — o-2V'2  =  0.  IV. 

Diese  vier  Gleichungen  stellen  bezüglich  eine  imaginäre  Fläche,  ein  cinschaliges  Hyper- 
boloid, ein  Ellipsoid  und  ein  zweischaliges  Hyperboloid  dar.  Bloss  die  Unterscheidung 
der  beiden  letzten,  nicht  geradlinigen,  Flächen  bleibt  noch  zu  rechtfertigen  übrig.  Zu  diesem  Ende 
bemerken  wir,    dass,  im  Falle  der  Gleichung  III.,  die  umhüllende  Ebene  alle  möglichen  Richtung-en 

ü  V 

haben,  aber  weder  durch  den  Punct  (\Y)  gehen  noch  unendlich  weit  rücken  kann,  weil  —  und   -=■ 

T     ü     V 

zwar  alle  möglichen  Werthe  erhalten,  aber  tf>  yv»tf    weder    zugleich    unendlich    gross    werden, 

noch  zugleich  verschwinden  können.  Hiernach  ist  die  dargestellte  Fläche  eine  im  endlichen  Räume 
umschlossene,  wie  die  durch  die  gleichnamige  Gleichung  der  26.  Nummer  dargestellte,  mithin 
ein  Ellipsoid. 

Wenn  wir  W  =  1  setzen,  so  stellen  die  vorstehenden  Gleichungen,  bei  derselben  Form,  dieselbe 
Flächen-Gattung  als  in  der  Voraussetzung  ganzer  und  linearer  Punct-Coordinaten  dar. 

Wenn  4>  =  0, 

wonach  die  Anzahl  der  notwendigen  Constanten  sich  auf  acht  reducirt,  so  ergeben  sich  die 
folgenden  drei  coordinirten  Gleichungs-Formen: 

rrnv*+x-2r2-f  p*u*  =  o,  v. 

9r*W*~-x?P*«-p%*  =  0,  VL 

w*  W*  +  xit2  -  P2ü2  =  0,  VD. 

welche  ebene  Curven  zweiter  Classe  darstellen.  Es  stellen  nemlich  in  Folge  der  identischen 
Gleichungen  (2)  auch  die  drei  Gleichungen: 

T  =  0,        ü  =  0,        V  =  0, 

11 
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drei  Puncte  dar,   die  nach   gegebenen  Richtungen   unendlich   weit  liegen.    Von   diesen  Richtungen 
können  wir  annehmen,  dass  sie  in  dem  Puncte 

W  =  0 

«ich  schneiden,  und  sie  dann  als  die  Axen  T,  U  und  V  bezeichnen.    Die  reeiproken  Werthe  derjenigen 
Segmente,   die  eine  gegebene  Ebene  von  diesen  drei  Axen  abschneidet,   sind,    mit   entgegengesetzten 

TU  V 

Zeichen  genommen,  für  die  gegebene  Ebene  die  Werthe  der  Coordinaten  ■==,  —  und  -rrr.      Da   aus 

den  Gleichungen  V. — VII.  die  dritte  dieser  Coordinaten  ganz  verschwunden  ist,  so  bestimmen  irgend 
swei  Werthe  der  beiden  übrig  gebliebenen  Coordinaten,  welche  diese  Gleichungen  befriedigen, 
unendlich  viele  Ebenen ,  welche  alle  eine  in  der  Ebene  der  beiden  Axen  T  und  U  liegende  gerade 
Linie  zum  gemeinschaftlichen  Durchschnitte  haben.  Diese  gerade  Linie  tritt,  bei  anderer  Annahme 
der  Coordinaten- Werthe  nicht  aus  der  Ebene  dieser  beiden  Axen  heraus,  und  umhüllt  eine  in  derselben 
Ebene  liegende  Curve,  die  wir  auch  als  von  jeder  Ebene,  welche  durch  diese  gerade  Linie  geht, 
umhüllt  betrachten  können.  In  diesem  Sinne  stellen  die  fraglichen  drei  Gleichungen  eine  in  der 
Ebene  der  Axen  T  und  U,  die  wir  auch  als  Ebene  (W,  T,  U)  bezeichnen  können,  liegende  Curve 
zweiter  Classe  dar,  und  zwar  bezüglich,  den  Bedingungen 

E2  <  0,  A03  >  0, 

~,  >  0,  A03  >  0, 

A03  <  0, 
entsprechend,  eine  imaginäre  Curve  der  zweiten  Classe,  eine  Ellipse,  eine  Hyperbel. 
Wenn  zugleich 

•  =  0,      es  =  o,      0.,  =  o, 

so  ergeben  sich  je  nach  dem  Zeichen  von  B-i  zwei  Gleichungs-Formen,  die  wir  in  die  folgende 
zusammenziehen  können: 

A2W2±X'2T2    _!    0?  yjjj     jx 

wonach  die  dargestellte  Fläche  in  ein  System  von  zwei  imaginären  oder  zwei  reellen 
Punctcn  ausartet.  In  dem  Falle  imaginärer  Puncte  können  Mir  auch  sagen,  dass  die  Fläche  in 
eine     reelle    gerade  Linie   degenerire,   welche   hier  mit   der    Linie    (W,  T),    oder   der   Axe 

T,  zusammenfällt. 

Wenn  endlich,  wie  in  der  29.  Nummer: 
'     *  =  0,        03  =  O,        0.2=O,        £.,=0,        Y  =  0,        *oi=0, 
so  geht  die  ursprüngliche  Gleichung  (1)  in  die  folgende  über: 

w«  =  o ,  x. 

und  stellt  also  ein  System  von  zwei  zusammenfallenden  Puncten  dar. 

34.    Es  sind  nun  noch  diejenigen  Fälle  zu  betrachten  übrig,  in  welchen  die  allgemeine  Form : 

-x  W  ?  +  xT  *  +  pU*  +  aV  ?  =  0 , 
dadurch    illusorisch   wird ,    dass  einer  der  Coefficienten  in  derselben  einen  unendlich  grossen  Wcrth 
erhält.     Diess  findet,   in  Gcmässhcit  der  15.  Nummer,  erstens  Statt,   wenn  03,  nicht  aber  gleich- 
zeitig <1»,  verschwindet.     Dann  ergibt  sich  indess,  indem  vir 

A'"v-f-2C"u  +  2C't  +  2Cw  =  H 
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setzen  ,  die  folgende  Form : 


AW*  +  P.  T2  +  HV  =  0.  (4) 

A 


Zweitens  findet  dieses  Statt,  wenn  ü:.2,  nicht  aber  gleichzeitig-  03  verschwindet;  dann  kommt, 
wenn  wir  nach  der  eben  angezogenen  Nummer: 

A"u-f2Bt-f  2B'w  ==  K 
setzen,  die  folgende  Form: 

AW*  +  KU  -f  %-•  V2  =  0.  (5) 

03 

wobei  U  =  u — yx. 

Die  vorstehenden  Formen  (4)  und  (5)  sind  zwar  in  den  allgemeinen  der  beiden  letzten 
Gleichungen  (1)  der  30.  Nummer  einbegriffen,  lassen  sich  aber  nicht  auf  die  speciellern  Formen 
I. — IV.  bringen.  Der  Grund  von  diesem  letztern  Umstände  ist  aber  bereits  schon  in  der  15.  Nummer 
angedeutet ;  er  fallt,  was  die  Gleichung  (4)  betrifft,  fort,  wenn  wir  statt  der  ursprünglichen  Veränderlichen 
v  eine  andere,  bei  beliebiger  Annahme  von  t  etwa  (v-J-tu),  einführen,  oder,  was  dasselbe  heisst, 
die  Richtung  der  Axe  v  ändern,  indem  wir  diese  Axe,  etwa  in  der  Ebene  (w,  u,  v),  um  den  Punct 
(w)  sich  drehen  lassen.  Dadurch  erhalten  nemlich  die  Constanten  der  ursprünglichen  Gleichung 
andere  Werthe,  so  dass  im  Allgemeinen  03  dann  nicht  mehr  verschwindet  und  die  Form  (3)  von 
Neuem  wieder  möglich  wird.  Es  erhellt  hieraus,  dass  durch  die  Bedingung-  des  Verschwindcns  von 
©3  die  Natur  der  dargestellten  Fläche  keiner  Particularisation  unterworfen  wird,  sondern  dass 
dadurch  bloss  eine  particuläre  Lage  gegen  die  Axe  v  ang-ezeig-t  wird. 

Ganz  analog  verhält  es  sich  in  dem  Falle  der  Gleichung-s-Form  (5),  wo  wir  nur  den  ursprüng- 
lichen Axen  u  und  v  eine  andere  Richtung  zu  geben  brauchen ,  damit  die  allgemeine  Gleichung  auf 
die  Form  (3)  gebracht  werden  könne. 

Es  bleibt  hier  nur  noch  die  Frage  zu  beantworten  übrig,  zu  welchen  der  Formeln  I.  —  IV.,  bei 
veränderter  Axen- Annahme,  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  führen.  Wir  sehen  zuvörderst,  dass  die 
Form  I.  ausgeschlossen  ist,  die  Fläche  also  beidesmal  nothwendig  reell  ist.  Aus  den  Formen  IL— IV. 
ist  ferner  ersichtlich,  dass  W  nur  in  dem  Falle  der  beiden  Hyperboloide  IL  und  IV.  verschwinden 
kann,  nicht  aber  in  dem  Falle  des  Ellipsoids  III.  Also  können  auch  die  Gleichungen  (4)  und  (5) 
kein  Ellipsoid  darstellen.  Beide  Gleichungen  stellen  also  entweder  ein  einschaliges  oder  ein 
zw  eischaliges  Hvperboloid  dar.  Ersteres  findet  für  die  Gleichung-s-Form  (4)  offenbar  dann 
Statt,  wenn  neben  der  obig-cn  Bedingungs-Glcichung  03  =  0: 

ä,  <  0, 
und  für  die  Gleichungs-Form  (5),  wenn  neben  der  Bedingung-s-Gleichung  ÜT.2  =  0, 

$  >  0; 
denn  alsdann  erhalten  das  erste  und  letzte  Glied  dieser  Gleichung  entgegengesetzte  Zeichen,    weil,  in 
Folge  der  1.  Gleichung  IV.  der  10.  Nummer,  durch  das  Verschwinden  von  H2»    der  Werth  für  A03 
gleich  — CP03)*»  a'so  neaa*iv  wird.     Werden  diese  Bedingungen  nicht  befriedig-t,    so  ist  die  Fläche 
ein  zweischalig-es  Ellipsoid. 

Wenn  endlich,  im  Falle  der  Glcichnng-  (4), 

32  =  0, 
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und  im  Falle  der  Gleichung  (5) 

#  =  0, 

so  erhalten  wir  bezüglich  die  übereinstimmenden  Gleichungs-Formen: 

AW2  +  HV  =  0,  AW2  +  KU  =  0, 

welche  eine  Hyperbel  darstellen,  die  bezüglicg  gegen  die  Axen  V  und  U  eine  solche  Lage  hat ,  dass 
ihre  Gleichung  nicht  mehr  auf  die  Form  VII.  gebracht  werden  kann. 

33.    Zuletzt  ist  noch  derjenige  Fall  zu  betrachten,    wo  die  allgemeine  Gleichungs-Form  dadurch 

unstatthaft  wird,  dass 

A  =  0. 

Dann  ergibt  sich  schon  aus  dem  blossen  Anblick  der  ursprünglichen  Gleichung  (1)  eine  charakte- 
ristische Eig-enschaft  der  alsdann  durch  dieselbe  dargestellten  Fläche.  Beliebig  angenommenen 
Werthen  von  t,  u,  v  entspricht  in  diesem  Falle  immer  ein  einziger  Werth  von  w,  weil  der  zweite 
durch  das  Verschwinden  von  A  unendlich  gross  wird-  Es  gibt  also  auch  immer  nur  eine  einzige 
Lage  der  umhüllenden  Ebene,  in  welcher  sie  irgend  einer  gegebenen  Ebene  parallel  ist.  In  der 
zweiten  Lage  ist  sie  unendlich  weit  gerückt. 

Wir  erhalten,  diesem  Falle  entsprechend,   in  Gemässheit  der  15.  Nummer,  indem   wir  in    der 
ursprünglichen  Gleichung- 

.    y  =V, 

U    BS    Ü+VV, 

t   =  T  +  piJ-t-pV, 
w  =  W'-f  a'U-f-aV, 
setzen,  und  A  Null  nehmen: 

(2B"\Y'-rA'T)T-f  —  .US-h—  .V*  =  0,  (6) 

•wobei  wir  noch,  der  Kürze  wegen, 

2B"W'-f  A'T  ==  W 

setzen  wollen.  Wir  erhalten  hier  zwei  verschiedene  coordinirte  Fälle,  je  nachdem  S.2  und  Q>  im 
Zeichen  übereinstimmen  oder  nicht,  oder,  was  in  Folge  der  ersten  der  identischen  Gleichungen  IX. 
hiermit  gleichbedeutend  ist,  je  nachdem 

030.2  —  (A22)*  >  0,    oder    0302  —  (Aa3)*  <  0. 

Die  beiden  neuen,  von  acht  nothwendig-en  Constanten  abhängigen  Gleichung-s-Formen  sind  hiernach: 

WT  +  p*U*-r-o-*V*  =0,  XI. 

WT  +  p'ü.-^=0,  XII. 

wobei  wir  die  letzte  Gleichungs-Form  auch  mit  der  folg-endcn  vertauschen  können: 

WT-KpU-r-(rV)(pU— <rV)  =  0. 

Die  durch  diese  Gleichungen  dargestellten  Flächen  sind  die  beiden  Paraboloide,  das  elliptische 
und  hyperbolische.  Um  dies  nicht  bloss  als  Definition  hinzustellen,  sondern  auch  nachzuweisen, 
dass  diese  Benennung-  mit  der,  bereits  im  vorigen  Paragraphen  angewandten,  übereinstimme,  wird 
es  hinreichen,  bloss  den  zweiten  der  beiden  coordinirten  Fälle  näher  in's  Auge  zu  fassen.  Um  die 
letzte  Gleichung-  zu  befriedigen,  können  wir,  bei  willkührlichcr  Annahme  eines  unbestimmttn  Coef- 
ficienten  <?,  gleichzeitig 
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W  — 3(pU  —  all)  =  0, 

aT-h(pü+<rV)  =  o, 

setzen.    Die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  stellt  einen  Punct  dar,  der  seine  Lage  bei  einer  andern 

Annahme  von  o  ändert,  die  zweite  einen  Punct,    der  nach  bestimmter  Richtung  unendlich  weit  liegt. 

Diese  Richtung  ändert;  sich  mit  <?,   aber  so,    dass  sie  in  allen  ihren  Lagen  einer  gegebenen  Ebene, 

(derjenigen  Ebene   nemiich,    welche    durch    die   beiden  Axen   U   und  V    geht)    parallel  bleibt.     Das 

System  der  beiden  letzten  Gleichungen  stellt  also  eine  solche   gerade  Linie   dar,   welche    durch    den 

ersten  Punct  geht  und  dieser  Ebene  parallel  ist,  und  die  also,  wenn  der  Werth  von  8  nach  einander 

alle  möglichen  Werthe  erhält,  ein  hyperbolisches  Paraboloid  beschreibt  (27). 

Wenn  zugleich  endlich 

A  =  0,  <D  =  0, 

so  artet  die  Fläche,    indem  ihre  Gleichung  die  folgende  Form  mit  sieben  nothwendigen  Constanten 

annimmt : 

-    wt+pU2  =  o,  xin. 

in  eine  ebene  Curve  aus  und  diese  Cnrve  ist  eine  Parabel. 
36.    Wenn  gleichzeitig 

A=0,        0)  =  0,        Q3  =  0,        0j  =  0, 

so  reducirt  sich  die  Anzahl  der  nothwendigen  Bedingungen  auf  fünf.  Die  umgeformte  Gleichung 
stellt,  indem  sie  alsdann  die  nachstehende  Form  annimmt : 

WT  =  0,  XIV. 

ein  System   von  zwei  Puncten  dar,   von  welchen  einer,    nach  gegebener  Richtung, 

unendlich  weit  liegt. 

Wenn  gleichzeitig  ferner: 

A  =  0,  S2  =  0, 

oder  was,    in  Folge   der  ersten    identischen  Gleichung-  I.    der  10.  Nummer,   hiermit   identisch    ist, 

wenn  gleichzeitig: 

A  =  0,  B"  =  0, 

so  wird  die  Gleichung  (6)  wiederum  illusorisch,  was  aber  nur  in  der  besondern  Lage  der  Fläche  gegen 

die  Axe  t  seinen  Grund  hat.  Bei  einer  Vertauschung  dieser  Axe  mit  einer  der  beiden  Axen  u  und  v  hört 

diese  Form,  im  Allgemeinen,  wieder  auf,  illusorisch  zu  sein.     Dann  aber  bleibt  sie  es  immer,  wenn 

gleichzeitig 

A  ==  0,         ~,  =  0,        ft  =  0,        Y  =  0, 

oder,  was  hiermit  gleichbedeutend, 

A  =  0,        B"  =  0,        B'  =  0,        C  =  0, 
in  welchem  Falle   die   ursprüngliche   Gleichung    sich   auf  eine  ^omogene    zwischen  den  drei  Ver- 
änderlichen t,  u  und  v  reducirt,  und  nach  der  Umformung  in  die  folgende  übergeht: 

A'T2  +  ~.  U*  -f  -  •  V2  =  0.  (7) 

A'  X 

Um  diese  Form  aus  (6)  abzuleiten,  setzen  wir  zuvorderst  B"  gleich  Null,  wonach  das  erste  Glied 
sich  auf  A'T2  reducirt.  Ferner  verschwindet  9tt  und  demnach  kommt,  wenn  wir  das  Quadrat 
dieses  Ausdrucks  vernachlässigen,  in  Folge  der  zweiten  identischen  Gleichung  IV.  der  10.  Nummer: 

w3  _^_ 

'S  A>* 


86  Flächen  zweiter  Ordnung  und  zweiler  Classe. 

Ferner  verschwindet  Ao3  und  wenn  wir  das  Quadrat  dieses  Ausdrucks  vernachlässigen,  in  Folge  der 
3.  identischen  Gleichung-  IX.  der  10.  Nummer 

0>        0 

Die  Gleichungs-Formen  V  —  VI.  des  gegenwärtigen  Pragraphen  stellen ,  statt  einer  Fläche,  eine 
blosse  C  u  r  v  e  dar,  und  diese  liegt  in  der  Ebene  der  drei  Puncte : 

W  =  0,        T  =  0,        U  =  0, 

von  welchen  die  beiden  letzten  nach  bestimmten  Richtungen  unendlich  weit  liegen,  oder,  mit  andern 
Worten,  sie  liegt  in  der  Ebene  der  beiden  Axen  T  und  U.  In  dem  Fall  der  Gleichungs-Form  (7) 
ist,  an  der  Stelle  des  Punctes  \V,  der  Punct  V  getreten,  der  ebenfalls  unendlich  weit  liegt.  Die 
Analogie  rechtfertigt  uns  also,  wenn  wir  sagen,  dass  diese  Gleichung  eine  ebene  Curve  zweiter  Classe 
darstellt,  die  in  der  Ebene  der  drei  Puncte 

T  =  0,        U  =  0,        V  J  0, 

oder,  mit  andern  Worten,  unendlich  weit  liegt.  Einige  nähere  Erörterungen  möchten  hier  wünschens- 
wert!! erscheinen. 

Wenn  gleichzeitig  mit  der  Gleichung  (7)  die  folgende: 

W  =  0 

besteht,  so  stellt  das  System  dieser  beiden  Gleichungen  einen  Kegel  dar.  Die  Spitze  desselben 
wird  durch  die  letzte  Gleichung,  die  Richtung  der  durch  dieselbe  gehenden  Berührungs-Ebenen  durch 
die  Gleichung  (7)  bestimmt.  Dieser  Kegel  wird  durch  eine,  parallel  mit  sich  selbst,  immer  weiter 
fortrückende  Ebene  von  gegebener  Richtung  in  einer  Curve  von  immer  wachsenden  Dimensionen 
geschnitten.  Vertauschen  wir  die  letzte  Gleichung  mit  der  Gleichung  irgend  eines  andern  Punctes, 
so  rückt  jener  Kegel,  parrallel  mit  sich  selbst,  fort  und  die  Durchschnitts-Curve  in  jener  Schnitt- 
Ebene,  ist  um  so  mehr  mit  der  frühern  als  identisch  zu  betrachten,  je  weiter  diese  Ebene  liegt.  Bei 
einer  unendlich  entfernten  Lage  der  Schnitt -Ebene  ist  die  Identität  als  vollständig  zu  betrachten, 
nach  derselben  Anschauung,  wie  zwei  parallele  Linie  geraden  in  unendlicher  Entfernung  sich  in  einem 
Puncte,  zwei  parallele  Ebenen  sich  in  einer  geraden  Linie  schneiden.  Dann  hat  aber  auch  die 
schneidende  Ebene  jede  Spur  ihrer  ursprünglichen  Richtung  verloren,  wonach  die  Unterscheidung 
der  Durchschnitts-Curve  als  Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel  wegfällt  und  wir  können  nur,  je  nachdem 
der  Kegel  reell  oder  imaginär  ist,  eine  in  unendlicher  Entfernung  liegende  reelle  oder  imaginäre 
Durchschnitts-Curve  unterscheiden. 

Nach  dem  Vorstehenden  gewinnen  wir  die  folgende  Anschauung.  Wenn  wir  einen  gegebenen 
Kegel  parallel  mit  sich  selbst  verrücken,  so  schneiden  sich  die  parallelen  Berührungs-Ebenen  die  den 
verschiedenen  Lagen  des  Kegels  entsprechen  auf  einer  unendlich  weit  liegenden  geraden  Linie.  Diese 
gerade  Linie,  oder  auch  die  durch  dieselbe  in  jeder  ihrer  verschiedenen  Lagen  gehenden  parallelen 
Berührungs-Ebenen,  umhüllen  in  unendlicher  Entfernung  eine  Curve  der  zweiten  Classe, 
die  in  dem  Falle,  dass  der  Kegel  imaginär  wird,  oder,  was  dasselbe  heisst,  auf  einen  Punct  sich 
reducirt,  imaginär  ist.  Diesen  beiden  Fällen,  entsprechen  die  folgenden  beiden  Gleichungs- Formen 
mit  fünf  notwendigen  Constanten: 

x*T*  +  p«ü*  —  <r*V*  =  0,  XV. 

X*T*  -j-  p*U*  -f-  <r*  V*  =  0.  XVI. 
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Die  Curve  ist  imaginär,  wenn  der  letzten  Form  entsprechend,  gleichzeitig: 

S  <  0,        A'0  >  0, 
sonst  ist  sie  reell. 

Wenn  insbesondere  0  =  0, 

so  stellt  die  aus  (7)  resultirende  Gleichung  mit  vier  notwendigen  Constanten: 

A'*T*+HJ*=0,  XVn       xvm 

ein  System   von  zwei  nach  zwei   bestimmten  Richtung-en  unendlich  weit  lieg-enden 
Puncten  dar,  die  reell  oder  imaginär  sind,  je  nachdem 

H<0        oder        g  ;>  0. 
Wenn  neben  der  vorstehenden  Bedingungs- Gleichung-  auch  noch  £  verschwindet,   so  wird  die 
Gleichung  (7)  illusorisch,    hört  aber   bei  einer  andern   Annahme    der   ursprünglichen   Richtung-   der 
Axe  V  wieder  auf  es  zu  sein.     Wenn  aber  letztlich  zugleich 

0  =  0,        ä  =  0,        Y  =  0, 
so  folgt  aus  der  4.  der  identischen  Gleichungen  IV.  der  10.  Nummer  (weil  19t0  =0  nicht  aber  A7) 

dass   ■=  verschwindet  und  mithin  die  Gleichung  (7)  auf 

m 

T2  =  0,  XIX. 

sich   reducirt,    und   bei   bloss   zwei   noth wendigen    Constanten  ein  System    von  zwei  Puncten 
darstellt,  die  nach  gegebener  Richtung  unendlich  weit  liegen. 


§    4. 

Discussion  der  Gleichlings -Form 

wP*  +  xQ*  -h  pR2  -f  aS2  =  0 

In  der  zweifachen  Coordinaten- Bestimmung. 

37.  Wir  wollen  zuvörderst  den  vier  Veränderlichen  die  Bedeutung"  von  vier  linearen  Punct- 
Coordinaten  geben.     Alsdann  häng-t  die  Bestimmung  einer  Fläche  durch  die  Gleichung: 

OTp-2+xQ*  +pR2  +  <rs*  =0,  (I) 

von  den  vier  g-egebenen  Ebenen 

P  =  0,        Q  =  0,        R  =  0,        S  =  0,  (2) 

und  von  drei  Coefficienten,  im  Allgemeinen  also  von  4.3  +  3=  15  Constanten  ab.  Unter  diesen 
befinden  sich  also  sechs  überzählige.  Jene  vier  Ebenen  stehen  io  einer  symmetrischen  Be- 
ziehung zu  der  dargestellten  Fläche ,  die  näher  zu  bestimmen  uns  zunächst  obliegt.  Der  überzäh- 
ligen Constanten  weg-en,  kann  diese  Beziehung  keine  ausschliessliche  sein. 

Nach  der  25.  Nummer  der  einleitenden  Betrachtungen  können  wir  durch  die  Vermittelung  einer 
Fläche  der  zweiten  Ordnung  die  Reciprocität  zweier  Systeme  constrniren.  Nehmen  wir  für  diese 
Fläche  die,  durch  die  Gleichung  (1)  dargestellte,  setzen  der  Kürze  halber 
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ttP2  +  y.Ql  +  pR*  4-  <rS2  =  X2, 
und   bezeichnen  diejenigen  Werthe  der  vier  Veränderlichen,  welche  irgend  einem  gegebenen  Puncte 
entsprechen,  durch  P',  Q',  R'  und  8',  so  stellt  die  folgende  Gleichung: 

dß  dß  dß   ,   _.    dß 

P'-SP+Ö'-dQ  +  R'-dR+S'-dS=0' 

die  Polar -Ebene  des  gegebenen  Punctes  in  Beziehung  auf  die  Fläche  ü  dar.  Diese  Gleichung  geht, 
entwickelt,  in  die  nachstehende  über: 

ttP'P  -f  xQ'Q  +  pR'R  -f  <rS'S  =  0.  (3) 

Fällt  insbesondere  der  gegebene  Punct  in  den  gemeinschaftlichen  Durchschnitt  dreier  der  vier 
Ebenen  (2),  namentlich  der  drei  ersten,  so  reducirt  sich  die  vorstehende  Gleichung,  durch  das  Ver- 
schwinden von  P',  Q'  und  R',  auf  die  Gleichung  der  vierten  dieser  Ebenen,  auf: 

S  =  0. 
Es    sind   also    die  Ebenen   (2)    die    vier  Polar-Ebenen   der  gegenüberliegenden  Ecken   des  von 
ihnen  "-ebildeten  Tetraeders,   und  umgekehrt,  diese  Ecken   die  Pole  der  gegenüberliegenden  Seiten- 
Ebenen.     Es    sind    ferner,   was    hieraus    folgt,    die    drei   Paare    gegenüberliegender   Kanten    drei 
Paare  reeiproker  Polar-Linien. 

Das  von  den  vier  Ebenen  (2)  gebildete  Tetraeder  wollen  wir  Pol-Tetraeder  nennen. 
38.  Wenn  eine  Kante  des  Pol-Tetraeders  gegeben  ist,  so  erhalten  wir,  nach  der  Theorie  der 
Pole,  in  der  Voraussetzung,  dass  dieselbe  die  Fläche  schneidet,  unmittelbar  die  gegenüberliegende 
Kante,  wenn  wir  in  den  beiden  Durchschnittspuncten  die  beiden  Tangential -Ebenen  der  Fläche  con- 
struiren  und  die  Durchschnitts-Linic  dieser  Ebenen  nehmen.  In  der  Voraussetzung,  dass  durch  die 
gegebene  Kante  zwei  Tangential -Ebenen  an  die  Fläche  sich  legen  lassen,  erhalten  wir  die 
gegenüberliegende ,  wenn  wir  die  beiden  Berührungspuncte  auf  diesen  Tangential  -  Ebenen  durch 
eine  gerade  Linie  verbinden.  In  dem  Falle,  dass  keine  der  beiden  gemachten  Voraussetzungen  Statt 
findet,  bleibt  nur  übrig,  die  gegenüberliegende  Kante  als  die  Durchschnitts -Linie  der  Polar -Ebenen 
irgend  zweier  Puncte  der  gegebenen  Kante,  oder  als  die  Verbindungs- Linie  der  Pole  irgend  zweier 
durch  die  gegebene  Kante  gehenden  Ebenen  zu  construiren. 

Wenn  eine  Ecke  des  Pol-Tetraeders  gegeben  ist,  so  erhalten  wir  die  gegenüberliegende  Seiten- 
Fläche,  wenn  wir  durch  die  Ecke  drei  beliebige  Tangential-Ebenen  an  die  Fläche  und  durch  die  drei 
Berührungspuncte  auf  denselben  eine  Ebene  legen.  In  derselben  Ebene  liegen  alsdann  die  Berührungs- 
puncte auf  allen  Tangential-Ebenen,  welche  durch  die  gegebene  Ecke  gehen.  Diese  Ebenen  umhüllen 
einen  Kegel,  welcher  der  Fläche  umschrieben  ist,  und  diese  Fläche  nach  der  vorstehenden  Bemerkung 
in  einer  ebenen  Curve  berührt.  Wenn  die  gegebene  Ecke  innerhalb  der  Fläche  liegt,  das  h  eis  st, 
wenn  durch  dieselbe  sich  keine  Ebene  legen  lässt,  welche  die  Fläche  berührt,  so  reducirt  sich  der 
fragliche  Kegel  auf  einen  Punct  und  die  Berührungs-Curve  wird,  indem  die  gegenüberliegende  Seiten- 
Ebene  die  Fläche  nicht  schneidet,  imaginär.  Um  alsdann  diese  Seiten -Ebenen  zu  construiren, 
brauchen  wir  bloss  durch  die  gegebene  Ecke  zwei  beliebige  die  Fläche  schneidende  gerade  Linien 
zu  legen:  die  reeiproken  Polaren  von  diesen  liegen  alsdann  beide  in  der  verlangten  Seiten-Ebene. 

Auf  analoge  Weise  bestimmt  sich,  wenn  eine  Seiten-Ebene  des  Pol-Tetraeders  gegeben  ist,  die 
gegenüberliegende  Ecke. 

39.  Die  vorstehenden  Resultate ,  die  wir  hier  nicht  weiter  ausführen  wollen ,  knüpfen  sich, 
abgesehen  von  der  Theorie  der  Pole,  auch  unmittelbar  an  die  Form  der  Gleichung  (1).  Denn,  um 
diese  Gleichung  zu  befriedigen,  können  wir  gleichzeitig,  etwa 
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Knien  dieser  drei  Ebenen  (P,  Q),  (P,  R),  (Q,  R)  drei  zugeordnete  Durchmesser  der  jedesmaligen 
Fläche  sind,  so  behalten  jene  Ebenen  und  diese  geraden  Linien  denselben  Namen  auch  für  den  Fall 
des  Kegels  bei.  Zunächst  tritt  uns  hier  die  Bemerkung  entgegen,  dass  irgend  drei  zugeordnete 
Durchmesser  einer  Fläche  zweiter  Ordnung1  mit  drei  zugeordneten  Durchmessern  des  Asymptoten- 
Kegels  zusammenfallen  (48). 

Setzen  wir  gleichzeitig: 

7rP*+xQ2-fpR2=0,  S  =  0, 

wobei  S  eine  durchaus  beliebige  lineare  Function  bedeutet,  so  stellt  das  System  dieser  beiden  Gleichun- 
gen die  Durchschnitts  -  Curve  des  Kegels  mit  der  Ebene  (S)  dar.  Die  Durchschnittslinien  dieser 
Ebene  mit  den  drei  Diamentral- Ebenen  (P),  (Q)  und  (R)  bilden  ein  Pol -Dreieck  in  Beziehung  auf 
die  Durchschnitts-Curve,  das  heisst,  ein  solches  Dreieck,  in  welchem  die  Winkelpuncte  die  Pole  der 
gegenüberliegenden  Seiten  sind,  und  dessen  Seiten  drei  zugeordnete  Polaren,  dessen  "Win- 
kelpuncte drei  zugeordnete  Pole  genannt  werden.  Es  schneiden  also  irgend  drei  zugeordnete 
Diametral  -  Ebenen  eines  Kegels  jede  Schnitt -Ebene  in  drei  zugeordneten  Polaren  der  Durchschnitts- 
Curve  dieser  Ebenen  und  irgend  drei  zugeordnete  Durchmesser  des  Kegels  schneiden  dieselbe  Ebene  in 
drei  zugeordneten  Polen  der  Curve. 

Um  also  zugeordnete  Durchmesser  und  zugeordnete  Diametral-Ebenen  eines  Kegels  zu  construiren, 
brauchen  wir  bloss  in  irgend  einer  beliebigen  Schnitt -Ebene  irgend  ein  Polar -Dreieck  der  Durch- 
schnitts-Curve zu  construiren-,  diejenigen  geraden  Linien,  welche  die  Spitze  des  Kegels  mit  den 
Winkelpuncten  dieses  Dreiecks  verbinden,  sind  drei  zugeordnete  Durchmesser  und  diejenigen  Ebenen, 
welche  durch  jene  Spitze  und  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  gehen,  drei  zugeordnete  Diametral-Ebenen 
des  Kegels.  Wenn  wir  ferner  in  einer  gegebenen  Ebene  für  irgend  eine  gegebene  gerade  Linie 
den  Pol  in  Beziehung  auf  die  Durchschnitts-Curve  bestimmen,  so  ist  die  gerade  Linie,  welche  die 
Spitze  des  Kegels  mit  diesem  Pole  verbindet,  der  zugeordnete  Durchmesser  derjenigen  Ebene, 
welche  zugleich  die  Spitze  des  Kegels  und  die  gegebene  gerade  Linie  enthält.  Wenn  insbesondere 
eine  der  zugeordneten  Polaren  einer  Durchschnitts-Curve  unendlich  weit  liegt  und  die  beiden  andern 
also  zugeordnete  Durchmesser  derselben  werden,  so  geht  einer  der  drei  entsprechenden  zugeordneten 
Durchmesser  des  Kegels  durch  den  Mittelpunct  der  Durchschnitts-Curve,  während  die  beiden  andern 
den  zugeordneten  Durchmessern  dieser  Curve  parallel  sind. 

Es  tritt  uns  aus  dem  Vorstehenden  die  Bemerkung  entgegen,  dass  die  Beziehung  der  Pole  und  Pola- 
ren eines  Kegelschnittes,  so  wie  der  zugeordneten  Durchmesser  projeetiver  Art  sind,  das  heisst,  auch 
dann  bestehen,  wenn  der  Kegelschnitt  in  eine  andere  Ebene  perspectivisch  projicirt  wird. 

Nach  einer  frühern  Bemerkung,  dass  irgend  drei  zugeordnete  Durchmesser  eines  Kegels  auch 
zugeordnete  Durchmesser  einer  beliebigen  Fläche  zweiter  Ordnung  sind,  die  diesen  Kegel  zum  Asymp- 
toten-Kegel hat,  erhalten  wir  neue  Constructionen  solcher  Durchmesser.  Begegnet  zum  Beispiel  eine 
Diametral  -  Ebene  eines  Hyperboloids  dem  Asymptoten -Kegel  desselben  in  zwei  geraden  Linien,  so 
schneiden  sich  die  Berührungs-Ebenen  des  Kegels  in  demjenigen  Durchmesser  der  Fläche,  welcher 
der  Diametral-Ebene  zugeordnet  ist: 

53.     Wenn  der  Kegel  durch  das  Verschwinden  von  p  in  ein  System  von  zwei  Ebenen: 

7rP2-f-xQ*  =  0, 

ausartet,  so  fällt  eine  der  drei  zugeordneten  Diametral-Ebenen  fort,  die  beiden  übrigbleibenden: 

P  =  0,  Q  =  0 

stehen  alsdann  mit  den  beiden  gegebenen,  deren  Gleichung  wir  folgendergestalt  auflösen  können: 
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P-f^Q  =  0,  P  — 3vQ  =  0, 

in  harmonischer  Beziehung.  Dass  eine  beliebige  Schnitt-Ebene  das  System  der  vier  Ebenen  in 
vier  harmonischen  geraden  Linien  schneidet,  ist  sogleich  ersichtlich,  wenn  wir  mit  den  vorstehenden 
vier  Gleichungen  die  Gleichung  der  Schnitt-Ebene  zusammenstellen.  Wenn  wir  gleichzeitig  damit 
noch  die  Gleichung  einer  zweiten  beliebigen  Schnitt-Ebene  zusammenstellen,  so  drücken  dieselben 
vier  Gleichungen  aus,  dass  jede  beliebige  gerade  Linie  das  System  der  vier  Ebenen  in  vier  harmo- 
nischen Theilungspuncten  schneidet.  *) 

54.    In  dem  Falle  eines  Cylinders,  wo  <P  und  03  gleichzeitig  verschwinden  und  .?   =  —  =  o*, 

verschwinden  überdiess  auch  A03,  A13,  A.23,  wonach  die  Mittelpuncts -  Coordinaten  a,  ß,  y  unter 
unbestimmter  Form  erscheinen  und  der  Mittelpunct  beliebig  auf  einer  festen  geraden  Linie,  der 
Axe  des  Cylinders,  angenommen  werden  kann.  Der  Cylinder  wird,  bei  jeder  andern  Annahme 
des  Mittelpunctes ,  immer  durch  dieselbe  Gleichung  (2)  der  45.  Nummer  dargestellt  werden,  welche 
sich  auf  die  Form: 

AP2+^.Q*  +  ^  =0, 
A  Ä2 

bringen  lässt  (17,  28).  In  dieser  Gleichung  entsprechen  den  linearen  Functionen  P  und  Q  zwei 
zugeordnete  Diametral -Ebenen  des  Cylinders ,  welche  jede  Ebene  in  zwei  solchen  geraden  Linien 
schneiden,  die  zugeordnete  Durchmesser  der  jedesmaligen  Durchschnitts-Curve  sind. 

Betrachten   wir  endlich  noch   den  Cylinder  als  einen  Kegel,  dessen  Mittelpunct  unendlich  weit 
liegt,  und  stellen  ihn,  diesem  entsprechend,  in  der  Voraussetzung-,  dass 

R  =  XP-f-nQ-f-y, 
durch  die  Gleichung: 

3irP2-f-*Q'2+pR*  =  0, 
dar,  so  sind  die  drei  zugeordneten  Durchmesser  des  Kegels   in    ein  System  von  drei  zugeordneten 
parallelen    geraden   Linien   des   Cylinders,    und  die    drei  zugeordneten    Diametral  -  Ebenen   in   drei 
zugeordnete,  in  jenen   parallelen  geraden  Linien  sich  schneidende  Ebenen  übergegangen.    Jede  belie- 
bige Ebene  schneidet  die  drei  zugeordneten  in  einem  Pol-Dreieck  der  Durchschnitts-Curve. 
Ein  System  zweier  parallelen  Ebenen,  das  durch  die  Gleichung 

P2-J-*   =   0 

dargestellt  wird,  hat  (P)  zur  Diametral-Ebene,  welche  zugleich  der  geometrische  Ort  für  die  Mittel- 
punete  ist.    Ein  solches  System  können  wir  auch,  in  der  Voraussetzung,  dass 

Q  =  AP-f  & 
*)    Wir  können  neinlich,  indem  wir  die  Gleichungen  der  beiden  Schnitt-Ebenen  durch 

s  =  0,  r  =  0, 

darstellen,  P  und  Q  als  Functionen  von  s  und  r  und  einer  beliebigen  dritten  linearen  Function  betrachten. 
In  Verbindung  mit  s  rz  0  reducireu»sich  alsdann  P  und  Q  auf  Functionen  bloss  zweier  Veränderlichen, 
wonach  die  vier  Gleichungen  des  Textes  min  die  vier  Durchschnittslinien  in  der  Ebene  S  unmittelbar  dar- 
stellen. Weun  s  und  r  gleichzeitig  verschwinden,  reduciren  sich  P  und  Q  auf  Functionen  einer  einzigen 
Veränderlichen,  und  können  alsdann  für  unsern  Gesichtspunct  als  Abstände  der  Durchschnittspuncte  der 
Kbene  P  und  0.  mit  der  Linie  (r,  s)  von  einem  festen  Puncte  dieser  Linie  construirt  werden. 


§.  5.    Gleichungs-Form  tu  =  uvw.  99 

durch  die  Gleichung 

ttP2  +  xQ2  ==  0 

darstellen,  und  dann  stehen  die  beiden  Ebenen  (P)  und  (Q),  welche  mit  den  gegebenen  parallel 
sind,  mit  diesen  in  harmonischer  Beziehung,  so  dass  die  vier  Ebenen  von  einer  beliebigen  geraden 
Linie  in  vier  harmonischen  Theilungspuncten  geschnitten  werden. 

55.    Nach  dem  Principe  der  Reciprocität  sind  wir  hier  aller  analytischen  Entwicklungen  in  dem 
System    der   Plan  -Coordinaten,    die  nichts  Neues  darbieten  würden,  überhoben.     In  der  allgemeinen 

Gleichungs-Form : 

3rp2  +  xQ2  +  pR2  -f  aS2  =  0,  (1) 

stellen  die  vier  Gleichungen 

P  =  0,        Q  =  0,        R  =  0,        S  =  0, 

die  vier  Eckpuncte  eines  Pol  -  Tetraeders  der  Fläche  dar.  Unmittelbar  können  wir  durch  die  Coordi- 
naten-Annahme  in  Evidenz  bring-en,  dass  einer,  zwei  oder  drei  dieser  Puncte  nach  gegebener  Rich- 
tung unendlich  weit  gerückt  sind.     Dem  letztern  Falle  entspricht  die  Gleichung 

i\jN  4.  xT2  -f  pU2  -r-  o-V2  =  0 ,  (2) 

wobei  die  drei  Axen  T,  ü  und  V  drei  zugeordnete  Durchmesser  der  Fläche  sind.  Wenn  die  Fläche 
in  eine  ebene  Curve  übergeht,  so  erhalten  wir,  statt  des  Pol-Tetraeders  ein  blosses  Pol-Dreieck,  und 
indem  zwei  der  drei  Eckpuncte  desselben  unendlich  weit  rücken,  zwei  zugeordnete  Durchmesser  der 
Curve.  Artet  diese  Curve  endlich  in  ein  System  von  zwei  Puncten  aus,  so  reducirt  sich  das  Pol- 
Dreieck  auf  zwei  Puncte,  die  mit  jenen  beiden  vier  harmonische  sind.  Von  diesen  zwei  Puncten 
kann  einer  unendlich  weit  rücken ;  dann  erhalten  wir  für  den  dritten  die  Mitte  der  beiden  g-egebenen. 
In  der  allgemeinen  Plan- Coordinaten -Annahme  kann  die  Form  (1),  ganz  ähnlich  wie  früher 
in  der  Voraussetzung  von  Punct-Coordinaten,  durch  eine  solche  ursprüngliche  Functions-Bestimmung, 
in  deren  Folge  ein  Punct  des  Pol-Tetraeders  (s),  identisch  mit  (S),  auf  der  Fläche  selbst  liegt  oder 
eine  Kante  desselben  (s,  r),  identisch  mit  (S,  R),  die  Fläche  berührt,  illusorisch  werden.  Bei  der 
zuletzt  erwähnten  besondern  Coordinaten  -  Annahme  particulasirt  sich  diese  Bestimmung  dahin,  dass 
die  Form  (2)  dann  illusorisch  wird,  wenn  die  Axe  v,  die  mit  der  Axe  V  zusammenfällt  (33)  eine 
Seite  des  Asymptoten -Keg-els  ist  und  demnach  der  Punet  (v)  auf  der  Fläche  unendlich  weit  liegt, 
oder  auch,  wenn  die  Ebene  der  beiden  Axen  v  und  u,  welche  zugleich  auch  die  beiden  Axen  V  und 
U  enthält  (33),  den  Asvmptoten-Kegel  und  hiernach  auch  die  Fläche  selbst  in  unendlicher  Entfernung- 
berührt.  (35) 


§.    5. 

Discussion  der  Gleichuiigs-Foritt 

tu  =  flVW 

in  der  zweifachen  Coordiuaten-Bestimmung. 

56.    Die  Gleichung 

tu  =  flVW 

ist,  sowohl  in   dem  Systeme  der  Punct-Coordinaten  als  auch  in  dem  Systeme  Plan-Coordinaten,  die 

allgemeine  Gleichung  der  geradlinigen  Flächen  zweiter  Ordnung  (23,  30).  Wir  wollen,  weil  in  ihr  das 
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Characteristischc  dieser  Flächen  sich  ausdrückt,  der  Discussion  dieser  Gleichungs-Form  einen  bc- 
sondern  Paragraphen  widmen.  Indem  wir  den  unbestimmten  Coefficienten  fi  in  Evidenz  bringen, 
hängt  jede  der  vier  in  dieser  Gleichung  vorkommenden  linearen  Functionen  nur  noch  von  drei  Con- 
stanten ab.  Die  Gleichung-  enthält  also  4.  3+1  =5  13  Constante  und  unter  diesen  vier  überzählige. 

Zur  Unterscheidung  wollen  wir,  wenn  die  drei  linearen  Functionen  in  der  obigen  Gleichung 
Plan-Coordinaten  bedeuten  sollen,  uns  der  Cursiv-Buchstaben  t,  u,  v,  w  bedienen,  die  gewöhnliche 
Schrift  aber  beibehalten,  wenn  wir  den  linearen  Functionen  die  Bedeutung  von  Punct-Coordinaten  geben. 

57.    Wenn  wir  hiernach,  in  der  Voraussetzung-  von  Punct-Coordinaten, 

tu  =  flVW  (1) 

für  die  allgemeine  Gleichung  der  geradlinigen  Flächen  nehmen,  so  bestimmen  wir  eine  solche  Fläche 
durch  die  vier,  den  vier  linearen  Functionen  entsprechenden  Ebenen: 

t  ss  0,         u  s=  0,        v  =  0,        w  s=  0, 

und  überdiess  durch  den  constanten  Coefficienten  ft.  Wir  wollen  zuvörderst  die  Beziehung-  jener 
vier  Ebenen  zur  Fläche  betrachten,  eine  Beziehung-,  die  keine  ausschliessliche  sein  kann,  weil  die 
Bestimmung  der  vier  Ebenen  vier  willkührliche  Constante  einschliesst. 

Die  Gleichung  der  Fläche  wird  befriedigt,  wenn  die  beiden  Gleichungen  einer  beliebigen  der 
folgenden  vier  Zusammenstellungen  gleichzeitig  bestehen: 

t    =  0,  v  =  0, 

t    ss  0,  w  =  0, 

u  ss  0,  v  =  0, 

u  ss  0,  w  =  0; 

also  liegen  die  vier  geraden  Linien  (t,  v),  (t,  w),  (u,  v)  und  (u,  w),  in  welchen  die  beiden  Ebenen 
CO  und  (u)  von  den  beiden  Ebenen  (v)  und  (w)  geschnitten  werden,  in  ihrer  ganzen  Erstreckung 
auf  der  durch  die  Gleichung  (1)  dargestellten  Fläche.  Es  bilden  aber  überhaupt  vier  Ebenen  ein 
Tetraeder  und  die  fraglichen  vier  Durchschnittslinien  zweier  derselben  (t)  und  (u)  mit  den  beiden 
andern  (v)  und  (w)  zwei  Paare  gegenüberliegender  Kanten  desselben.  Als  drittes  Kanten-Paar  er- 
halten wir  alsdann  die  Durchschnittslinie  (t,  u)  der  beiden  ersten  und  die  Durchschnittslinie  (v,  w) 
der  beiden  andern  Ebenen.  Die  Beziehung  dieses  dritten  Kanten-Paares  zur  Fläche  ergibt  sich  so- 
gleich, wenn  wir  uns  erinnern,  dass  die  vorstehnnde  Gleichungs-Form  aus  der  folgenden 

pi  _  WQ!  _  p(R2  _  7*S)  =  0, 
hervorgegangen  ist,  indem  wir 

P  +  XQ==t,  P  —  XQ  ==  u, 

R+yS  SS  v,  R— yS  ==  w, 

gesetzt  haben  (7),  wonach  die  Durchschnittslinie  der  beiden  Ebenen  (t)  und  (u),  und  die  Durch- 
schnittslinie der  beiden  Ebenen  (v)  und  (w)  bezüglich  mit  den  Durchschnittslinien  der  beiden  Ebenen 
(P)  und  (Qj  und  der  beiden  Ebenen  (R)  und  (S)  zusammenfällt.  Es  sind  aber  die  beiden  Durch- 
schnittslinien  (P,  Q)  und  (R,  S)  zwei  zugeordnete  Polar-Linicn  in  Beziehung  auf  die  Fläche  (37). 
Da  wir  überdiess  noch  keine  Rücksicht  auf  den  unbestimmten  Coefficienten  f*  genommen  haben,  und 
dieser  jeder  beliebige  sein  kann,  so  ergibt  sich  der  nachstehende  Satz  : 

Durch  zwei  Paare  gegenüberliegender  Kanten  eines  gegebenen  Tetraeders 
lassen    sich    unendlich    viele   Flächen    der    zweiten    Ordnung     legen:     die     beiden 
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Kanten  des  dritten  Paares  sind  zugeordnete  Polaren  in  Beziehung  auf  jede  dieser 
Flächen. 

58.  Da  irgend  zwei  Paare  gegenüberliegender  Kanten  eines  Tetraeders  ein  räumliches  Viereck 
bilden,  dessen  beide  Diagonalen  das  jedesmalige  dritte  Paar  gegenüberliegender  Kanten  sind,  so 
können  wir  den  vorstehenden  Satz  auch  auf  folgende  Weise  ausdrücken: 

Durch  die  vier  Seiten  eines  gegebenen  räumlichen  Vierecks  lassen  sich 
unendlich  viele  Flächen  der  zweiten  Ordnung  legen:  die  beiden  Diagonalen  des 
Vierecks  sind  zugeordnete  Polaren  in  Beziehung  auf  jede  dieser  Flächen. 

In  dieser  neuen  Aussage  knüpft  sich  der  Satz  unmittelbar  an  die  Bestimmung  der  Fläche  durch 
eine  Gleichung  zwischen  Plan-Coordinaten.    Diese  Gleichung  sei: 

tu  =  uvw.  (2) 

Dann  stellen  die  vier  Gleichungen 

t  =  0,        u  =  0,        v  =  0,        w  —  0, 

vier  Puncte    dar.    Da   die  Gleichung  (2),  ähnlich  wie  früher   die  Gleichung    (1),  befriedigt   wird, 

wenn  gleichzeitig 

t    =  0,        v  =  0, 

V    =  0,  H    =  0, 

u  =  0,        w  =  0, 
w  =  0,         t  =  0, 

so  folgt  dass  die  geraden  Linien  (t,  tO,  (ü,  m),  (m,  «0  und  (tp,  f)  —  Verbindungs -Linien  der 
Puncte  (0  and  00  mii  den  Puncten  (tO  und  O)  — ,  welche  ein  räumliches  Viereck  bilden,  ganz  auf 
der  Fläche  (2)  liegen.  Wie  oben,  so  ergibt  sich  auch  hier,  dass  die  Verbindungs-Linien  der  Puncte  (t) 
und  (u),  so  wie  der  Puncte  (v)  und  (w) ,  Diagonalen  jenes  Vierecks,  in  Beziehung  auf  die  Fläche 
zugeordnete  Polaren  sind. 

Um  dieselbe  Gruppe  von  unendlich  vielen  Flächen  zweiter  Ordnung  durch  die  beiden  Gleichungen 
Cl)  und  (2)  auszudrücken,  brauchen  wir  bloss,  indem  wir  a  unbestimmt  lassen,  die  Symbole  t,  «, 
r,  w  so  zu  bestimmen,  dass  sie  bezüglich  denjenigen  vier  Puncten  entsprechen,  welche  nach  dem, 
der  Beweisführung  der  57.  Nummer  zu  Grunde  liegenden,  Algorithums,  durch  die  Symbole  (t,  v,  w), 
Cu,  v,  w),  (v>  t,  u),  (w,  t,  u)  bezeichnet  werden.  Die  vier  Seiten  des  Vierecks  werden  alsdann  in 
den  beiden  Coordinaten  -  Bestimmungen  übereinstimmend  durch  (7,  ü)  und  (t,  v),  (r,  ü)  und  (>,  u), 
(u,  w~)  und  (u,  w),  (w,  0  und  (w,  t),  die  beiden  Diagonalen  desselben  durch  (Y,  u)  und  (t,  u), 
(y,  w)  und  (v,  w)  bezeichnet. 

Durch  ein  und  dieselbe  analytische  Beweisführung  in  den  beiden  Systemen  der  Punct-  und  Plan- 
Coordinaten  gelangen  wir,  im  Allgemeinen,  zu  zwei  verschiedenen  Sätzen,  die  durch  das  Princip  der 
Reciprocität  miteinander  verknüpft  sind.  Daraus,  dass  hier  derselben  Beweisführung  auch  derselbe 
Satz  entspricht,  ziehen  wir  den  Schluss,  dass  auch  das  Princip  der  Reciprocität  von  dem  obigen 
Satze  zu  demselben  Satze  wieder  zurückführt.  Ueber  den  Grund  hiervon  wird  uns  das  Folgende 
nähern  Aufschluss  geben. 

59.  Die  vier  Ebenen  (t),  (u),  (v),  (w)  sind  Tangential  -  Ebenen  der  durch  die  Gleichung  (1) 
dargestellten  Fläche  und  die  Winkelpuncte  (0 ,  O)  >  00  >  0*0  des  bezüglichen  räumlichen  Vierecks 
die  Berührungspuncte  auf  denselben.  Die  Ebene  CO  zum  Beispiel  wird  von  den  beiden  Ebenen  (V) 
und  (w)  in  solchen  zwei  geraden  Linien  geschnitten,  (t,  v)  und  (t,  w),  welche  in  ihrer  ganzen  Aus- 
dehnung auf  der  Fläche  liegen,  woraus  folgt,  dass  (t)  eine  Tangential-Ebene  der  Fläche  ist  und  dass 
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der  Berührungspunct  in  den  Durchschnitt  der  beiden  Linien  (t,  v)  und  (t,  w),  das  heisst,  in  den  Punct 
(t,  v,  w)  oder  nach  der  andern  Bezeichnung  (58)  in  den  Punct  (0  fällt. 

Jede  auf  der  Fläche  liegende  gerade  Linie  ist  ihre  eigene  zugeordnete  Polare  in  Beziehung 
auf  die  Fliehe.  Um  überhaupt  nemlich  die  zugeordnete  Polare  einer  gegebenen  geraden  Linie 
zu  bestimmen,  brauchen  wir  nur  die  Durchschnittslinien  der  Polar- Ebenen  irgend  zweier  Puncte 
derselben  zu  construiren ,  also,  wenn  die  gegebene  gerade  Linie  ganz  auf  der  Fläche  liegt,  nur 
die  Durchschnittslinie  der  Tangential -Ebenen  in  irgend  zwei  ihrer  Puncte.  Die  gerade  Linie 
(t,  v)  zum  Beispiel  geht  durch  die  beiden  Puncte  (t,  v,  w)  und  (t,  v,  u).  Durch  den  erstem 
dieser  beiden  Puncte  geht  auch  die  Linie  (t,  w)  und  durch  den  zweiten  die  Linie  (u,  v),  welche 
beide  ebenfalls  ganz  auf  der  Fläche  liegen.  Die  Tangential -Ebenen  in  diesen  beiden  Puncten  sind 
also  diejenigen  beiden  Ebenen,  welche  einerseits  durch  (t,  v) 'und  (t,  w),  andrerseits  durch  (t,  v) 
und  (u,  v)  gehen  und  also  in  der  gegebenen  geraden  Linie  (t,  v)  sich  schneiden. 

60.  Es  möchte  angemessen  sein,  die  bisherigen  Resultate,  in  so  weit  sie  die  Theorie  der  Pole 
und  Polaren  betreffen,  auf  analytischem  Wege  abzuleiten.  Setzen  wir,  indem  wir  hier  die  Punct- 
Coordinaten- Bestimmung,  bloss  weil  sie  die  gewöhnlichere  ist,  zu  Grunde  legen: 

tu  —  jxvw  3E  ß , 
und  bezeichnen  wir  die  Werthe  derjenigen  vier  Veränderlichen,  welche  sich  auf  irgend  einen  gege- 
benen Punct  beziehen,  durch  t',  u',  v'  und  w',  so  ist  die  Gleichung  der  Polar-Ebene  dieses  Punctes: 

jß,      da  ,   ,  da  ,      da    i 

oder,  wenn  wir  entwickeln, 

t'u  -f  u't  =  p  |  v'w  -f-  w'v  j .  (3) 

Wenn  insbesondere  der  gegebene  Punct  auf  der  Fläche  liegt ,  so  ist  diese  Gleichung-  die  Gleichung 
der  Tangential  -  Ebene  in  diesem  Puncte. 

Wenn  der  gegebene  Punct  auf  der  geraden  Linie  (t,  u)  liegt,  so  reducirt  sich  die  vorstehende 
Gleichung,  durch  das  Verschwinden  von  t'  und  u'  auf: 

v'w  _f-  w'v  =  0. 

Diese  Gleichung  stellt  eine  solche  Ebene  dar,  welche  durch  die  gerade  Linie  (y,w)  geht  und 
um  diese  Linie  sich  dreht,  wenn  v'  und  w'  dadurch  andere  Werthe  erhalten,  dass  der  gegebene 
Punct  auf  der  gegebenen  geraden  Linie  fortrückt.  Die  beiden  geraden  Linien  (t,  u)  und  (v,  w)  sind 
zugeordnete  Polaren  (57). 

Liegt  der  gegebene  Punct  auf  der  Fläche  und  zwar  in  dem  Durchschnittspuncte  der  drei  Ebenen 
CO»  00»  (w),  so  reducirt  sich  die  Gleichung  (3)  durch  das  Verschwinden  von  t',  >'  und  w'  auf 

t  =  0. 

Die  Ebene  (t)  ist  also  eine  Tangcntial-Ebene  und  der  Punct  (t',v',w')  der  Berührungspunct  auf  ihr. 
Wenn  der  gegebene  Punct  irgendwo   auf  der  geraden    Linie   (t,  v)   liegt,  so  reducirt  sich  die 
Gleichung  (3)  durch  das  Verschwinden  von  t'  und  v'  auf 

u't  =  ftvv'v, 

also  auf  die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  durch  diejenige  gerade  Linie  (t,  v)  geht,  auf  welcher 
der  gegebene  Punct  angenommen  wurde,  und  um  diese  gerade  Linie  sich  ganz  herumdreht,  während 
dieser  Punct  dieselbe  in  ihrer  ganzen  Erstreckung  durchläuft.  Die  gerade  Linie  (t,  v)  ist  also  ihre 
eigene  Polare.    Da  der  gegebene  Punct  auf  der  Fläche  selbst  liegt,  so  stellt  die  letzte  Gleichung  eine 
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Tangential -Ebene  der  Fläche  dar.  Jede  Ebene  also,  welche  durch  eine  gegebene,  auf  einer  Flächc 
zweiter  Ordnung  liegende  gerade  Linie  geht,  ist  eine  Tangential-Ebene  der  Fläche,  welche  dieselbe 
noch  in  einer  zweiten  geraden  Linie  schneidet.  Auf  der  gegebenen  geraden  Linie  liegt  der  Berüh- 
rungspunet. 

61.  Wir  können  nach  dem  Vorstehenden  uns  Rechenschaft  über  die  vier  willkührlichen  Con- 
stanten geben,  welche  die  allgemeinen  Gleichungen  (1)  und  (2}  enthalten  und  die  unbestimmte  Auf- 
gabe lösen,  eine  gegebene  geradlinige  Fläche  in  der  zwiefachen  Coordinaten- Bestimmung,  durch 
eine  Gleichung  von  der  fraglichen  Form  auszudrücken.  In  dem  Falle  der  Gleichung-  (1)  handelt  es 
sich  zunächst  darum,  diejenigen  vier  Ebenen  zu  bestimmen,  welche  den  vier  linearen  Functionen  t, 
u,  v  und  w  entsprechen,  in  dem  Falle  der  Gleichung  (2)  diejenigen  vier  Puncte,  auf  welche  die 
vier  linearen  Functionen  t,  u,  v  und  w  sich  beziehen. 

Zu  diesem  Ende  nehmen  vir  eine ,  die  Fläche  in  irgend  zwei  Puncten  (t)  und  (u)  schneidende 
gerade  Linie  beliebig  au.  Eine  solche  gerade  Linie  hängt  von  vier  willkührlichen  Constanten  ab. 
Dann  ist  durch  die  Fläche  die  zugeordnete  Polare  derselben  vollkommen  bestimmt  und  diese  schnei- 
det die  Fläche  nothwendig  in  zwei  reellen  Puncten  (40).  Die  vier  Durchschnittspuncte  entsprechen 
alsdann  den  vier  linearen  Functionen  der  Gleichung  (2),  und  die  vier  Ebenen,  welche  durch  je  drei 
dieser  vier  Puncte  sich  legen  lassen  und  welche  Tangential-Ebenen  der  Fläche  sind,  den  vier  linearen 
Functionen  der  Gleichung  (1). 

Zugleich  ergibt  sich  hier  als  theilweise  Umkehrung  des  Satzes  der  57.  Nummer  der  folgende  Satz . 

Wenn  wir  die  beiden  Durchschnitte  einer  gegebenen  geraden  Linie  und  einer 
geradlinigen  Fläche  zweiter  Ordnung  mit  den  beiden  Durchschnitten  ihrer  zuge- 
ordneten Polare  und  der  Fläche  durch  vier  gerade  Linien  verbinden,  so  erhalten 
wir  ein  solches  Viereck,  dessen  Seiten  ganz  auf  der  Fläche  liegen.  Wenn  wir  in 
den  beiden  Paaren  von  Durchschnittspuncten  Tangential-Ebenen  an  die  Fläche  le- 
gen, so  erhalten  wir  ein  Tetraeder,  von  dem  wir  sagen  können,  dass  es  der  Fläche 
zugleich  ein-  und  umgeschrieben  ist. 

62.  Der  Coefficient  u  in  den  allgemeinen  Gleichungen  (1)  und  (2)  kann  erst  bestimmt  werden, 
nachdem  die  bezüglichen  vier  linearen  Functionen  vollkommen  bestimmt  worden  sind.  Wir  wollen, 
und  zwar  in  der  zwiefachen  Coordinaten -Bestimmung  diesen  Functionen  die  Bedeutung  kürzester 
Abstände  »eben  (Einl.  (6  —  7).  Schreiben  wir  in  dieser  Voraussetzung  die  allgemeinen  Gleichungen 
unter  der  folgenden  Form: 

vw  vw 

tu '  tu 

so  ergeben  sich  unmittelbar  die  nachstehenden  geometrischen  Deutungen. 

Wenn  man  von  irgend  einem  Puncte  einer  gegebenen  geradlinigen  Fläche  zweiter  Ordnung  auf 
die  vier  Seiten -Ebenen  eines  ihr  ein-  und  umgeschriebenen  Tetraeders  Perpendikel  fällt,  so  steht 
das  Produkt  zweier  dieser  Perpendikel,  die  auf  zwei,  nicht  auf  der  Fläche  sich  schneidenden  Seiten- 
Ebenen  gefällt  werden,  zu  dem  Producte  der  beiden  übrigen  in  constantem  Verhältnisse. 

Wenn  man  von  den  vier  Winkelpuncten  eines  auf  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  liegenden  Vier- 
ecks auf  eine  beliebige  Tangential -Ebene  Perpendikel  fällt,  so  steht  das  Product  solcher  zwei  dieser 
Perpendikel,  die  durch  zwei  gegenüberliegende  Winkelpuncte  des  Vierecks  gehen,  zu  dem  'Producte 
der  beiden  übrigen  in   constantem  Verhältnisse. 

Durch  Umkehrung  erhalten  wir  hieraus  die  folgenden  Orts -Bestimmungen: 
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Wenn  ein  Tetraeder  gegeben  ist,  so  ist  der  geometrische  Ort  solcher  Puncte, 
für  welche  das  Product  der  Abstände  von  zwei  der  vier  Seiten-Ebenen  zu  dem  Pro- 
dukte der  Abstände  von  den  beiden  übrigen  in  constantem  Verhältnisse  steht,  eine 
Fläche  zweiter  Ordnung,  welche  durch  die  vier  Durchschnittslinien  der  beiden 
ersten  Seiten-Ebenen  mit  den  beiden  übrigen  geht.  Wenn  vier  Puncte  im  Räume 
gegeben  sind,  so  umhüllen  diejenigen  Ebenen,  für  welche  das  Product  der  Ab- 
stände von  zwei  dieser  Puncte  zu  dem  Producte  der  Abstände  von  den  beiden 
übrigen  in  constantem  Verhältnisse  steht,  eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  welche 
durch  diejenigen  vier  geraden  Linien  geht,  die  die  beiden  ersten  Puncte  mit  den 
beiden  andern  verbinden. 

63.  In  dem  Falle  der  Gleichung  (1)  ist  irgend  ein  Punct  der  Fläche,  in  dem  Falle  der  Glei- 
chung (2)  irgend  eine  Tangential-Ebenc  derselben  zur  linearen  Bestimmung  von  tt  hinreichend, 
weil  dadurch  sowohl  in  dem  einen  Falle,  als  in  dem  andern,  die  vier  linearen  Functionen,  bezüglich 
auf  Punct  und  Ebene,  bezogen ,  solche  vollkommen  bestimmte  Werthe  erhalten ,  welche  die  Gleichung 
der  Fläche  befriedigen.  Eine  geradlinige  Fläche  der  zweiten  Ordnung  ist  also  auf  einzige  Weise 
bestimmt,  wenn  ein  auf  ihr  liegendes  Viereck  und  ausserdem  entweder  ein  Punct  oder  eine  Tangen- 
tial-Ebene  derselben  gegeben  ist. 

Es  kommen  hierbei  von  den  neun  linearen  Constanten,  von  denen  überhaupt  eine  Fläche  der 
zweiten  Ordnung  und  der  zweiten  Classe  abhängt,  acht  auf  die  Bedingung,  daae  eine  solche  Fläche 
durch  die  vier  Seiten  eines  gegebenen  Vierecks  geht.  Es  ist  nämlich  die  Bedingung,  dass  eine  Fläche 
der  zweiten  Ordnung  eine  gegebene  gerade  Linie  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  enthalte,  damit  als 
identisch  zu  betrachten,  dass  sie  durch  drei  gegebene,  auf  dieser  geraden  Linie  liegende  Puncte  gehe, 
weil  eine  gerade  Linie,  welche  mehr  als  zwei  Puncte  mit  einer  Fläche  dieser  Ordnung  gemein  hat, 
nothwendig  ganz  auf  derselben  liegen  muss.  Hiernach  geht  eine  solche  Fläche  durch  die  vier  Seiten 
eines  gegebenen  räumlichen  Vierecks,  wenn  sie  durch  vier  Winkelpuncte  desselben  und  ausserdem 
noch  durch  einen  dritten  Punct  auf  jeder  Seite  oder  deren  Verlängerung  geht.  Wenn  also  die  Fläche 
zugleich  noch  durch  einen  gegebenen  Punct  gehen  soll,  so  ist  diess  damit  gleichbedeutend,  dass  sie 
durch  neun  gegebene  Puncto  gehe,  von  welchen  acht  zu  drei  auf  vier  sich  schneidenden  geraden 
Linien  liegen. 

Die  Bedingung,  dass  eine  Fläche  zweiter  Classe  (und  Ordnung)  durch  eine  gegebene  gerade 
Linie  gehe,  können  wir  auch  dadurch  umschreiben,  dass  wir  sagen,  sie  berühre  irgend  drei  in  die- 
ser geraden  Linie  sich  schneidende  Ebenen,  weil,  wenn  durch  eine  gerade  Linie  mehr  als  zwei 
Tangential -Ebenen  der  Fläche  gehen,  diese  Linie  ganz  auf  derselben  liegt.  Die  Fläche  geht  hier- 
nach durch  die  vier  Seiten  eines  gegebenen  Vierecks,  wenn  sie.  die  vier  Seiten-Ebenen  des  dem 
Vierecke  entsprechenden  Tetraeders  und  ausserdem  noch  eine  beliebige  durch  jede  Seite  des  Vierecks 
gehende  Ebene  berührt.  Wenn  also  eine  Fläche  der  /weiten  CJasse  durch  die  vier  Seiten  cines 
räumlichen  Vierecks  gehen  und  überdiess  eine  gegebene  Ebene  berühren  soll,  so  ist  diess  damit 
gleichbedeutend,  dass  sie  neun  Ebenen  berühre,  von  denen  acht  zu  drei  durch  vier  sich  schneidende 
gerade  Linien  gehen. 

64.    Die  Gleichung  der  Fläche  in  dem  Systeme  der  Punct  -  Coordinaten : 

tu  =  «vw  ,  (1) 

wird  zwiefach  befriedigt,  wenn  wir  bei  beliebiger  Annahme  von  x  und  X,  einmal  gleichzeitig: 
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7rP'2+xQ'2  +  pR2==0,         S2=0, 

setzen.  Die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  stellt  einen  Kegel  dar  (24),  dessen  Spitze  (P,  Q,  R) 
der  Durchschnittspunct  der  drei  ersten  Ebenen  (2)  ist,  und  welcher  die  Fläche  im  Durchschnitte 
derselben  mit  der  Ebene  (S)  berührt.  Denn  weil  diese  Gleichung-  eine  alg-ebraische  Folg-e  aus  der 
Gleichung  der  Fläche  und  der  zweiten  der  beiden  vorstehenden  Gleichungen  ist,  geht  der  durch  die- 
selbe dargestellte  Kegel  durch  die  beiden  zusammmenfallenden  Curven  zweiter  Ordnung,  in  welcher 
die  Fläche  und  zwei  in  der  Ebene  S  zusammenfallende  Ebenen  sich  schneiden.  Der  fragliche  Kegel 
reducirt  sich  auf  einen  Punct,  wenn  die  drei  Coefficienten  seiner  Gleichung  im  Zeichen  überein- 
stimmen und  dann  liegt  die  Spitze  desselben  innerhalb  der  Fläche. 

Wir  können  ferner  die  Gleichung  (1)  befriedigen,  indem  wir  g-Ieichzeitig  etwa 

crP2  -f  *Q2  =  0,        R2  =  0,        S2  =  0, 

setzen.  Das  System  der  beiden  letzten  Gleichungen  stellt  eine  in  die  Kante  (11,  S)  zusammen- 
fallende gerade  Linie  dar;  die  erste  Gleichung,  welche  eine  algebraische  Folge  aus  den  beiden  letzten 
Gleichungen  und  der  Gleichung  der  Fläche  ist,  stellt  ein  System  von  zwei  Ebenen  dar.  Diese  beiden 
Ebenen  berühren  die  Fläche  im  Durchschnitte  derselben  mit  der  Kante  (R,  S),  weil  sie  durch  die 
zweimal  vier  Durchschnittspuncte  der  Fläche  mit  jenen  vier  in  dieser  Kante  zusammenfallenden 
geraden  Linien  gehen  muss.  Sie  können  reell  oder  imaginär  sein.  Im  letztern  Falle,  der  analytisch 
dadurch  ausgedrückt  wird,  dass  tt  und  tt  im  Zeichen  übereinstimmen,  wird  die  Fläche  von  der  Kante 
(R,  S)  nicht  geschnitten. 

40.  Nach  der  vorigen  Nummer  ergibt  sich  eine  Unterscheidung  der  Flächen  zweiter  Ordnung  in 
Beziehung  auf  ihre  Pol-Tetraeder.  Wie  alle  solche  Flächen,  so  haben  auch  die  imaginären  ihre 
reellen  Pol -Tetraeder,  deren  Betrachtung  indess  für  uns  kein  besonderes  Interesse  hat.  In  dem 
Falle  der  nicht  geradlinigen  Flächen  (des  Ellipsoids,  des  elliptischen  Hyperboloids 
und  des  elliptischen  Paraboloids),  denen  die  Gleichungs-Form: 

^P2  -r-x20'2  -f  P2R2  —  o-2S'2  =  0, 

entspricht,  liegt  immer  nur  eine  Ecke  des  Pol-Tetraeders,  nemlich  (P,  Q,  R),  innerhalb  der  Fläche, 
die  drei  übrigen  (P,  Q,  S),  (P,  R,  S)  und  (Q,  R,  S)  liegen  ausserhalb.  Diesem  entsprechend 
begegnet  immer  auch  nur  eine  einzig-c  der  vier  Seiten-Ebenen  des  Tetraeders ,  nemlich  (S),  der 
Fläche  nicht,  während  die  drei  übrig-en,  (R),  (0)  und  (P),  dieselbe  in  reellen  Curven  schneiden. 
Drei  Kanten,  (S,  P),  (S,  Q)  und  (S,  R),  schneiden  ferner  die  Fläche,  während  die  drei  gegenüber- 
lieg-endcn  (0,  R),  (P,  R)  und  (P,  Q)  ihr  nicht  begeg-nen. 

In  dem  Falle  der  geradlinig-cn  Flächen  zweiter  Ordnung  (des  hyperbolischen  Hyperbo- 
loids und  des  hyperbolischen  Paraboloids),  denen  die  folgende  Gleichungs-Form: 

^2p2  _|_  X2Q2  _  p*R2  __  ff2S2  =  ()) 

entspricht,  liegen  alle  vier  Ecken  der  Pol-Tetraeder  ausserhalb,  denn  es  reducirt  sich  die  vorstehende 
Gleichung4,  weiches  ihrer  vier  Glieder  auch  ausfallen  mag*,  immer  auf  die  Gleichung-  eines  reellen 
Kegels.  Die  vier  Seiten-Ebenen  der  Pol-Tetraeder  schneiden  also  auch  die  Fläche  in  reellen  Curven. 
Von  den  sechs  Kanten  begegnen  bloss  zwei  g-eg-enüberlieg-ende  der  Fläche  nicht,  nämlich  (P,  Q) 
und  (R,  S),  während  die  beiden  andern  Paare  gegenüberliegender  Kanten,  (P,  R)  und  (Q,  S), 
(P,  S)  und  (Q,  R),  dieselbe  schneiden. 

4L  Bevor  wir  weiter  g-ehen,  müssen  wir  die  Bedeutung  der  sechs  wiilkührlichen  Con- 
stanten, welche  die  allgemeine  Gleichung-: 
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*P 2  +  *Q2  +  pRi  -f-  ^  =0,  (1) 

einschlichst,  näher  ins  Auge  fassen. 

Indem  wir,   wie  in  der  23.  Nummer  die  Flächen    zweiter  Ordnung  durch  die  allgemeine  Glei- 
chung mit  neun  unbestimmten  Coeffieienten : 

Ap2  -f.  A'q*  -f  A"r*  -f-  A'"s*  -|-2B"pq  +  2B'pr  +  2Bqr  +  2Cps  -f  2C'qs  +  2C"rs  =  0,        (2) 
darstellen,  können  wir  die  vier,  der  Coordinaten-Bestimmung  zu  Grunde  gelegten,  Ebenen: 

p  =  0,  q  —  0,  r  =  0,  s  =  0, 
von  Vorne  herein  willkürlich  annehmen;  denn,  wie  wir  sie  auch  angenommen  haben  mögen,  wir 
können,  bei  gehöriger  Bestimmung  der  neun  Constanten,  immer  jede  Fläche  der  zweiten  Ordnung 
durch  die  allg-cmeine  Gleichung  (2)  ausdrücken.  Um  von  dieser  ursprüng-liehen  Coordinaten-Bestim- 
mung zu  derjenigen  überzugehen,  welche  der  Gleichung  (1)  zu  Grunde  liegt,  haben  wir  nach  der 
in  der  1.  Nummer  bezeichneten  Umformungsweise  zunächst 

s  =  S 

gesetzt,  so  dass  also  auch  die  Ebene  (S)  von  "Vorne  herein  immer  noch  durchaus  willkürlich  ang-e- 
nommen  werden  kann.  Indem  wir  dann  ferner  in  der  ursprünglichen  Gleichung  r,  q  und  p  be- 
züglich mit 

r  +  7S,         q  +  £S,        p-f-aS, 

vertauschen,  drehen  wir  die  drei  beliebigen  Ebenen  (r),  (q)  und  (p)  um  ihre  Durchschnittslinic 
mit  der  beliebig  angenommenen  Ebene  (S)  so  lange,  bis  alle  drei  in  dem  Pole  dieser  Ebene  sich 
schneiden.  Die  Ebene  (r)  in  ihrer  neuen  Lage  ist  die  Ebene  (R).  Diese  Ebene  ist  also  nur  der 
Bedingung'  unterworfen ,  dass  sie  durch  den  Pol  der  Ebene  (S)  geht  und  übrigens  willkührlich. 
Indem  wir  ferner  das  neue  q  und  das  neue  p  bezüglich  mit 

q  +  ß%  p  +  a'R, 

vertauschen,  drehen  wir  die  bezüglichen  Ebenen  um  ihre  Durchschnittslinie  mit  der  Ebene  (R)  so 
lange,  bis  ihre  eigene  Durchschnittslinie  die  Polare  der  Kante  (R,  S)  wird.  Die  Ebene  (q)  in  der 
neuen  Lage  ist  die  Ebene  (Q),  und  diese  also  bloss  dadurch  bestimmt,  dass  sie  durch  die  Polar-Linie 
der  Kante  (R,  S)  geht,  übrigens  beliebig.    Indem  wir  endlich  das  neue  p  mit 

p  +  «"C> 
vertauschen ,    drehen  wir  die    bezügliche  Ebene   um  ihre   Durchschnittslinie   mit    der  Ebene   (Q)  so 
lang-c,  bis  sie   die  Polar -Ebene  des  Punctes  (Q,  R,  S)  wird,  in  welchem  die  drei  Ebenen  (Q),  (R) 
und  (S)  sich  schneiden.     Die  Ebene  (p)  nach  diesergjetzten  Drehung  ist  keine  andere  als  die  Ebene 
(P)  und  vollkommen  durch  die  Fläche  bestimmt,  nachdem  es  die  drei  letztgenannten  Ebenen  sind. 

Von  den  sechs  überzähligen  Constanten  finden  sich  hiernach  drei  wieder  in  der  willkührlichen 
Annahme  der  Ebene  (S),  zwei  in  der  willkührlichen  Annahme  der[Kante  (R,  S)  in  der  Ebene  (S) 
und  eine  endlich    in   der   willkührlichen   Annahme  des  Punctes  (Q,  R,  S)  auf  dieser  Kante  (R,  S). 

42.  Wenn  wir,  nach  der  zweiten  in  der  20.  Nummer  entwickelten  Umformung's weise ,  statt 
p,  durch  die  folgende  Gleichung  P  einführen : 

p  =  P  —  a"q  —  a'r  —  as , 

so  verrücken  wir  die  ursprüngliche  Coordinaten- Ebene  (p)  so,  dass  sie  nach  der  Verrückung  in 
die  Polar-Ebene  (P)  des  beliebig  angenommenen  Punctes  (Q,  R,  S)  fällt.  Indem  wir  ferner,  statt  q, 
durch  die  nachstehende  Gleichung  Q  einführen: 
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q  =  Q  —  b'r  —  bs, 

drehen  wir  die  ursprüngliche  Coordinaten-Ebene  (q)  um  ihren  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunct 

mit  den  Ebenen  (r)  und  (s)  so,  dass,  nach  der   Drehung   die   Durchschnittslinie  (P,  0)   die  Polare 

der  durch  den  Punct  (Q,  R,  S)  willkührlich  gelegten  geraden  Linie  (R,  S)    ist.    Indem  wir  endlich 

durch  die  folgende  Gleichung; 

r  =  R  —  es, 

R  statt  r  einführen ,  drehen  wir  die  ursprüngliche  Ebene  (r)  um  ihre  Durchschnittslinie  mit  der 
Ebene  s),  bis  sie  eine  solche  Lage  annimmt,  dass  ihr  Durchschnittspunct  (P,  Q,  R)  mit  der  Kante 
(P,  Q)  der  Pol  einer  willkührlich  durch  die  gerade  Linie  (R,  S)  gelegten  Ebene  (S)  ist.  Letztlich 
ist  (s)  identisch  mit  (S). 

Hier  finden  sich  von  den  sechs  überzähligen  Constanten  drei  wieder  in  der  willkührlichen 
Annahme  des  Punctes  (Q,  R,  S),  zwei  in  der  willkührlichen  Annahme  der  durch  diesen  Punct  ge- 
legten geraden  Linie  (R,  S)  und  eine  in  der  willkührlichen  Annahme  der  durch  diese  gerade  Linie 
gehenden  Ebene  (S). 

43.  Wenn  wir  durch  die  Kante  (R,  S),  die  wir  als  eine  willkührlich  angenommene  gerade 
Linie  betrachten  können,  irgend  eine  Ebene  legen,  die  wir,  indem  X  einen  unbestimmten  Coefficienten 
bedeutet,  durch  die  Gleichung: 

R4-XS  =  r=0, 

darstellen,  so  erhalten  wir  für  die  Gleichungen  der  Durchschnitts -Curve  der  Fläche  (1)  mit 
dieser  Ebene: 

r  =  0,         vrP2  -f-  xQ2  +  (PX2  -{-  <r)S*  (2) 

Hiernach  sehen  wir  aus  der  Theorie  der  Curven  zweiter  Ordnung  *),  dass  in  Beziehung  auf  die 
Durchschnitts-Curve  die  gerade  Linie  (S,  r)  — identisch  mit  der  geraden  Linie  (R,  S) — den  Durch- 
schnittt der  beiden  geraden  Linien  (P,  r)  und  (Q,  r) ,  also  einen  Punct  der  geraden  Linie  (P,  Q) 
zum  Pole  hat.  Zunächst  erhalten  wir  hier  also  den  Satz,  dass,  wenn  wir  um  eine  beliebige  gerade 
Linie  eine  durch  dieselbe  gehende  Ebene  sich  drehen  lassen,  der  geometrische  Ort  für  die  Pole 
dieser  geraden  Linie,  in  Beziehung  auf  die  verschiedenen  in  der  sich  drehenden  Ebene  liegenden 
Durchschnitts-Curven,  eine  gerade  Linie  ist,  und  zwar  die  zugeordnete  Polare  der  gegebenen  geraden 
Linie  in  Beziehung  auf  die  Fläche. 

Wenn  wir  insbesondere,  was  auf  zweifache  Art  geschehen  kann,  1  so  bestimmen,  dass 

Wp  +  ar  =  0, 

so  werden,  während  die  schneidende  Ebene  in  eine  Tangential-Ebene  übergeht,  die  Gleichungen  der 
Durchschnitts-Curve 

r  =  0,  *rP*-r-xQ*  =0. 

Die  Bestimmung  von  X.  ist  nur  dann  reell,  wenn  p  und  er  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  und  in 
diesem  Falle  nur  lassen  sich  durch  die  gegebene  Kante  (Q,  R)  reelle  Tangential-Ebcnen  an  die 
Fläche  leg-en ,  was  nach  derj  40.  Xummer  darauf  hinauskommt,  dass  die  Kante  (P,  S)  die 
Fläche  nicht  schneidet.  Je  nachdem,  in  dieser  Voraussetzung,  -x  und  v.  im  Zeichen  übereinstimmen 
oder  nicht,  das  heisst,  je  nachdem  die  Fläche  eine  nicht  geradlinige  oder  eine  geradlinig-e  ist,  geht  die 
Durchschnitts-Curve  in  der  Tangential-Ebene  in  einen  Punct  über  oder  in  ein  System  von  zwei 

*)  System,    S.  107. 
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geraden  Linien,  worin  also  eine  characteristischc  Unterscheidung  der  beiden  Hauptclassen  der 
reellen  Flächen  zweiter  Ordnung  liegt.  Wenn  wir  erwägen,  dass  das  letzte  Glied  der  zweiten  Gleichun«* 
der  Durhschnitts-Ciirve  C2)  sein  Zeichen  ändert,  wenn  die  schneidende  Ebene  durch  die  Lage  der 
Tangeutial-Ebene  hindurchgeht,  so  gewinnen  wir  ferner  die  folgende  Anschauung.  Wenn  eine  Tan- 
gential-Ebene  einer  Fläche  der  zweiten  Ordnung*  sich  um  eine  in  ihr  liegende  gerade  Linie  dreht 
so  bildet,  wenn  die  Fläche  eine  nicht  geradlinige  ist,  der  Berührungspunct  in  der  ursprünglichen 
Lage  der  Ebene  den  Uebergang  von  reellen  zu  imaginären  Durchschnitts-Curven ,  während,  wenn 
die  Fläche  eine  geradlinige  ist,  die  Durchschnitts-Curven  immer  Hyperbeln  bleiben,  welche  in  der 
ursprünglichen  Lage  der  Ebene,  durch  zwei  gerade  Linien  hindurchgehend,  auf  die  andere  Seite  der 
Asymptoten  hinübertreten. 

Diejenigen    beiden  Werthe    von  l,    die    den   beiden  Tangential-Ebenen  entsprechen,  wollen  wir 
durch  ±  V  bezeichnen.     Dann  ist  aus  den  nachstehenden  Gleichungen: 

R  =  0,        S  ==  0,        R-f2/S  =  0,        R—a/S  =  0, 

ersichtlich,  dass  die  bezüglichen  Ebenen,  nemlich  zwei  Seiten-Ebenen  des  Pol-Tetraeders  und  die 
beiden  Tangential-Ebenen  der  Fläche,  welche  durch  die  Durchschnitts-Kante  jener  beiden  Ebenen 
gehen,  in  einer  solchen  Beziehung  zu  einander  stehen,  die  man  eine  harmonische  genannt  hat, 
wonach  man,  wenn  drei  der  vier  Ebenen  gegeben  sind,  die  vierte  auf  lineare  Weise  bestimmen  kann. 
Auf  diese  Weise  ergibt  sich  eine  dritte  Construction  der  Pol-Tetraeder  einer  gegebenen  Fläche  der 
zweiten  Ordnung.  Wir  nehmen  nemlich  eine  Kante  desselben  (R,  S)  wiilkührlich  an,  wodurch  die 
gegenüberliegende  (P,  Q)  als  reeiproke  Polare  bestimmt  ist;  wir  legen  ferner  durch  jede  dieser 
beiden  gegenüberliegenden  Kanten  eine  beliebige  Ebene  (R),  (P)  und  bestimmen  zu  jeder  dieser 
beiden  Ebenen  und  den  durch  die  bezügliche  Kante  gehenden  beiden  Tangential-Ebenen  die  vierte 
harmonische,  (S),  (Q).  Der  willkührlichen  Annahme  einer  der  beiden  Kanten  entsprechen  vier 
überzählige  Constanten  und  jeder  der  beiden  durch  diese  Kante  wiilkührlich  gelegten  Ebenen  ent- 
spricht eine  Constante. 

Nach  dem  Principe  der  Reciprocität  können  wir,  statt  die  durch  die  beiden  Kanten  gehenden 
Seiten-Ebenen  des  Tetraeders  zu  bestimmen,  die  auf  diesen  Kanten  liegenden  locken  desselben  con- 
struiren;  denn  auf  jeder  Kante  bilden  die  bezüglichen  beiden  Eckpuncte  und  die  Durchschnittspuncte 
mit  der  Fläche  vier  harmonische  Theilungspuncte. 

44.  Endlich  wird  es  uns  nach  den  vorstehenden  Erörterungen  leicht,  diejenigen  Fälle  zu  über- 
sehen, wo  in  der  ursprünglichen  Coordinaten-Annahme  der  Grund  davon  liegt,  dass  die  Verwandlung 
der  allgemeinen  Gleichung  in  eine  Gleichung  von  derjenigen  Form,  mit  der  wir  uns  in  diesem  Para- 
graphen beschäftigen ,  unmöglich  wird  (15).  Die  neue  Coordinaten-Bestimmung  wird  nemlich  unzu- 
reichend, wenn  die  vier  Ebenen  (P),  (Q),  (R)  und  (S)  in  demselben  Puncto  sich  schneiden,  weil 
dann  jede  der  vier  entsprechenden  Veränderlichen  eine  lineare  homogene  Function  der  drei  übrigen 
ist;  wonach  homogene  Gleichungen  zwischen  vier  Veränderlichen  sich  auf  homogene  Gleichungen 
zwischen  drei  derselben  reduciren. 

Wenn  wir  uns  zunächst  an  die  Betrachtungsweise  der  41.  Nummer  halten,  so  ist  ersichtlich, 
dass  die  vier  fraglichen  Ebenen  (P),  (Q),  (R)  und  (S)  dann  durch  denselben  Puuct  gehen,  wenn 

erstens  die  Ebene  (S),  welche  keine  andere  ist  als  die  ursprüngliche  Coordinatcn  -  Ebene  (s), 
die  dargestellte  Fläche  berührt,  weil  dann  die  gegenüberliegende  Ecke  des  Pol-Tetraeders  in  dem 
Berührungspuncte  auf  dieser  Fläche  liegt; 


§.  4.     Gleichungs-Form  *P*  +  itQ*  -f  pR*  +  o-s-  =  0. 

zweitens:  wenn  die  Ebene  (S)  die  Fläche  schneidet,  aber  die  willkührlich  in  ihr  anzunehmende 
Kante  (R,  S)  die  Fläche  berührt.  Dann  wird  die  Ebene  (R),  welche  zugleich  durch  den  Pol  der 
Ebene  (S)  geht,  eine  Tangential-Ebene  der  Fläche.  Die  Kante  (R,  S)  ist  aber  in  Folge  der  Ver- 
wandlungs-Formeln der  1.  Kammer  keine  andere  als  die  gerade  Linie  (r,  s)  ; 

drittens:  wenn  die  Kante  (R,  S)  die  Fläche  schneidet,  aber  der  willkührlich  anzunehmende 
Panct  (Q,  R,  S)  auf  der  Fläche  liegt,  weil  dann  die  Polar- Ebene  desselben  (P)  eine  Tangential- 
Ebene  der  Fläche  ist.  Der  Punct  (Q,  R,  S)  ist  aber,  in  Gemässheit  der  eben  angezogenen  Verwand- 
lungs-Formeln, kein  anderer  als  der  Punct  (q,  r,  s). 

45.  Da  die  Ebene  (s)  oder,  was  dasselbe  ist,(S),  durchaus  willkührlich  bestimmt  werden  kann, 
so  können  wir  insbesondere  auch  annehmen,  dass  sie  unendlich  weit  gerückt  sei  und  demnach  die 
entsprechende  lineare  Function  auf  eine  Constante  sich  reducirt  habe.  Alsdann  ist  der  gemeinschaft- 
liche Durchschnitt  der  drei  Ebenen  (P),  (0)  und  (R)  ,  als  Pol  einer  unendlich  weit  entfernten 
Ebene,  ein  ausgezeichneter  Punct  in  Beziehung  auf  die  Fläche:  er  heisst  Mittelpunct.  Wie  über- 
haupt jede  durch  den  Mittelpunct  gellende  Ebene  Diametral-Ebene  und  jede  durch  denselben 
gehende  gerade  Linie  Diameter  oder  Durchmesser  heisst,  so  heissen  insbesondere  die  drei 
Ebenen  (P),  (Q)  und  (R)  drei  zugeordnete  Diametral-Ebenen  und  die  drei  geraden  Linien 
(P,  Q),  (P,  R)  und  (Q,  R),  in  welchen  diese  Ebenen,  paarweise  genommen,  sich  schneiden,  drei 
zugeordnete  Durchmesser  oder  Diameter  der  Fläche. 

Indem  wir  hier  wiederum  von  den  ursprünglichen  Veränderlichen  p,  q,  r  und  der  Gleichung: 
Ap^  -f  A'q2  -}-  A"r 2  +  2B"pq  +  2B'pr'-f  2Bqr  +  2Cp  -4-  2C'q  +  2C"r4-D  =  0,  (1) 

ausgehen,  und  die  Betrachtungsweise  der  41.  Xummer  hier  übertragen,  so  verwandelt  sich  die 
Drehung  der  diesen  Veränderlichen  entsprechenden  Ebenen  (p),  (q)  und  CO  um  ihre  Durchschnitts- 
linie mit  der  (nun  unendlich  weit  gerückten)  Ebene  (s)  in  eine  parallele  Verschiebung  derselben, 
bis  sie  durch  den  Mittelpunct  der  Fläche  gehen.    Es  sind  also 

Aos  Ä13  A.i? 
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die  Werthe  der  ursprünglichen  Veränderlichen,  welche  den  Mittelpunct  der  Fläche  bestimmen.  Auf 
diesen  Mittelpunct  als  Aufangspunct  der  Coordinaten  bezogen,  wird  hiernach  die  Gleichung  der  Fläche : 

Ap*  -f  A'q*  'f  A"T*  +  2B"pq  +  2B'pr  -f-  2Bqr  -f  '—  =  ß,  -f  —  =  0.  (2) 

Da  ßj  eine  homogene  Function  des  zweiten  Grades  von  p,  q,  r  ist,  so  erhält  sie  denselben 
Werth,  wenn  wir  einmal  für  diese  drei  Veränderlichen  irgend  drei  Werthe  willkührlich  annehmen  und 
dann  die  Zeichen  dieser  drei  Werthe  gleichzeitig  ändern.  Hieraus  folgt,  dass  jede  durch  den  Mittel- 
punct gehende  und  von  der  Fläche  begränzte  gerade  Linie  im  Mittelpuncte  halbirt  wird. 

Die  beiden  Paraboloide  lassen  sich  desshalb  nicht  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  (2}  aus- 
drücken, weil  ihr  Mittelpunct  unendlich  weit  liegt. 

46.  Die  der  neuen  Coordinaten-Annahme  entsprechende  Gleichungs-Form: 

;rP*  +  xQ2  +  PR*  -f  o-  =  0 ,  (3) 

enthält  nur  noch  drei  überzählige  Constanten.  Von  diesen  kommen,  nach  der  41.  Xummer,  zwei 
darauf,  dass  die  Ebene  (R)  jede  beliebige  sein  kann,  die  durch  den  Pol  der  Fläche  (S),  also  durch 
den  Mittelpunct  geht,  und  eine  darauf,  dass  wir  in  dieser  Ebene  einen  Diameter  beliebig  annehmen 
und  dann  durch  denselben  die  Ebene  (Q)  legen  können.    An  die  Stelle  des  Pol-Tetraeders  ist  hier 
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also  eine  dreiseitige  körperliche  Ecke  getreten,  deren  Seiten-Flächen  drei  zugeordnete  Diametral- 
Ebenen  und  deren  Kanten  drei  zugeordnete  Diameter  sind.  Einen  dieser  drei  Durchmesser  und  eine 
der  beiden  durch  denselben  gehenden  Diametral- Ebenen  können  wir  von  Vorne  herein  beliebig 
annehmen. 

Nehmen  wir  eine  der  drei  Veränderlichen,  etwa  R,  gleich  Null,  so  stellt  das  System  der  beiden 

Gleichungen: 

wp*  +  *Q*  +  o-  =  0,  R  =  0, 

die  in  der  Ebene  (R)  liegende  Durchschnitts-Curve  der  Fläche  dar,  welche,  wie  diese,  von  der  zweiten 
Ordnun"  ist.  Nach  der  Theorie  dieser  Curven  sind  die  Durchschnittslinicn  der  Ebene  (R)  mit 
den  beiden  Ebenen  (Q)  und  (P)  zwei  zugeordnete  Diameter  der  Durchschnitts-Curve.  Die  drei 
zugeordneten  Diameter  einer  Fläche  sind  also,  paarweise  genommen,  auch  zugeordnete  Diameter  der- 
jenigen Curven  zweiter  Ordnung,  in  welchen  die  Fläche  von  Ebenen  geschnitten  wird,  die  die  bezüg- 
lichen Paare  von  Piametcr  enthalten.  , 

Es  ergibt  sich  aus  dem  Vorstehenden,  dass,  wenn  irgend  drei  zugeordnete  Diameter  einer 
Fläche  der  zweiten  Ordnung  g-egeben  sind,  wir  auch  dann,  wenn  zwei  derselben  mit  irgend  zwei 
andern  vertauscht  werden,  welche,  wie  die  ursprünglichen,  zugeordnete  Diameter  derselben  Durch- 
schnitts-Curve sind,  ein  System  dreier  zugeordneter  Diameter  der  Fläche  behalten.  Hiernach  können 
wir  uns  des  Ausdrucks  bedienen,  dass  ein  Diameter  einer  gegebenen  Diametral-Ebene 
und  umgekehrt,  eine  Diametral-Ebene  einem  gegebenen  Diameter  zugeordnet  sei. 

47.  In  dem  Falle  des  Ellipsoids,  dem  die  folgende  Gleichungs-Form  entspricht: 

7r2P*  +  y*Q*  -f-  pW*  —  <r2  =  0, 

begegnet  jeder  Diameter  der  Fläche  und  jede  Diametral-Ebene  schneidet  die  Fläche  in  einer  in  sich 
geschlossenen  Curve,  einer  Ellipse. 

In  dem  Falle  des  zweischaligcn  Hyperboloids,  dem  die  folgende  Gleichungs-Form 
entspricht : 

^p'-t-.^Q'i—p'iRS  —  tf'*   —  0, 

begegnet  von  irgend  drei   zugeordneten   Durchmessern  nur  einer  der  Fläche,   nemlich  ("Q,  R),  die 
beiden  andern  begegnen  ihr  nicht.   In  zweien  von  drei  zugeordneten  Diametral-Ebenen,  (Q)  und  (R), 
ist  die  Durchschnitts-Curve  eine  Hyperbel,  in  der  dritten  (P)  ist  die  Durchschnitts-Curve  imaginär. 
In    dem    Falle    des    einschaligen    Hyperboloids,    dem   die   folgende    Gleichungs-Form 
entspricht: 

3r«P»-f-**Q*--p*R«  — 0-2  =  0,  ' 

begegnen  von  irgend  drei  zugeordneten  Durchmessern  zwei  der  Fläche,  nämlich  (P,  R)  und  (Q,  R), 
der  dritte  (P,  Q)  begegnet  ihr  nicht.  Von  irgend  drei  zugeordneten  Diametral -Ebenen  schneidet 
eine,  nämlich  (R),  die  Fläche  in  einer  Ellipse,  die  beiden  andern,  (P)  und  (Q),  schneiden  dieselbe 
in  Hyperbeln. 

48.  Die  vier  Ecken  eines  Pol-Tetraeders  der  Fläche  sind  die  Spitzen  von  vier  Kegeln,  welche 
der  Fläche  umschrieben  sind  und  dieselbe  in  solchen  Curven  berühren,  die  in  den  gegenüberliegen- 
den Seiten- Ebenen  des  Tetraeders  liegen  (39).  Der  neuen  Coordinaten-Bestimmung  entsprechend, 
fällt  die  Spitze  eines  dieser  Kegel,  für  welchen  die  Berührungs-Curve  ursprünglich  in  der  Ebene  (S) 
lag,  wenn  diese  Ebene  unendlich  weit  rückt,  mit  dem  Mittelpuncte  der  Fläche  zusammen.  Dieser, 
vollkommen  bestimmte,  Kegel,  der  von  solchen  Ebenen  umhüllt  wird,  welche  die  Fläche  in  unend- 
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licher  Entfernung  berühren,  heisst  Asymptoten-Kegel.  Seine  Gleichung  ist,  indem  wir  die 
Gleichungen  (2)  und  (3)  zu  Grunde  legen,  die  folgende: 

ßj  ==  crP*  +  xQ*  +  pR2  ==  0, 

und  also  für  den  Fall  der  beiden  Hyperboloide  reell,  während  er  für  den  Fall  des  Ellipsoids  auf 
einen  Punct  sich  reducirt,  und  auch  für  imaginäre  Flächen  ein  reeller  Pnnct  bleibt. 

Die  drei  übrigen  Kegel,  deren  Spitzen  in  diejenigen  drei  Ecken  des  Pol-Tetraeders  fielen, 
welche,  der  neuen  Coordinaten-Bestimmung-  entsprechend,  nun  unendlich  weit  gerückt  sind,  gehen 
in  Cylinder  über,  deren  Gleichungen 

a-p*  +3lQl  -f.  ff  a=  0,  rrP2-f  pR2  -f-  ff  —  0,  xQ2 -}- pR2  _{_  o-  =  0 

sind.  Jeder  dieser  drei  Cylinder  berührt  die  Fläche  in  einer  Curve,  welche  in  einer  der  drei  zugeordneten 
Diametral  -  Ebenen  liegt,  während  die  Seiten  desselben  dem  dieser  Ebene  zugeordneten  Diameter 
parallel  sind. 

49.  Die  drei  Paare  gegenüberliegender  Kanten  eines  Pol-Tetraeders  sind  drei  Paare  zugeord- 
neter Polaren  (37).  Von  je  zwei  Kanten  eines  solchen  Paares  ist ,  der  neuen  Coordinaten-Bestim- 
mung entsprechend,  eine,  etwa  (P,  (T),  in  einen  Durchmesser  übergangen,  während  die  andere  (R,  S) 
in  der  Ebene  (R),  das  heisst,  in  der  jenem  Diameter  zugeordneten  Diametral-Ebene,  unendlich  weit 
gerückt  ist.  Es  folgt  hieraus,  dass  die  Polar-Ebenen  aller  Puncte,  die  auf  einem  beliebigen  Durch- 
messer der  Fläche  liegen,  der  diesem  Durchmesser  zugeordneten  Diametral-Ebene  parallel  sind,  und, 
umgekehrt,  dass  die  Pole  aller  Ebenen  von  paralleler  Richtung-  in  gerader  Linie  und  zwar  auf  dem- 
jenigen Durchmesser  der  Fläche  liegen,  dessen  zugeordnete  Diametral-Ebene  in  die  Reihe  jener 
parallelen  Ebenen  gehört.  Im  Allgemeinen  gehören  zu  diesen  Ebenen  auch  zwei  Tangential-Ebenen 
der  Fläche,  und  somit  ergibt  sich  insbesondere,  dass  diejenige  gerade  Linie,  welche  die  Berührungs- 
punete  auf  zwei  parallelen  Tangential-Ebenen  verbindet,  ein  Durchmesser  der  Fläche  ist,  und  zwar 
derjenige,  welche  der  mit  den  Tangential-Ebenen  parallelen  Diametral-Ebene  zugeordnet  ist. 

50.  Wenn  wir  endlich  noch  eine  gegebene  Fläche  der  zweiten  Ordnung  durch  eine  Ebene,  die 
irgend  einer  Diametral-Ebene,  etwa  (R_),  parallel  ist,  schneiden,  so  erhalten  wir,  wenn  1  einen  unbe_ 
stimmten  Coefficienten  bezeichnet,  für  die  Durchschnitts-Curve  in  einer  solchen  Ebene: 

R  =  X ,  rrP2  -f  xQ  2  +  PV2  -f  er  =  0. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  alle  Durchschnitts-Curven  ähnliche  und  ähnlich  liegende  sind ,  und  dass  der 
Durchmesser  (P,  Q)  der  geometrische  Ort  für  die  Mittelpuncte  derselben  ist.  Es  ist  also  bewiesen, 
dass,  wenn  wir,  nach  gegebener  Richtung,  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  durch  parallele  Ebenen 
schneiden,  die  Mittelpuncte  der  Durchschnitts-Curven  dieser  Ebenen  in  gerader  Linie  liegen  und 
zwar  auf  demjenigen  Durchmesser  der  Fläche,  dessen  zugeordnete  Diametral-Ebene  die  gegebene 
Richtung  hat.  Zu  jenen  Mittelpunctcn  gehören  insbesondere  auch  die  Berührungspunctc  auf  zwei 
Tangential-Ebenen.  Wenn  die  gegebene  Richtung-  sich  ändert,  so  dreht  sich  der  Durchmesser  um 
den  Mittelpunct  der  Fläche,  und  dieser  ist  also  durch  zwei  Paare  paralleler  Schnitt-Ebenen  voll- 
kommen bestimmt. 

51.  Wir  sind  in  der  45.  Nummer   von   dem    allgemeinen  Falle  sogleich   zu  demjenigen  Falle 
bergeg-angen,  wo  eine  Seiten -Ebene  des  Pol  -  Tetraeders   unendlch  weit  gerückt   ist.     Dann  liegen 

gleichzeitig  drei  Ecken  desselben  unendlich  weit.  Diesen  Uebergang  können  wir  stufenweise  machen, 
indem  wir  diese  drei  Ecken  successive  unendlich  weit  rücken  lassen. 

Wenn  bloss  ein  Punct  des  Pol-Tetraeders  nach  gegebener  Richtung  immer  weiter  sich  entfernt 
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so  nähert  sich  die  gegenüberliegende  Seiten -Ebene  immer  mehr  derjenigen  Diametral  -  Ebene ,  deren 
zugeordneter  Durchmesser  die  gegebene  Richtung  hat.  Drei  Kanten  des  Tetraeders  haben  eben  diese 
Richtung,  während  die  drei  übrigen  in  der  Diametral  -  Ebene  drei  zug-eordnetc  Polaren  in  Beziehung 
auf  die  Durchschnitts  -  Curve  sind.  Um  von  der  ursprünglichen  Gleichung  zwischen  p,  q,  r  und  s 
unmittelbar  zu  der  entsprechenden  Gleichungs-Form  zu  gelangen,  müssen  wir.  in  Gemässheit  der  42. 
Nummer,  die  Veränderliche  s  so  particularisiren,  dass 

s  =  9,  +  är  4~  «  ; 
dann  linden  wir,  in  Folge  der  Vcrwandlungs  -  Formeln  der  1.  Nummer,  für  Q  und  R  ähnliche  Aus- 
drücke, wonach  auch 

S  =  Q-f  *R  +  S. 

Es  ergibt  sich  hiernach  die  folg-ende  Gleichungs  -  Form : 

mit  fünf  überzähligen  Constanten.  Die  d,en  linearen  Functionen  q,  r,  s  (=  S),  R,  Q  ent- 
sprechenden Ebenen  sind  alle  der  gegebenen  Richtung-  parallel.  Die  Ebene  (P)  ist  die  in  Rede 
stehende  Diametral  -  Ebene. 

Wenn  zugleich  mit  (Q,  R,  S)  noch  eine  zweite  Ecke  (P,  R,  S)  des  Pol -Tetraeders,  also  in 
der  Diametral -Ebene  (P)  einer  der  drei  zugeordneten  Pole,  nach  gegebener  Richtung  unendlich 
weit  rücken  soll,  so  müssen  die  beiden  übrigen  Pole,  (P,  Q,  R)  und  (P,  Q,  S),  auf  einem  Durch- 
messer (P,  Q)  der  Fläche  der  Durchschnitts  -  Curve  liegen  und  zwar  so ,  dass  sie ,  nach  bekanntem 
Satze,  mit  den  Scheiteln  des  Durchmessers  vier  harmonische  Theilungspuncte  bilden.  Dieser  Durch- 
messer ist  also  eine  Kante  des  Pol  -  Tetraeders ,  die  ihr  gegenüberliegende  (R,  S)  ist  unendlich  weit 
gerückt  und  somit  sind  die  beiden  Ebenen  (R)  und  (S)  parallel,  während  die  beiden  übrigen  in 
einem  Durchmesser  der  Fläche  sich  schneiden.  Die  Kanten  (P,*R)  und  (P,  S)  sind  parallel,  ebenso 
die  Kanten  (Q,  R)  und  (Q,  S).    Diesem  allem  entspricht: 

wonach  sich  die  nachstehende  Gleichungs-Form  mit  bloss  vier  überzählig-en  Constanten  erg-ibt: 

ttP*  +  xQ2  -f-  PKl  -f  a(R  -f  zy  =  0. 

Im  zu  dieser  Form  aus  der  ursprünglichen  Gleichung  unmittelbar  zu  gelangen,  müssen  Mir  in 
Folge  der  Verwandlungs-Formeln  der  1.  Nummer 

r  =  R  +  jS  =  (7-r-l)S-^ 

setzen,  wonach  auch  die  Ebenen  (r)  und  (s)  parallel  sind. 

Wenn  endlich  auch  noch  eine  dritte  Ecke  des  Pol-Tetraeders  (P,  Q,  S)  immer  weiter  sich  ent- 
fernt, so  gelangen  wir  zu  dem  bereits  ausführlich  discutirten  Falle,  dass  S  (=  s)  auf  eine  Con- 
stante  sich  reducirt. 

52.    Die  allgemeine  Gleichung: 

7rP*+xQ2-f  pR-2-r-cr^O,  (D 

stellt,  wenn  insbesondere  a  verschwindet,  wodurch  sie  in  die  folgende  übergeht : 

7rP*-|-*Q2-t-pR2:=0,  C^) 

einen  Kegel  dar.  So  wie  vor  dem  Verschwinden  von  o,  bei  jedem  beliebigen  Werthc  dieser  Con- 
stanten, die  drei  Ebenen  (P),  (Q),  (R)  drei  zugeordnete  Diametral-Ebenen,  und  die  Durchschnitts- 
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t       =    XV  ,  (4) 

xa  =  jtw, 
das  andere  Mal  gleichzeitig 

t     =  ?.w  . 

Xu  =  uv  , 

setzen. 

Die  beiden  Gleichungen  (4)  stellen  zwei  Ebenen  dar,  welche  durch  zwei  gegenüberliegende 
Seiten  (t,  v)  und  (u,  w)  eines  auf  der  Fläche  liegenden  j Vierecks  gehen  und  sich  in  einer  ge- 
raden Linie  schneiden,  welche  ebenfalls  ganz  auf  der  Fläche  (1)  liegt  und,  wenn  x  seinen  Werth 
continuirlich   ändert,   durch  eine  continuirliche  Bewegung  die  Fläche  beschreibt. 

Auf  gleiche  Weise  stellen  die  beiden  Gleichungen  (5)  zwei  Ebenen  dar,  welche  durch  die  beiden 
andern  g*eg*enüberliegenden  Seiten  (t,  w)  und  (u,  v)  desselben  Vierecks  gehen  und  die  sich  eben- 
falls in  einer  geraden  Linie  schneiden,  welche  ganz  auf  der  Fläche  liegt  und  diese  Fläche,  wenn 
X  seinen  Werth  continuirlich  ändert,  durch  eine  continuirliche  Bewegung  beschreibt.  Wir  erhalten 
also  eine  zweifache  Erzeugung  derselben  Fläche  durch  eine  gerade  Linie.  Bei 
der  ersten  Erzeugung  schneidet  die  gerade  Linie  in  allen  ihren  Lagen  die  gegenüberliegenden 
Seiten  (t,  v)  und  (u,  w)  und  fällt  in  zwei  besondern  Lagen  (x  =  0  und  x  =  00  entsprechend) 
mit  den  beiden  andern  gegenüberliegenden  Seiten  (t,  w)  und  (u,  v)  zusammen.  Bei  der  zweiten 
Erzeugung  schneidet  die  gerade  Linie  in  allen  ihren  Lagen  die  beiden  gegenüberliegenden  Seiten 
(t,  w)  und  (u,  v)  und  fällt  in  zwei  besondern  Lagen  (X  =  0  und  X  =  QO  entsprechend)  mit 
(t,  v)  und  (u,  w)  zusammen.  Je  zwei  Linien  der  ersten  Erzeugung  bilden  also  mit  je  zwei 
Linien  der  zweiten  Erzeugung  ein  Viereck,  welches,  wie  das  ursprüngliche,  ganz  auf  der  Fläche 
liegt.  Jede  Linie  einer  Erzeugung  schneidet  jede  Linie  der  andern ,  aber  zwei  Linien  derselben  Er- 
zeugung schneiden  sich  nicht. 

Diese  letzte  doppelte  Behauptung  ergibt  sich  unmittelbar.  Sollten  nemlich  zwei  Linien  derselben 
Erzeugung,  etwa  der  ersten,  sich  schneiden,  so  müssten  vier  Gleichungen  von  folgender  Form: 

t     =  xv,  t      =  x'v, 

*U  =  UW,  x'u  =   ftW, 

gleichzeitig  bestehen  können,  was  auf  den  ersten  Blick  sich  als  unstatthaft  darstellt.  Dagegen  aber 
bestehen  die  vier  Gleichungen  (4)  und  (5),  in  Folge  der  Gleichung  (1) ,  gleichzeitig  bei  jeder  An- 
nahme von  x  und  X. 

Da  die  Bedingung,  dass  eine  Fläche  der  zweiten  Ordnung  durch  eine  gegebene  gerade  Linie 
geht,  von  drei  linearen  Constanten  abhängt,  so  ist  eine  solche  Fläche  auf  lineare  Weise  bestimmt, 
wenn  sie  der  Bedingung  unterworfen  wird,  dass  sie  gleichzeitig  durch  drei  gegebene  gerade  Linien 
geht.  Nur  dürfen,  damit  die  Bestimmung  nicht  unvollständig  sei,  diese  Linien  sich  nicht  schneiden, 
oder  mit  andern  Worten,  sie  müssen  derselben  Erzeugung  angehören.  Die  geraden  Linien  der  andern 
Erzeugung  schneiden  alsdann  die  drei  gegebenen  und  sind  dadurch  bestimmt.     Also  : 

Wenn  eine  gerade  Linie  sich  so  bewegt,  dass  sie,  in  allen  ihren  Lagen,  drei 
gegebenen  sich  nicht  schneidenden  geraden  Linien  begegnet,  so  beschreibt  sie  eine 
geradlinige  Fläche  der  zweiten  Ordnung.  Dieselbe  Fläche  wird  auf  anderem,  ganz  analogem 
Wege  erzeugt,  wenn  wir,  statt  der  drei  ursprünglich  gegebenen  geraden  Linien,  irgend  drei  solche 
nehmen,  mit  welchen,  bei  der  ersten  Erzeugung,  die  beschreibende  gerade  Linie  während  ihrer  Be- 
wegung zusammengefallen  ist.  Bei  dieser  zweiten  Erzeugung  bezeichnen  die  drei  ursprünglich  gege- 
benen geraden  Linien  besondere  Lagen  der  die  Fläche  beschreibenden  geraden  Linie,  die  wir  beliebig 
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mit  andern  Lagen  vertauschen  können,  ohne  dass  die  erste  Erzeugung  dadurch  irgendwie  sich  ändert. 
Es  ist  nur  eine  andere  Ausdrucksweise,  wenn  wir  eine  gerade  Linie,  die  drei  gegebene  schneidet, 
als  eine  solche  bezeichnen,  die  mit  diesen  in  denselben  drei  Ebenen  liegt. 

Durch  jeden  gegebenen  Punct  einer  der  drei  gegebenen  geraden  Linien  lässt  sich  eine  einzige 
Linie  legen,  welche  auch  den  beiden  andern  begegnet.  Um  diese  zu  construiren,  brauchen  wir 
bloss  durch  den  geg-ebenen  Punct  und  eine  dieser  beiden  letztgenannten  Linien  eine  Ebene  zu  legen, 
und  den  einzigen  Punct,  in  welche  diese  Ebene  die  andere  dieser  beiden  Linien  schneidet,  mit  dem 
gegebenen  Puncte  durch  eine  gerade  Linie  au  verbinden. 

Zugleich  ist  ersichtlich,  dass  es  im  Allgemeinen  zwei  gerade  Linien  gibt,  welche  vier  gegebene 
gleichzeitig  schneiden,  weil  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  durch  irgend  drei  der  gegebenen  vollständig 
bestimmt  ist  und  dann  von  der  vierten  in  zwei  Puncten  geschnitten  wird,  durch  welche  die  beiden  zu 
construirenden  Linien  auf  einzige  Weise  sich  legen  lassen. 

65.  An  die  vorige  Nummer  knüpft  sich  auch  die  Lösung  der  folgenden  Aufgabe: 

Wenn  drei  Linien  derselben  Erzeugung  eines  einschaligen  Hyperbolo  i  ds  ge- 
geben sind,  den  Mittelpunct  desselben  zu  finden. 

Wenn  drei  Linien  einer  Erzeugung  gegeben  sind,  so  können  wir  diejenigen  drei  Linien  der 
andern  Erzeugung,  welche  denselben  bezüglich  parallel  sind,  unmittelbar  construiren.  Legen  wir 
neinlich  durch  die  zweite  der  drei  gegebenen  geraden  Linien  eine  Ebene  parallel  mit  der  ersten,  so 
schneidet  diese  Ebene  die  dritte  in  einem  einzigen  Puncte.  Legen  wir  durch  diesen  Punct  eine 
gerade  Linie  parallel  mit  der  ersten  gegebenen,  so  gehört  dieselbe  der  andern  Erzeugung  an.  Denn 
diese  Construction  ist  bloss  eine  Modifikation  der  Construction  derjenigen  geraden  Linie,  welche 
durch  einen  gegebenen  Punct  der  ersten  gegebenen  geraden  Linie  geht  und  die  zweite  und  dritte 
gegebene  schneidet  (64);  eine  Modification,  die  dadurch  bedingt  wird,  dass  der  gegebene  Punct  auf 
der  ersten  gegebenen  geraden  Linie  unendlich  weit  rückt.  Auf  gleiche  Weise  erhalten  wir  die  beiden 
andern  gesuchten  geraden  Linien,  und  somit  ein  der  Fläche  aufgeschriebenes  Sechseck,  dessen  je 
zwei  auf  einander  folgende  Seiten  verschiedener  Erzeugung  angehören  und  dessen  gegenüberliegende 
Seiten  parallel  sind.  Durch  die  drei  Paare  gegenüberliegender  Seiten  lassen  sich  drei  Ebenen  legen 
und  diese  drei  Ebenen  schneiden  sich  in  dem  zu  construirenden  Mittelpnncte. 

Um  diese  Construction  zu  rechtfertigen,  brauchen  wir  bloss  zu  erwägen,  dass  überhaupt  der 
Durchschnittspunct  zweier  Linien  verschiedener  Erzeugung  eines  Hyperboloids ,  in  Beziehung  auf 
dieses,  der  Pol  (Berührungspunct)  der  durch  dieselben  beiden  Linien  gelegten  (Berührungs-)Ebene 
ist.  Der  Durchschnittspunct  der  drei  Ebenen,  w  eiche  sich  durch  die  drei  Paare  gegenüberliegender  Seiten 
irgend  eines  der  Fläche  aufgeschriebenen  Sechsecks  legen  lassen,  ist  also  der  Pol  derjenigen  Ebene, 
welche  die  drei  Durchschnittspuncte  der  drei  Paare  gegenüberliegender  Seiten  enthält,  insbesondere  also 
der  Mittelpunct  der  Fläche,  wenn  diese  Ebene,  wie  im  vorliegenden  Falle,  unendlich  weit  gerückt  ist. 

Der  Mittelpunct  der  Fläche  liegt  offenbar  auch  ungleich  auf  denjenigen  drei  geraden  Linien, 
welche  in  der  Mitte  zwischen  je  zwei  parallelen  Seiten  hindurchgehen,  und  kann  als  der  Durchschnitt 
je  zweier  derselben  construirt  werden.  Diese  drei  geraden  Linien  sind  zugleich  Seiten  des  Asympto- 
ten-Kegels des  Hyperboloids. 

66.  Um  auf  analytischem  Wege  direet  darzulegen,  dass  eine  gerade  Linie,  welche  in  allen 
ihren  Lagen  drei  gegebene  gerade  Linien  schneidet,  eine  Fläche  der  zweiten  Ordnung  beschreibt, 
ist  es  hinreichend,  nachzuw  eisen,  dass  diese  drei  geraden  Linien  sich  immer  durch  drei  Gleichungen- 
Paare  von  folgender  Form  darstellen  lassen: 
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t  =  0,  v    =  0, 

u  =  0,  w   =  0, 

t  =  Xw,  Xu  =  ftv-  *) 

Denn   alsdann  können    wir  den   Gleichungen  derjenigen  geraden  Linie,   welche   die   drei  gegebenen 
schneidet,  die  folgende  Form  geben: 

t  ss  xv,  xu  =  uw. 

Es  bedeutet  hierbei  x  einen   unbestimmten  Coefficienten ;    durch  Elimination  desselben  zwischen  den 

vorstehenden  Gleichungen  ergibt  sich  für  die  Gleichung  der  durch  die  Bewegung  dieser  geraden  Linie 

erzeugten  Fläche: 

tu  =  ftVW. 

67.  Wir  wollen  uns  nochmals  zu  der  Construction  der  Fläche  durch  den  Durchschnitt  der 
beiden  Ebenen  (4)  der  64.  Nummer  zurückwenden.  Die  eine  dieser  beiden  Ebenen,  etwa  die  erste 
derselben,  geht,  weil  der  unbestimmte  Coefficient  v.  ganz  willkührlich  angenommen  werden  kann, 
nach  beliebiger  Richtung  durch  die  Vierecks-Seite  (t,  v)  und  schneidet  immer  die  Fläche  in  einer 
zweiten  geraden  Linie,  welche  auch  mit  der  gegenüberliegenden  Vierecks-Seite  (u,  w)  in  derselben 
Ebene,  nemlich  in  der  zweiten  der  beiden  Ebenen  (4),  liegt.  Ist  also  irgend  ein  Punct  der  Fläche 
gegeben,  so  können  wir  diese  Ebenen  beide  durch  diesen  Punct  legen  und  erhalten  alsdann  als 
Durchschnittslinie  derselben  eine  ganz  auf  der  Fläche  liegende,  durch  den  gegebenen  Punct 
gehende  gerade  Linie.  Diese  gerade  Linie  gehört,  weil  sie  mit  jeder  der  beiden  Vierecks-Seiten 
(t,  v)  und  (u,  w)  in  derselben  Ebene  liegt  und  diese  Seiten  also  schneidet,  mit  den  beiden  andern 
gegenüberliegenden  Seiten  des  Vierecks,  mit  (t,  w)  und  (u,  v),  der  ersten  Erzeugung  der  Fläche 
an.  Eine  zweite  durch  den  gegebenen  Punct  gehende,  mit  (t,  v)  und  (u,  w)  der  zweiten  Erzeug- 
ung angehörige  gerade  Linie  erhalten  wir,  wenn  wir  in  den  vorstehenden  Erörterungen  an  die 
Stelle  der  beiden  Ebenen  (4)  die  beiden  Ebenen  (5)  setzen. 


*)     Es  ist  klar,  dass  wir,  bei  gehöriger  Functionen-Bestinimung,   irgend  drei  gerade  Linien  durch  die  folgen- 
den drei  Paare  von  Gleichungen: 

t-t-£V  =  Ö,  v-fSt  =  0, 

u  =  0,  v  =  0, 

(t  +  er)  +  o(v+$O  +  0w  =  0,         r(t  +  fv)-h(v+40+^  =  0, 
darstellen    können .    wobei    £   und   S    zwei   willkührlich     anzunehmende    Constante    bedeuten.      Setzen    wir 
insbesondere: 

e  =  — a,  4  =  — y, 

so  gehen  die  Gleichungen  der  dritten  geraden  Linie  in  die  folgenden  über: 

(1  —  atft  +  ßw  =  0,  du-f(l  —  ay)v  =  0, 

und  wenn  überdiess: 

in  die  folgenden: 

t  =  Xw  Xu  ss  fiV. 

Die  durch  das  erste  Gleichungen -Paar  dargestelUe  gerade  Linie  bleibt  unverändert  dieselbe,  welche 
Werthe  £  und  §  auch  erhalten  mögen.  Indem  wir  in  denselben  beide  unbestimmte  Coefficienten  gleich 
Null  setzen,  erhalten  wir  die  Gleichungen  des  Textes. 

H* 
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Wenn  ein  auf  einer  Fläche  der  zweiten  Ordnung  liegendes  Viereck  und  irgend  ein  Punct  der 
Fläche  gegeben  sind,  so  erhalten  wir  also  unmittelbar  zwei  neue  gerade  Linien,  die  auf  der  Fläche 
liegen  und  in  dem  gegebenen  Puncte  sich  schneiden.  Hiernach  sind  drei  gerade  Linien  der  einen 
und  drei  gerade  Linien  der  andern  Erzeugung  bekannt,  so  dass  wir,  nach  der  64.  Nummer,  die 
Fläche  auf  zweifache  Weise  durch  die  Bewegung  einer  geraden  Linie  beschreiben  können. 

68.  Diejenige  Ebene,  welche  zwei  gerade  Linien,  die  auf  einer  Fläche  der  zweiten  Ordnung 
liegen  und  in  einem  gegebenen  Puncte  derselben  sich  schneiden,  enthält,  ist  die  Berührungs-Ebene  in 
diesem  Puncte.    Hieran  knüpft  sich  unmittelbar  die  Lösung  der  nachstehenden  Aufgabe: 

Wenn  ein  räumliches  Viereck,  dessen  Seiten  ganz  auf  einer  Fläche  der 
zweiten  Ordnung  liegen,  und  ausserdem  ein  Punct  derselben  gegeben  sind,  in 
diesem  Puncte  die  Tangential-Ebene  der  Fläche  zu  construiren. 

Man  lege  durch  den  gegebenen  Punct  und  zwei  g-egcnüberliegende  Seiten  des  Vierecks  zwei 
Ebenen,  die  sich  in  einer  ersten,  und  durch  denselben  Punct  und  die  beiden  andern  gegenüberliegen- 
den Seiten  ebenfalls  zwei  Ebenen,  die  sich  in  einer  zweiten,  durch  den  gegebenen  Punct  gehenden, 
geraden  Linie  schneiden.  Diejenige  Ebene,  welche  diese  beiden  geraden  Linien  enthält,  ist  alsdann 
die  verlangte  Tangential-Ebene. 

Die  beiden  geraden  Linien  sind,  wenn,  umgekehrt,  die  Tangential-Ebene  gegeben  ist,  dadurch 
bestimmt,  dass  sie  bezüglich  die  beiden  Paare  gegenüberliegender  Seiten  des  Vierecks  schneiden,  und 
somit  erhalten  wir  die  Lösung  der  neuen  Aufgabe: 

Wenn  ein  räumliches  Viereck,  dessen  Seiten  g-anz  auf  einer  Fläche  der  zwei- 
ten Ordnung  liegen,  und  ausserdem  eine  Tangential-Ebene  derselben  gegeben 
ist,   den  Berührungspunct  auf  dieser  Tang-en  tial-Ebene  zu  bestimmen. 

Die  gegebene  Tangential-Ebene  schneidet  jedes  Paar  gegenüberliegender  Seiten  des  Vierecks  in 
zwei  Puncten,  die  wir  durch  eine  gerade  Linie  verbinden  können.    Die  beiden  hiernach  sich  ergeben- 
den geraden  Linien  liegen  ganz  auf  der  Fläche  und  schneiden  sich  in  dem  verlangten  Berührungspuncte. 
Zugleich  können  wir,    wie  in  dem  Falle  der  vorigen  Nummer,  die  Fläche   durch  eine  gerade 
Linie  auf  zweifachem  Wege  beschreiben. 

69.  Wir  brauchen,  wie  oben  gezeigt  worden  ist,  nur  zwei  gegenüberliegende  Seiten  des  Vier- 
ecks, das  heisst,  zwei  ganz  auf  der  Fläche  liegende  und  sich  nicht  schneidende  Linien  zu  kennen, 
um  sogleich  durch  jeden  gegebenen  Punct  der  Fläche  eine  neue  ganz  auf  derselben  liegende  «Trade 
Linie,  welche  jene  beiden  schneidet,  legen  zu  können  (67).  Ebenso  können  wir,  wenn  statt  des 
Punctes  eine  Tangential-Ebene  der  Fläche  gegeben  ist,  in  dieser  Ebene  eine  gerade  Linie  bestimmen, 
welche  die  beiden  gegebenen  schneidet  (68).  Hieran  knüpft  sich  unmittelbar  eine  Lösung  der 
nachstehenden  vier  Aufgaben. 

Eine   Fläche   zweiter   Ordnung    durch    die    Bewegung-   einer   geraden  Linie  zu 
beschreiben,  wenn,  ein  für  alle  Mal,  zwei  sich  nicht  schneidende  gerade  Linien 
gegeben  sind,  welche  ganz  auf  der  Fläche  liegen  sollen,  und  überdiess 
erstens:  drei  Puncte  der  Fläche, 

zweitens:  zwei  Puncte  und  eine  Tangential-Ebene, 
drittens:  ein  Punct  und  zwei  Tangential-Ebencn, 
viertens:  vier  Tangential-Ebencn  der  Fläche. 

In  allen  Fällen  erhalten  wir  nemlich,  den  gegebenen  Puncten  und  Tangential-Ebencn  ent- 
sprechend, drei  gerade  Linien,  welche  ganz  auf  der  Fläche  liegen  und  die  beiden  gegebenen  geraden 
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Linien  schneiden,  und  also  derselben  Erzeugung  angehören.  Ferner  erhalten  wir  in  jedem  gegebenen 
Puncte  eine  Tangential  Ebene,  auf  jeder  gegebenen  Tangential-Ebene  den  Berührungspunct. 

Zugleich  begegnen  wir,  bei  der  Betrachtungsweise  der  gegenwärtigen  Xummer,  der  Bemerkung, 
dass  alle  Flächen  der  zweiten  Ordnung,  welche  zwei  gegebene  gerade  Linien  in  ihrer  ganzen  Aus- 
dehnung enthalten  und  überdiess  entweder  durch  einen  g-egebenen  Punct  gehen  oder  eine  gegebene 
Ebene  berühren,  sich  ausser  in  den  beiden  gegebenen  geraden  Linien  noch  in  einer  dritten,  diesen 
begegnenden  geraden  Linie  schneiden.  Wenn  alle  Flächen  überdiess  noch  durch  zwei  gegebene 
Puncte  gehen,  oder  zwei  g-egebene  Ebenen  berühren,  so  gehen  sie  noch  durch  zwei  feste  gerade 
Linien,  welche  den  g-egebenen  begeg*nen,  also  durch  die  Seiten  ein  und  desselben  räumlichen  Vierecks. 

Endlich  ist  ersichtlich,  dass  irgend  zwei  Flächen  der  zweiten  Ordnung,  welche  durch  zwei 
gegebene  sich  nicht  schneidende  gerade  Linien  gehen,  auch  ausserdem  noch  zwei  andere  sich  nicht 
schneidende  gerade  Linien  enthalten ,  so  dass  die  Durchschnitts  -  Curve  der  beiden  Flächen  in  ein 
räumliches  Viereck  ausartet. 

70.  Da  wir,  wenn  zwei  sich  nicht  schneidende  gerade  Linien,  die  ganz  auf  einer  Fläche  der 
zweiten  Ordnung  liegen,  gegeben  sind,  durch  jeden  Punct  der  Fläche  eine  gerade  Linie  legen  können, 
die  ebenfalls  ganz  in  dieselbe  fällt,  so  ist  klar,  dass,  wenn  dieser  Punct  auf  der  Fläche  eine  Curve 
beschreibt,  von  der  geraden  Linie,  welche  durch  denselben  geht,  die  Fläche  selbst  beschrieben  wird. 
Artet  jene  von  dem  Puncte  beschriebene  Curve  in  eine  g-egebene,  auf  der  Fläche  liegende  dritte 
gerade  Linie  aus,  welche  die  beiden  ersten  nicht  schneidet,  so  erhalten  wir  den  Satz  der  64.  Xummer. 
Wir  können  insbesondere  für  jene  Curve  auch  denjenigen  Kegelschnitt  nehmen',  in  welchem  eine 
beliebig-e  Ebene  die  Fläche  schneidet  und  der  hiernach  nothwendig  auch  durch  die  beiden  geg-ebenen 
geraden  Linien  geht.  Ein  solcher  Kegelschnitt  ist  insbesondere  dann  bestimmt,  wenn  ausser  diesen 
beiden  g-eraden  Linien  irgend  drei  Puncte  der  Fläche  g-eg-eben  sind.  Denn  legen  wir  durch  diese 
drei  Puncte  eine  Ebene,  so  wird  diese  die  beiden  geraden  Linien  in  zwei  Puncten  schneiden,  wo- 
nach wir  fünf  Puncte  und  somit  einen  vollkommen  bestimmten  Kegelschnitt  erhalten ,  durch  welchen 
die  frag-liche  Fläche  geht. 

Wenn  man  um  zwei  gegebene,  sich  nicht  schneidende,  gerade  Linien  zwei 
Ebenen  sich  so  drehen  lässt,  dass  ihre  Durchschnittslinie  einem  gegebenen  Kegel- 
schnitte, welcher  durch  jene  beiden  geraden  Linien  geht,  in  allen  ihren  Lagen 
begegnet,  so  beschreibt  diese  Durchschnittslinie  eine  Fläche  der  zweiten  Ordnung. 

Die  beschreibende  gerade  Linie  ist,  mit  andern  Worten,  der  Bedingung  unterworfen,  dass  sie 
die  gegebenen  geraden  Linien  und  den  Kegelschnitt  fortwährend  schneidet. 

Analoge  Resultate,  die  mit  den  vorstehenden  durch  das  Princip  der  Reciprocität  verknüpft  sind, 
ergeben  sich ,  wenn  ausser  den  beiden  ganz  in  die  Fläche  fallenden  geraden  Linien ,  irgend  eine 
Abw  ickelungsfläche,  die  durch  eine  die  Fläche  fortwährend  berührende  Ebene  umhüllt  wird ,  gegeben 
ist.  Die  umhüllende  Ebene  enthält  alsdann,  in  allen  ihren  Lagen,  eine  der  Fläche  angehörige  gerade 
Linie,  welche  die  beiden  gegebenen  schneidet  und  dabei  nicht  aufhört,  die  Abwickelungs-Fläche  zu  be- 
rühren. Für  diese  können  wir  eine  gerade  Linie  nehmen,  und  kommen  dann  auf  den  Satz  der  64. 
Nummer  wieder  zurück,  oder  auch  einen  der  Fläche  umschriebenen  Kegel.  Wenn  ausser  den  beiden 
gegebenen  geraden  Linien  noch  drei  Tangential-Ebenen  auf  der  Fläche  gegeben  sind,  so  ist  dadurch 
auf  lineare  Weise  ein  der  Fläche  umschriebener  Kegel  der  zweiten  Ordnung  bestimmt,  dessen  Mi(tel- 
punet  der  gemeinsame  Durchschnitt  der  drei  gegebenen  Tangential-Ebenen  ist  und  welcher  ausserdem 
diejenigen  beiden  Ebenen  berührt,  die  durch  diesen  Mittelpunct  und  durch  die  beiden  gegebenen  gera- 
den Linien  gelegt  werden  können. 
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Eine  gerade  Linie,  welche  sich  so  bewegt,  dass  sie  zwei  gegebenen,  sich  nicht 
schneidenden  geraden  Linien  fortwährend  begegnet  und  überdiess  einen  gegebe- 
nen  Kegel  zweiter  Ordnung,  welcher  von  jenen  beiden  geraden  Linien  berührt 
wird,  ebenfalls  berührt,  erzeugt,  in  ihrer  Bewegung,  eine  Fläche  der  zweiten 
Ordnung. 

71.  Bevor  wir  die  bisherigen  Erörterungen  unter  einem  allgemeinen  analytischen  Gesichtspunct 
zusammenfassen  und  dadurch  erst  den  einzelnen  Resultaten  in  dem  grössern  Ganzen  ihre  richtige 
Stelle  anweisen,  wollen  wir  zuvor  noch  in  dieser  Nummer  den  Weg  andeuten ,  auf  dem  wir  zu  den- 
selben Constructionen  und  Sätzen  mit  derselben  Leichtigkeit  auch  dann  gelangen  können,  wenn  wir 
die  allgemeine  Gleichung  in  Plan-Coordinaten: 

tu  =  \xvw  (2) 

zu  Grunde  legen.  Aehnlich  wie  in  der  64.  Nummer,  können  wir  diese  Gleichung  auf  doppelte  Weise 
befriedigen,  indem  wir,  bei  beliebiger  Bestimmung*  von  x  und  X,  gleichzeitig-,  einmal 

t    =  %v* 

(6) 

v.U  =    VW,  K   J 

das  andere  Mal 

t    =  >.#>, 

Xu  =  pv,  ^  * 

setzen.  Die  beiden  Gleichungen  (6)  stellen  zwei  Puncte  dar,  welche  auf  den  beiden  gegenüber- 
liegenden Vierecks -Seiten  (/,  ü)  und  (u,  w)  liegen.  Diejenige  gerade  Linie,  welche  diese  beiden 
Puncte  verbindet,  beschreibt,  wenn  x  sich  continuirlich  ändert,  die  Fläche  (2).  Die  zweite  Erzeug- 
ung  der  Fläche  ist  durch  die  Gleichungen  (7)  bezeichnet,  welche  auf  ganz  analoge  Weise  zwei 
Puncte  darstellen,  die  auf  den  beiden  andern  gegenüberliegenden  Vierecks-Seiten  (t,  w)  und  (u,  v) 
liegen  und  durch  welche,  in  ihren  verschiedenen  durch  x  bezeichneten  Lagen,  die  erzeugende  gerade 
Linie  geht. 

Die  vier  Puncte: 

t  =  0,         v  =  0,        t  =  x»,        t  =  —  xr, 
die   auf  der  Vierecks-Seite  (7,  v)    liegen,  sind   vier  harmonische   Theilung-spuncte.     Die   vier   durch 
diese  Puncte  gehenden  Linien  der  andern  Erzeugung  schneiden  die  geg-enüberliegende  Vierecks-Seite 
(w,  w)  in  den  vier  Puucten: 

w  =  0,        u  =  0,        y.u  =  ßw ,        y.u  =  — •(■», 

und  diese  sind  wiederum  vier  harmonische  Theilungspuncte. 

Wenn  vier  Linien  der  ersten  Erzeugung  einer  g-eradlinigen  Fläche  zweiter 
Classe  (und  Ordnung)  eine  Linie  der  zweiten  Erzeugung  in  vier  harmonischen 
Puncten  schneiden,  so  wird  jede  Linie  dieser  Erzeugung  von  ihnen  harmonisch 
geschnitten. 

Aus  diesem  Satze  ergibt  sich  unmittelbar,  dass  sechs  Linien  der  ersten  Erzeugung  alle  Linien 
der  zweiten  Erzeugung  in  den  Puncten  einer  Involution  schneiden,  wenn  dieses  für  eine  dieser 
Linien  stattfindet.  (Vergl.  System,  Erster  Abschnitt  §.  1,  31 — 32)  Wenn  wir  statt  der  Gleichung 
{2)  die  Gleichung  der  Fläche  in  Punct-Coordinaten  (1)  zu  Grunde  gelegt  hätten,  so  wären  wir  auf 
gleichem  Wege  zu  dem  nachstehenden  Satze  gelangt,  der  mit  dem  obigen  durch  das  Princip  der 
Reciprocität  verknüpft  ist. 
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Vier  harmonische  Ebenen,  welche  beliebig-  durch  eine  Linie  der  ersten  Erzeu- 
gung gelegt  werden,  schneiden  die  Fläche  in  solchen  vier  geraden  Linien,  die  mit 
jeder  andern  Linie  der  ersten  Erzeugung  ebenfalls  in  vier  harmonischen  Ebenen 
liegen.  *) 

72.  Das  Characteristischc  der  beiden  Gleichungs-Formen  (4)  der  64.  Nummer  besteht, 
allgemein  aufgefasst,  darin,  dass,  wenn  wir  durch  die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  eine  belie- 
bige, durch  die  gegebene  gerade  Linie  (t,  v)  gehende  Ebene  darstellen,  die  zweite  Gleichung  eine 
solche  Ebene  darstellt,  welche  durch  die  gegebene  gerade  Linie  (u,  w)  geht  und  durch  die  erste 
Ebene  auf  lineare  Weise  bestimmt  ist.  Und,  umgekehrt,  wenn  zwei  Systeme  durch  zwei 
gegebene,  sich  nicht  schneidende  gerade  Linien  (t,  v)  und  (u,  w)  gehender  Ebenen  sich  linear  ent- 
sprechen, so  können  wir  sie,  indem  wir  n  als  unbestimmten  Coefficientcn  betrachten,  durch  die  beiden 
Gleichungen  (4)  ausdrücken.  Die  Durchschnittslinie  irgend  zweier  sich  entsprechender  Ebenen  liegt 
auf  einer  Fläche  der  zweiten  Ordnung. 

Dieselben  Gleichungs-Formen  führen,  wenn  wir  den  Veränderlichen  die  Bedeutung  von  Plan- 
Coordinaten  geben,  zu  dem  Resultate,  dass  die  Gleichungen  (6)  der  vorigen  Nummer,  wenn  x  einen 
unbestimmten  Coefficienten  bedeutet,  irgend  zwei  Systeme  von  solchen  Puncten,  die  auf  den  gegebenen 
beiden  geraden  Linien  (t,  v)  und  (u,  w)  liegen  und  sich  linear  entsprechen,  darstellen. 
Verbinden  wir  je  zwei  sich  entsprechende  Puncte  durch  gerade  Linien,  so  liegen  diese  auf  einer 
Fläche  zweiter  Classe  (und  zweiter  Ordnung).  Hiernach  ergeben  sich  die  folgenden  beiden,  durch 
das  Band  der  Reciprocität  mit  einander  verknüpften  allgemeinen  Sätze. 

Wenn  zwei  einander  nicht  schneidende  gerade  Linien  geg-eben  sind,  um 
welche  man,  als  um  feste  Axen,  zwei  Ebenen  sich  so  drehen  lässt  ,  dass  in  jeder 
Lage  eine  der  beiden  Ebenen  durch  die  ander e  auf  lineare  WTeise  bestimmt  ist, 
so  beschreibt  die  Durchschnittslinie  derselben  eine  Fläche  der  zweiten  Ordnung:. 

Wenn  zwei  einander  nicht  schneidende  gerade  Linien  gegeben  sind,  auf  welchen 
zwei  Puncte  sich  so  bewegen,  dass  für  jede  Lage  des  einen  Punctes  die  Lage  des 
andern  auf  lineare  Weise  bestimmt  ist,  so  beschreibt  die  Verbindungslinie  der 
beiden  Pnncte  eine  Fläche  der  zweiten  Classe. 

Diese   beiden  allgemeinen  Sätze   lösen  sich  in   eben  so  viele  besondere  auf,  als  es  besondere 

I 

Arten  des  linearen  Entsprechens  von  Ebene  und  Ebene,  von  Punct  und  Punct  gibt. 

Wenn  namentlich  die  beiden  Ebenen  dadurch  bestimmt  werden,  dass  sie  durch  einen  gegebenen 
Punct  gehen,  und  dieser  Punct  auf  einer  gegebenen  dritten  geraden  Linie,  oder  auf  einem  gegebenen, 
die  beiden  ersten  gegebenen  geraden  Linien  schneidenden  Kegelschnitt  fortrückt,  so  sind  dadurch  die 
beiden  Ebenen  (4)  auf  lineare  Weise  durch  einander  bestimmt,  und  somit  gibt  die  Particularisirung 
des  ersten  der  beiden  vorstehenden  Sätze,  sogleich  den  Satz  der  64.  Nummer  und  den  ersten  Satz 
der  70.  Nummer.  Auf  analoge  Weise  gibt  die  Particularisation  des  zweiten  der  beiden  vorstehenden 
Sätze  den  eben  angezogenen  Satz  der  64.  und  den  zweiten  Satz  der  70.  Nummer.  Geben  wir  nament- 
lich dem  erstgenannten  dieser  beiden  Sätze  die  folgende  Aussage: 


Als   vier   harmonische  Ebenen  werden  solche  bezeichnet,    die   in    derselben   geraden  Linie   sich    schneiden 
und  durch  Gleichungen,  in  beliebigen  Punct-Coordinaten,  von  der  Form: 

p  =  0,         q  ==  0,         p  =  xq,         p   =  —  xq, 
dargestellt  werden.     Sie    sind    als    die   collineare  Umgestaltung   von   solchen   vier  Ebenen  anzusehen,  von 
welchen  zwei  diejenigen  Winkel  halbiren,  welche  von  den  beiden  andern  gebildet  werden  (53). 
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Wenn  zwei  einander  nicht  schneidende  gerade  Linien  und  ausserdem  noch  eine  dritte  solche 
gerade  Linie  gegeben  sind,  und  man  dreht  um  die  dritte  gerade  Linie  eine  durch  dieselbe  gelegte 
Ebene,  so  schneidet  diese  Ebene  in  allen  ihren  Lagen  jede  der  beiden  ersten  geraden  Linien.  Die- 
jenige gerade  Linie,  welche  zwei  entsprechende  Durchschnittspuncte  verbindet,  beschreibt  eine  Fläche 
der  zweiten  Classe; 
so  sehen  wir  sogleich,  wie  er  in  dem  zweiten  der  vorstehenden  allgemeinen  Sätze  enthalten  ist. 

Wir  können  leicht  noch  neue  Beispiele  hinzufügen. 

Zwei  solche  Ebenen ,  welche  durch  zwei  gegebene  gerade  Linien  gehen  und  überdiess  auf  ein- 
ander senkrecht  stehen,  sind  gegenseitig  auf  lineare  Weise  durch  einander  bestimmt,  wonach  der 
folgende  Satz  sich  ergibt. 

Wenn  man  durch  zwei  gegebene,  sich  nicht  schneidende  gerade  Linien  zwei 
Ebenen  so  sich  drehen  lässt,  dass  sie  fortwährend  auf  einander  senkrecht  stehen, 
so  be  schreibt  ihre  Durchschnittslinie  eine  Fläche  der  zweiten  Ordnung.  *) 

In  eine  nähere  Discussion  der  beschriebenen  Fläche  können  wir  hier  nicht  eingehen,  sehen  aber, 
dass  dieselbe  besondern  Beschränkungen  unterworfen  sein  muss,  weil  sie  nur  von  acht  Constanten, 
die  den  beiden  gegebenen  geraden  Linien  entsprechen,  abhängt. 

73.    Wenn  wir  die  allgemeinen  Gleichungen  (1)  und  (2)  folgendergestalt  schreiben: 

t  w  t  w 

V  u  v  J  v         r    u  v  J 

so  können  wir  sie  als  daraus  hervorgegangen  betrachten,  dass  wir  den  unbestimmten  Coefficienten  y. 
bezüglich    aus   den    beiden   Gleichungen  (4)   und  (6)   nehmen    und   einander   gleich    setzen.     Dann 


'')  Wenn  Zweifel  darüber  obwalten,  ob  die,  aus  der  geometrischen  Anschauung  entnommenen,  Bedingungen 
wirklich  ein  lineares  Entsprechen  einschliessen,  so  gibt  die  analytische  Entwicklung  die  sicherste  Aus- 
kunft. Im  vorliegenden  Falle  wollen  wir  den  Anfangspunct  rechtwinkliger  Coordinaten  in  der  Mitte  des 
kürzesten  Abstandes  (=:  2a)  der  beiden  gegebenen  Linien  nehmen  und  diejenige  gerade  Linie ,  in  welche 
dieser  Abstand  fällt  und  welche  die  gegebenen  rechtwinklig  schneidet,  zur  Axe  Y  wählen,  während  wir 
den  Axen  Z  und  X  eine  solche  Richtung  geben,  dass  die  von  den  Projectionen  der  beiden  gegebenen  ge- 
raden Linien  auf  die  Ebene  ZX  gebildeten  Winkel  durch  diese  Axcn  halbirt  werden.  Alsdann  erhalten 
wir  für  die  beiden  gegebenen  geraden  Linien  Gleichungen  von  nachstehender  Form: 

v  —  a     =  0,  I  y  +  a     =  0,  j 

z  —  mx  =  0,  )  z  -f-  mx  =  0.  \ 

Irgend    zwei   Ebenen,    welche   durch  diese   beiden  geraden  Linien  gehen,   weiden,    indem  fi  und  u'  zwei 
unbestimmte  Coefficienten  bedeutet],  durch  nachstehende  Gleichungen  dargestellt: 

z  —  mx  =   n(y  —  a), 
z+mx  =  ft'Cr-ha). 

Sollen  die  Ebenen  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  kommt  5 

1  —  m'2  -f-  fxtt'   =  0, 

und  wenn  wir  ß'  eliminiren. 

(z  — mx)  =  fi(y  —  a) 
fi (z  -f  mx)  ==  (ra2  —  1 )  (y  +  a) 

für  die  Gleichungen  irgend  zweier  durch   die  gegebenen  geraden  Linien  gehender»  uud   auf  einander   senk- 
rechten Ebenen.     Diese  Gleichungen  haben  die  Form  der  Gleichungen  (4). 
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drücken  diese  Gleichungen  ein  lineares  Entsprechen  bezüglich  zweier  durch  (t,  v)  und  (w,  u)  gehen- 
der Ebenen  und  zweier  auf  (t,  v)  und  (10,  u)  liegender  Puncte  aus. 

Betrachten  wir  aus  diesem  Gesichtspuncte  zuvörderst  die  Gleichung  (1),  indem  wir,  wie  früher, 

t 

den  vier  linearen  Functionen  die  Bedeutung  kürzester  Abstände  geben,  so  ist  —  das  Verhaltniss  der 

v 

Sinus    derjenigen    Winkel ,     welche    die    erste    der    beiden    Ebenen    (4)  mit  den  gegebenen   Ebe- 

w 

nen  (t)  und  (v)   und  ebenso  —  das  Verhaltniss  der  Sinus  derjenigen  Winkel,  welche  die  zweite  der 

Ebenen   (4)"  mit   den  gegebenen    Ebenen   (w)    und  (u)    bildet.    Wenn   insbesondere  die  gegebenen 

t  w 

Ebenen  (i)  und  O),  so  wie  (w)  und  (u)  auf  einander  senkrecht  stehen ,  so  bedeuten  —  und  —  die 

v  u 

trigonometrischen  Tangenten  derjenigen  Winkel,  welche  die  beiden  Ebenen  (4)  bezüglich  mit  den 
beiden  festen  Ebenen  (t)  und  (w)  bilden.  Ist  in  dieser  letzten  Voraussetzung  insbesondere  ^  =  ±1, 
so  bilden  die  fraglichen  Ebenen  (4)  in  allen  ihren  Lagen  gleiche  Winkel  mit  den  beiden  letztge- 
nannten.   Hiernach  ergeben  sich  die  nachstehenden  Constructionen. 

Wenn  zwei  sich  nicht  schneidende  gerade  Linien  (t,  v)  und  (w,  u)  gegeben  sind,  so  beschreibt 
die  Durchschnittslinie  zweier  Ebenen,  welche  durch  diese  beiden  geraden  Linien  gehen  und  um  die- 
selben sich  drehen,  in  den  folgenden  Fällen  eine  Fläche  der  zweiten  Ordnung: 

erstens,  wenn  die  eine  Ebene  mit  zwei  gegebenen,  ebenfalls  durch  (t,  v)  gelegten  Ebenen  (t) 
und  (v)  Winkel  bildet,  deren  Sinus- Verhaltniss  ein  gegebenes  Vielfache  des  Sinus- Verhältnisses  der- 
jenigen Winkel  ist,  welche  die  andere  Ebene  mit  zwei  gegebenen,  durch  (w,  u)  gehenden  Ebenen 
(w)  und  (u)  bildet; 

zweitens,  wenn  das  Verhaltniss  der  trigonometrischen  Tangenten  derjenigen  Winkel,  welche 
die  beiden  Ebenen  mit  zwei  gegebenen,  durch  die  beiden  Umdrehungs-Axen  gehenden  Ebenen  bilden, 
gegeben  ist; 

drittens,  wenn  die  beiden  Ebenen  von  beliebigen  ursprünglichen  Lagen  mit  derselben  Geschwin- 
digkeit, in  dem  einen  oder  andern  Sinne,  um  die  beiden  gegebenen  geraden  Linien  sich  drehen. 

t 
Betrachten  wir  ferner  die  Gleichung  C2)>  so  können  wir  — ,  auf  eine  beliebige  Ebene  bezogen,  als 

das   Verhaltniss    der  Abstände  des  Durchschnittspunctes   der   Ebene   mit  der   geraden  Linie   (7,  v) 

w 
von  den  beiden  Puncten  CO  und  (v)  conslruiren,  und  dann  auch  —  in  einer  analogen  Bedeutung  neh- 
men.    Wir  erhalten  also  den  folgenden  Satz: 

Wenn  zwei  sich  nicht  schneidende  gerade  Linien  (7,  v)  und  (u,  w~),  und  auf  jeder  derselben 
zwei  feste  Puncte  (7)  und  (1?),  (u)  und  (w)  gegeben  sind,  so  beschreibt  eine  gerade  Linie,  welche 
in  allen  ihren  Lagen  die  beiden  gegebenen  geraden  Linien  in  zwei  Puncten  M  und  N  so  schneidet,  dass 

MCP  NQ) 

eine  Fläche  der  zweiten  Ordnung. 

Wrenn  u  insbesondere  gleich  Eins  ist,  so  geht  die  vorstehende  Bedingungs-Gleichung,  wenn  wir 
berücksichtigen,  dass 

MCP  =  MO)  +  (p  0) ,  N(V)  =  NO)  +  00  («)• 

und  überdiess,  der  Kürze  wegen, 
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(OOO 

setzen,  in  die  folgenden  über: 

N(«)  =  d.MO). 

Dann  können  wir  also  die  successiven  Lagen  der  beschreibenden  geraden  Linie  MN  dadurch  einfacher 
bestimmen,  dass  wir  die  beiden  Puncte  M  und  N  als  solche  betrachten,  die  beide,  mit  gegebener  Ge- 
schwindigkeit, auf  den  beiden  gegebenen  geraden  Linien  sich  fortbeweg*en.  Wir  sehen  indess  sogleich, 
dass  die  erzeugte  Fläche  hier  insbesondere  ein  hyperbolisches  Paraboloid  ist,  weil,  der  Voraussetzung 
gemäss,  die  beschreibende  gerade  Linie  einer  festen  Ebene  parallel  bleibt  (27),  oder  auch  daraus 
schon,  dass  sie  in  einer  Lage  unendlich  weit  liegt. 

74.  Die  beiden  allgemeinen  Sätze  der  72.  Nummer  können  wir  auch,  nach  rein  analytischer 
Methode,  aus  der  allgemeinen  Gleichungs-Form,  die  wir  in  diesem  Paragraphe  zu  Grunde  gelegt 
haben,  ableiten.  Indem  wir  die  vierte  der  linearen  Functionen  t,  u,  v  und  w  als  lineare  Function 
der  drei  ersten  betrachten  und  demnach  setzen : 

w  =  u+av-f  0t  +  y,  (8) 

geht  diese  Gleichungs-Form  in  folgende  über: 

tu  =  fx  (u  +  av  -f-  ßt  -f-  /)  v, 
und  wenn 

u  -f-  av  =  s 

genommen  wird,  in  die  folgende: 

t(s  —  av)  =  f*(s  -f-  ßt  +  7)v.  (9) 
Diese  Gleichung-  wird  befriedigt,  wenn  gleichzeitig: 

s  =  0      und                      v  =  0,  (10) 

v  =  0        „                        t  =  0,  (11) 

t=0        „                  s-f-y  =  0,  (12) 

s  —  av  =  0        „        s-f£t  +  y=0;  (13) 

wir  erhalten  somit  ein  räumliches  Viereck,  welches  ganz  auf  der  Fläche  liegt. 

Nehmen  wir: 

a  +  rf  =  5,  (14) 

so  können  wir,  vorausgesetzt  dass  diese  Bedingungs-Gleichung  erfüllt  M'ird,  a  und  ß  willkührlich 
annehmen,  ohne  dass  die  Gleichung  (9)  irgendwie  sich  ändert.  Bei  dieser  Constanten  -  Aenderung 
bleiben  die  drei  ersten  Seiten  des  der  Fläche  aufgeschriebenen  Vierecks,  nemlich  (s,  v),  (v,  t)  und 
(t,  s  -f-  y),  unverändert  dieselben,  während  die  vierte  Seite,  ihre  Lage  ändernd,  die  Fläche  beschreibt. 
Indem  wir  diese  vierte  Seite  durch  die  beiden  Gleichungen  (13)  darstellen,  ist  sie  als  der  Durch- 
schnitt zweier  Ebenen  bestimmt,  welche  bezüglich  durch  die  erste  und  dritte  Vierecks-Seite  gehen, 
und,  in  Folge  der  Bedingungs-Gleichung  (14)',  sich  linear  entsprechen.  Somit  ist  der  erste  allge- 
meine Satz  der  72.  Nummer  bewiesen. 

Wenn  wir  a  und  ß,  in  Ucbereinstimmung  mit  (14),  beide  unendlich  gross  nehmen,  so  fällt  die 
vierte  Vierecks-Seite  mit  der  zweiten  zusammen,  wobei  die  Gleichungs-Form  (9)  illusorisch  wird. 

Wenn  insbesondere: 

a  =  0,  {iß  =  o% 

so  dass  die  allgemeine  Gleichung  der  Fläche ,  indem  sie  eine  überzählige  Constante  verliert ,  die  fol- 
gende Form  annimmt: 
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ts  =  fi(s+0t  +  y)v,  (15) 

wird  die  vierte  Vierecks-Seite,  die  wir  nun  durch  folgende  Gleichungen  darstellen  können : 

s  =  0,  §t  +  r  =  0    oder    at-fpy  =  0, 

mit   der   dritten  parallel.    Eine  Linie,   welche  in  der  Mitte  zwischen  diesen  beiden  parallelen  Seiten 
hindurchgeht,  ist  eiu  Durchmesser  der  Fläche.  Zur  Bestimmung  desselben  erhalten  wir  die  Gleichungen: 

s  +  £r  =  o,  at-Hw  =  o. 

Ebenso  können  wir 

§  =  0,  a  =  a, 

setzen,  dann  wird  die  allgemeine  Gleichung  der  Fläche 

•  t(s—  £v)  ==  u(s-fy)v,  (16) 

während  die  vierte  Vierecks-Seite,  deren  Gleichungen: 

s  +  r  =  0,  3v  +  r  =  0, 

der  ersten  Seite  parallel  wird.    In  der  Mitte  zwischen  diesen  beiden  parallelen  Seiten  geht  ein  neuer 
Durchmesser  der  Fläche  hindurch,  dessen  Gleichungen  hiernach  die  folgenden  sind: 

Die  beiden   vorstehend  bestimmten  Durchmesser  schneiden  sich  in  dem  Mittelpuncte  der  Fläche, 
für  welchen  also: 

s  =  -i7,         *  =  -|^        v=-^.  (17) 

Unbeschadet  der  Allgemeinheit,  können  wir  t,  s,  v  als  gewöhnliche  schiefwinklige  Parallel-Coordi- 
naten  x,  y,  z  betrachten.    Nehmen  wir  alsdann  Fig. 

sin  RPX  sin  QOZ 

OR  =  -,,       ^=-siuPRY  ,         a==^QÖY' 

so  ist  PORQ  ein  der  Fläche  aufgeschriebenes  Viereck.    Nehmen  wir  ferner 

so  sind  P'q  und  Q'p  die  beiden  besondern  Lagen  der  vierten  die  Fläche  erzeugenden  Vierecks-Seite, 

in  welchen  dieselbe   bezüglich  mit  RQ  und  PO  parallel  ist,    wonach  wir  den  Mittelpunct  der  Fläche 

C  unmittelbar  construiren  können. 

Wenn  wir  d  =  0  setzen,  so  particularisirt   sich  dadurch  die  lineare  Bedingcmgs-Gleichung 

(7)  in  die  folgende: 

a  +  ^  =  0,  (18) 

wonach  die  Gleichung  der  Fläche  sich  auf  die  folgenden  Formen  bringen  lässt: 

ts  =  «(s-fy)v, 
s  (t  —  in)  =  ny\. 

Die  Fläche  ist  also  in  ein   hyperbolisches  Paraboloid  übergegangen,   dessen  Mittelpunct  (17) 
nach  derjenigen  Richtung,  welche  durch  die  nachstehenden  Gleichungen  bestimmt  wird: 

s  =  0,  t  — ftv  =  0, 

unendlich  weit  liegt. 
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Andrerseits  können  wir  aber  auch  die  Bcdingungs-Gleichung  (7)  noch  erweitern.     Wenn  wir 
zwischen  dieser  Bedingungs-Gleichung  und  den  beiden  Gleichungen  der  vierten  Vierecks-Seite  : 

s  —  «v  =  0,  s  4-jferf  y  ==  0, 

die  beiden  Constanten  a  und  ß  eliminiren,  so  erhalten  wir  die  Gleichung  der  Fläche.  Die  resulti- 
rende  Gleichung  bleibt  aber  auch  dann  vom  zweiten  Grade ,  wenn  jedem  Werthe  einer  der  beiden 
Constanten  nur  ein  einziger  Werth  der  andern  entspricht,  was,  allgemeiner  als  durch  die  lineare 
Gleichung-  (7),  durch  eine  Gleichung  von  folgender  Form: 

aa -f  b£  +  c«0 -f- d  =  0,  (19) 

in  der  die  Coefficienten  a,  b,  c  und  d  als  gegeben  zu  betrachten  sind,  ausgedrückt  wird.  Dieser 
allgemeinere  Fall  unterscheidet  sich  von  dem  zu  Anfange  dieser  Nummer  betrachteten  dadurch,  dass, 
weil  nun  a  und  §  nicht  mehr  gleichzeitig  unendlich  werden,  die  zweite  Seite  (11)  nicht  mehr  auf 
der  Fläche  liegt. 

Ein   hieher   gehöriges  Beispiel    liefert    der   letzte   Satz   der  72.  Nummer.     Um  nemlich   in  dem 
frühern  schiefwinkligen  Parallel-Coordinaten-Systeme  auszudrücken,  dass  die  beiden  Ebenen 

y  —  ocz  =  0,  v-j-£x4-y  =  <), 

auf  einander  senkrecht  stehen,  erhalten  wir  (Magnus,  Aufgaben  und  Lehrsätze  aus  der  analytischen 
Geometrie  des  Raumes.   S  33)  die  vorstehende  Bedingungs-Gleichung,  wenn  wir 

a  =  —  (cos  XOY  cos  YOZ  —  cos  YOZ) ,  b  =  cos  YOZ  cos  XOZ  —  cos  XOY , 

c  =  —  (cos  YOZ  cos  XOY — cos  XOZ) ,  d  =  sin  2  XOZ , 

setzen.  Unbeschadet  der  Allgemeinheit,  können  wir  die  Axe  Y  senkrecht  auf  beiden  gegebenen 
geraden  Linien  annehmen,  wonach  XOY  und  YOZ  rechte  Winkel  werden. 

Nehmen   wir   statt   der  Gleichungen  (13),    indem  wir  die  Plan-Coordinaten-Bestimmung  der  3. 
Nummer  der  Einleitung  zu  Grunde  legen,  die  folgenden: 

zv-rat=0,  w-\-  ßu-\-yv  =  0, 

so  stellen  dieselben  nun  zwei  Puncte  (x  =  a,  y  =  z  =  ö)  und  (x  =  0,  y  =  ßt  z  =  y)  dar, 

die,  wenn  a  und  §  sich  ändern,    auf  zwei  geraden  Linien,  von  welchen  die  erste  in  die  Axe  X  fällt 

und  die  andere,  in  der  Ebene  YZ,   der  Axe  Y  parallel  ist,   fortrücken.     Entspricht  jeder  Lage  jedes 

der  beiden  Puncte  eine  einzige  Lage  des  andern,   was  in  allgemeinster  Weise  wiederum   durch  die 

Bedingungs-Gleichung  (19)  ausgedrückt  wird,  so  ist  der  geometrische  Ort  für  diejenige  gerade  Linie, 

welche    die    beiden    gegebenen   Puncte   in  jeder   ihrer  entsprechenden  Lagen  verbindet,   eine  Fläche 

zweiter  Classe. 

75.     So  lange  die  Gleichung 

tu  =  flVW  (1) 

durch  die  willkührliche  Bestimmung  der  vier  linearen  Functionen   ihre  Allgemeinheit   behält,   stehen 
auch  die  vier  Vierecks-Seiten  (t,  v),  (v,  u),  (u,  w),  (t,  w)    in  keiner  ausschliesslichen   Beziehung 
zur  Fläche,  und  wir  können,    indem  Mir  über  die  vier  überzähligen  Constanten  beliebig  disponiren, 
zugleich  mit  der  vorstehenden  Gleichung  auch  das  Viereck  particularisiren. 
%        Einer  solchen  Particularisation  entspricht  zum  Beispiel  die  folgende  Gleichungs-Form : 

tu  =  u  (v  +  X)  (v  —  X) , 

die  nur  noch  zwei  überzählige  Constanten  cinschlicsst.  Sie  geht  aus  der  frühern  dadurch  hervor, 
dass  eine  Diagonale  des  frühern  Vierecks  unendlich  weit  liegt  und  also  die  andere  (t,  u)  ein  Durch- 
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messer  der  Fläche  geworden  ist.  Der  Durchschnitt  der  drei  Ebenen  (t),  (u)  und  (v)  ist  der  iMittel- 
punct  der  Fläche.  Von  den  vier  Seiten  (t,  v  -f-  X},  (u,  v  -f-  X) ,  (t,  v  —  X),  (u,  v  —  X)  liegen  die 
beiden  ersten  und  die  beiden  letzten  bezüglich  in  den  beiden  parallelen  Tangential-Ebenen  (v  -f-  7J) 
und  (v  —  X),  und  schneiden  sich  in  den  beiden  Scheiteln  des  in  (t,  u)  fallenden  Durchmessers,  den 
Berührungspuncten  auf  den  beiden  parallelen  Tangential  -Ebenen.  Die  erste  und  dritte  Seite  liegen 
in  der  Ebene  (t)  und  sind  einander  parallel:  diese  Ebene  ist  also  eine  Tangential-Ebene,  auf  wel- 
cher der  Berührungspunct  unendlich  weit  liegt,  und  somit  auch  eine  Tangential-Ebene  des  Asympto- 
ten-Kegels, der  von  ihr  in  derjenigen  geraden  Linie,  welche  die  Mitte  zwischen  jenen  beiden  paral- 
lelen Seiten  bildet,  berührt  wird.  Ebenso  sind  die  beiden  andern  Seiten  parallel  und  liegen  in  der 
Ebene  (u),  die  die  Fläche  ebenfalls  in  unendlicher  Entfernung  berührt. 

An  das  Vorstehende  knüpft  sich  zunächst  die  Bemerkung ,  dass  es  für  jede  Lage  der  geraden 
Linie  in  der  einen  Erzeugung  eines  gegebenen  einschaligen  Hyperboloids  eine  parallele  Lage  der 
geraden  Linie  in  der  andern  Erzeugung  gibt. 

Wenn  man  ferner  durch  den  Mittelpunct  der  Fläche  gerade  Linien  legt,  welche  den  Linien  jeder 
der  beiden  Erzeugungen  parallel  sind,  so  ist  der  Ort  dieser  geraden  Linie  beidesmal  ein  und  der- 
selbe Kegel  zweiter  Ordnung,  und  zwar  der  Asymptoten-Kegel  der  Fläche.  Jede  Ebene, 
welche  den  Asymptoten-Kegel  in  einer  geraden  Linie  berührt,  schneidet  die  Fläche  in  zwei  geraden 
Linien,  die  unter  sich  und  mit  dieser  Berührungslinie  parallel  sind  und  von  derselben  gleich  weit 
abstehen. 

Durch  neue  Particularisationen  können  wir  auch  über  die  beiden  letzten  überzähligen  Constanten 
der  vorstehenden  Gleichungs-Form  disponiren  und  zu  diesem  Ende  etwa  die  Voraussetzung  machen, 
dass  der  Durchmesser  (t,  u)  auf  den  beiden  parallelen  Ebenen  (y  -f-  X)  und  (v  —  X)  senkrecht 
stehe.  Dadurch  sind  dann  alle  überzähligen  Constanten  erschöpft.  Ob  diese  Annahme  allgemein 
statthaft  ist  (worauf  näher  einzugehen  hier  der  Ort  noch  nicht  ist),  hängt  davon  ab,  ob  es  für  jedes 
einschalige  Hyperboloid  immer  einen  solchen  Durchmesser  gibt,  der  auf  den  Tangential-Ebenen  in 
seinen  beiden  Scheiteln,  also  auch  auf  der  zugeordneten  Diametral-Ebene,  senkrecht  steht. 

76.  Ausführlicher  wollen  wir  den  besondern  Fall  behandeln,  der  bisher  in  den  allgemeinen 
Untersuchungen  noch  eingeschlossen  war,  dass  die  geradlinige  Fläche  ein  hyperbolisches  Para- 
boloid  ist.  Dieser  Fall  ist  leicht  auch  durch  die  Particularisation  der  allgemeinen  Gleichungs- 
Form  zu  unterscheiden. 

Wenn  wir  in  der  allgemeinen  Gleichung  (1)  die  lineare  Function  v  auf  eine  blosse  Constante 
reduciren,  wonach  sich  die  folgende  Gleichungs-Form  ergibt: 

tu  =  uw,  (20) 

so  ist  die  dargestellte  Fläche  ein  hyperbolisches  Paraboloid.  Die  frühere  Berührungs-Ebene  v,  welche 
bisher  die  Fläche  in  den  beiden  geraden  Linien  (t,  v)  und  (u,  v)  schnitt,  ist  nun,  mit  diesen  beiden 
geraden  Linien,  unendlich  weit  gerückt,  wodurch  das  bisherige  ganz  auf  der  Fläche  liegende  Vier- 
eck sich  auf  zwei  einander  schneidende  gerade  Linien  (t,  w)  und  (u,  w)  reducirt  hat.  Ohne  irgend 
einer  Schwierigkeit  zu  begegnen  können  wir  hiernach  diejenigen  Modifikationen  verfolgen,  welche  die 
früheren  Entwicklungen ,  die  sich  gleichmässig  auf  das  einschalige  Hyperboloid  und  das  hyperbo- 
lische Paraboloid  bezogen,  dann  erleiden,  wenn  sie  sich  nun  lediglich  auf  die  letztgenannte  Fläche 
beziehen  sollen. 

77.  Während  ein  Paraboloid  nur  von  acht  Constanten  abhängt,  schliesst  die  Gleichung  (20)  deren 
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zehn  ein.  Von  diesen  können  wir  also  zwei  von  Vorne  herein  willkührlich  annehmen,  was  wir 
auch  in  der  geometrischen  Deutung  bestätigt  finden. 

Wir  können  nemlich  durch  Einführung  zweier  neuen  willkürlichen  Constanten ,  a  und  ß ,  die 
vorstehende  Gleichung  (20)  auch  folgendergestalt  schreiben: 

(t  +  «)  (u  +  ß)  =  ftw  -h  0t  +  an  +  aß ; 

und  wenn  wir  dann 

t  -f-a  =  r, 

u+0  =  u', 
fxw  +  ßt+au+a^  =  f*'w', 

setzen,  gelangen  wir  zu  der  Gleichung: 

tV  sss  ^w', 

also  zu  der  ursprünglichen  Gleichungs-Form  zurück.  Die  beiden  Ebenen  (t)  und  (u)  stehen  also 
in  keiner  ausschliesslichen  Beziehung  zur  Fläche;  in  gleicher  Beziehung  zu  derselben  stehen  irgend 
zwei  andere  (V)  und  (V)>  die  mit  ihnen  parallel  sind:  aber  die  Richtung  von  solchen  zwei  Ebenen, 
und  also  auch  die  Richtung  ihrer  Durchschnittslinie,  hat  eine  ausschliessliche  Beziehung  zur  Fläche, 
so  dass  mit  dieser  Fläche  auch  jene  Richtung  gegeben  ist  (die  Richtung  der  Durchmesser  des  Para- 
boloids).  Wenn  wir  irgend  eine  Lage  der  beiden  Ebenen  (f)  und  (u')  annehmen,  so  sind  dadurch 
a  und  ß  bestimmt,  und  somit  ist  es  auch  die  Lage  der  Ebene  w'  und  der  Cocfficient  ja'.  Umgekehrt, 
können  wir  auch  a  und  ß  von  Vorne  herein  auf  lineare  Weise  dadurch  bestimmen,  dass  wir  der 
Ebene  (w')  eine  beliebige  Richtung  geben,  und  können  insbesondere  auch  die  Annahme  machen,  dass 
diese  Ebene  auf  der  durch  die  Fläche  bestimmten  Richtung  der  geraden  Linie  (f,  u')  oder  (t,  u) 
senkrecht  steht  —  dann  ist  die  gerade  Linie  (f,  u')  vollkommen  bestimmt. 

Um  also  ein  gegebenes  hyperbolisches  Paraboloid  durch  eine  Gleichung  von  der  fraglichen  Form 
(20)  darzustellen,  brauchen  wir  bloss  irgend  eine  Tangential-Ebene  (w')  der  Fläche  beliebig  anzu- 
nehmen (in  dieser  beliebigen  Annahme  sind  zwei  willkührlichc  Constante  eingeschlossen) ,  dann 
durch  die  beiden  Durchschnittslinien  dieser  Tangential-Ebene  mit  der  Fläche  zwei  Ebenen  (t'),  (u') 
zu  legen,  welche  sich  in  einem  (durch  den  Berührungspiinct  gehenden)  Durchmesser  (t',  u')  schnei- 
den. Durch  die  Annahme,  dass  die  Tangential-Ebene  auf  der  Durchmesser-Richtung  senkrecht  steht, 
verschwinden  die  beiden  überzähligen  Constanten  aus  der  Gleichung  der  Fläche,  und  dann  ist  die 
Darstellung  derselben  durch  die  Gleichungs-Form  (20)  eine  einzige  und  vollkommen  bestimmte,  so 
wie  dann  auch  die  Tangential-Ebene  und  der  durch  den  Berührungspiinct  gehende  Durchmesser  auf 
einzige  Weise  bestimmt  sind. 

Wenn  wir  die  allgemeine  Gleichungs-Form  (1)  zu  Grunde  legen,  so  sind  (t),  (u"),  (v)  und  (w) 
vier  Tangential-Ebenen  der  Fläche.  Wenn  wir,  um  zur  Gleichungs-Form  (20)  zu  gelangen,  v  mit 
einer  blossen  Constanten  vertauschen,  so  rückt  die  bezügliche  Tangential-Ebene  unendlich  weit,  und 
somit  können  wir  als  Definition  hinstellen,  dass  ein  hyperbolisches  Paraboloid  eine  solche  gerad- 
linige Fläche  zweiter  Ordnung  ist,  die  eine  unendlich  weit  liegende  Ebene  berührt-  Die  Ebene  (w) 
oder  überhaupt  (wO  bleibt  immer  eine  eigentliche  Tangential-Ebene  der  Fläche,  und  ist  nach  dem 
Vorstehenden  immer  auf  lineare  Weise  bestimmt,  wenn  sie  der  Richtung  nach  gegeben  ist.  Es  ist 
diess  damit  im  Einklänge,  dass  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  überhaupt  von  zwei  Ebenen  berührt 
wird,  die  einer  gegebenen  parallel  sind,  dass  aber,  wenn  die  Fläche  eine  unendlich  weit  liegende 
Ebene  berührt,  diese,  weil  sie  als  jeder  gegebenen  Ebene  parallel  zu  betrachten  ist,  immer  eine  jener 
zwei  Ebenen  ist,  wonach  nur  eine  einzige  und  reelle  eigentliche  Tangential-Ebene  übrig  bleibt.  Die 
Ebenen  ft)  und  (u)  und  überhaupt  (f)  und  (u')  haben  von  den  frühern  Eigenschaften  der  Tangential- 
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Ebene,  das  übrig  behalten,  dass  sie  die  Fläche  in  zwei  geraden  Linien  schneiden,  von  denen  aber 
die  eine  mit  der  Ebene  (v)  unendlich  weit  gerückt  ist,  wonach  also  im  eigentlichen  Sinne  jede  der 
fraglichen  Ebenen  die  Fläche  nur  in  einer  einzigen  geraden  Linie  schneidet.  Es  folgt  hieraus  zugleich, 
dass  die  gerade  Linie  (t,  u) ,  und  jede  andere  mit  ihr  parallele  gerade  Linie,  das  Paraboloid  nur  in 
einem  einzigen  Puncte    schneidet  und  demnach  ein  Durchmesser  desselben  ist. 

78.  Wir  können  die  Gleichung  (20)  auf  zwiefache  Weise  befriedigen,  indem  wir  einmal,  bei 
willkührlicher  Bestimmung  von  x,  gleichzeitig 

t    =    *,  (21) 

XU    =    UW, 

das  andere  Mal,  bei  willkührlicher  Bestimmung  von  X,  gleichzeitig 

u    =    X,  (22) 

Xt  =  fiw, 

setzen.  Die  erste  der  Gleichungen  (21)  stellt  eine  solche  Ebene  dar,  die,  bei  beliebiger  Annahme 
von  x,  in  allen  ihren  Lagen  mit  sich  selbst  parallel  bleibt,  während  die  zweite  dieser  Gleichungen 
eine  Ebene  ausdrückt,  welche  fortwährend  durch  die  gerade  Linie  (u,  w)  geht.  Die  Durchschnitts- 
Linie  dieser  Ebenen,  in  allen  demselben  Werthe  von  x  entsprechenden  Lagen,  beschreibt  die  bezüg- 
liche Fläche. 

Dieselbe  Fläche  kann  auch,  in  Gemässheit  der  Gleichungen  (22),  durch  die  Durchschnittslinie 
zweier  Ebenen  beschrieben  werden,  von  welchen  die  eine  mit  der  Ebene  (u)  parallel  bleibt,  und  die 
andere  fortwährend  durch  die  gerade  Linie  (t,  w)  geht. 

Wir  erhalten  hiernach  den  folgenden  Satz,  der  dem  Satze  der  72.  Nummer  entspricht. 

Wenn  zwei  Ebenen,  von  welchen  die  eine  um  eine  in  ihr  liegende  g-erade  Linie 
sich  dreht  und  die  andere  parallel  mit  einer  gegebenen  Ebene  sich  fortbewegt, 
in  ihren  gleichzeitigen  Lagen  einander  auf  lineare  Weise  entsprechen,  so  be- 
schreibt ihre  Durchschnittslinie  ein  hyperbolisches  Paraboloid. 

Bleiben  wir  bei  den  Gleichungen  (21)  stehen,  so  ist  ein  solches  lineares  Entsprechen  dadurch 
geometrisch  bestimmt,  dass  die  Durchschnittslinie  der  beiden  Ebenen  (21)  ausser  der  gegebenen 
geraden  Linie  (u,  w)  fortwährend  auch  noch  eine  zweite  gegebene  gerade  Linie  schneidet.  Eine 
geometrische  Umschreibung  des  Satzes  der  folgenden  Nummer  ist  hiernach  in  der  folgenden  Aussage 
enthalten. 

Wenn  eine  gerade  Linie  sich  so  bewegt,  dass  sie  in  allen  ihren  Lagen  zwei 
gegebenen,  einander  nicht  schneidenden  geraden  Linien  b  egegnet,  und  überdies 
immer  einer  gegeb  enen  Ebene  parallel  bleibt,  so  beschreibt  sie  ein  hyperbolisches 
Paraboloid. 

Es  ist  nur  eine  andere  Auöassungsweise  desselben  Satzes,  wenn  wir  sagen,  das  fragliche  Para- 
boloid werde  beschrieben,  erstens  durch  die  Durchschnittslinic  zweier  Ebenen,  die  sich  um  zwei 
gegebene,  einander  nicht  schneidende  gerade  Linien  so  drehen,  dass  diese  Durchschnittslinie  in  allen 
ihren  Lagen  mit  einer  gegebenen  Ebene  parallel  bleibt,  zweitens  durch  die  Verbindungslinie  der- 
jenigen beiden  Puncte,  in  welchen  zwei  gegebene,  einander  nicht  schneidende  gerade  Linien  von  einer 
parallel  mit  sich  selbst  fortrückenden  Ebene  in  den  verschiedenen  Lagen  derselben  geschnitten  werden. 

Wir  können  uns  auch  das  Paraboloid  durch  eine  gerade  Linie  beschrieben  denken,  die  in  allen 
ihren  Lagen  drei  gegebene  gerade  Linien  fortwährend  schneidet;  nur  sind  diese  drei  Linien,  nach 
dem  Vorstehenden,  der  Bedingung  unterworfen,  dass  sie  einer  und  derselben  Ebene  parallel  sein 
müssen. 
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79.  Um  den  allgemeinen  Satz  der  vorigen  Nummer  zu  verificiren,  wollen  wir  wiederum  zu  den 
Gleichungen  (13)  der  74.  Nummer: 

s— av  =  0,  s  +  £t4-r  =  0,  (13) 

zurückgehen,   nun   aber  a  und  y  veränderlich  nehmen  und  so  bestimmen,   dass  sie  die  folgende  Be- 

dingfungs-  Gleichung: 

e     8  aa  +  b/  + car  +  d  =  0,  (23) 

befriedigen.  Wenn  wir  alsdann  zwischen  den  vorstehenden  drei  Gleichungen  a  und  y  climiniren ,  so 
erhalten  wir  die  Gleichung-  eines  hyperbolischen  Paraboloids,  als  des  geometrischen  Ortes  für  die 
gerade  Linie  (13).  Die  vorstehende  ßedingungs- Gleichung  ist  aber  die  allgemeinste,  um  auszudrücken, 
dass  die  beiden  Ebenen  (13),  von  welchen  die  erste  um  die  gerade  Linie  (s,  v)  als  Axe,  bei  ver- 
änderlichem Werthe  von  a ,  sich  dreht ,  und  die  zweite ,  bei  veränderlichem  Werthe  von  y ,  parallel 
mit  sich  selbst  fortrückt,  auf  einzige  Weise  einander  entsprechen. 

80.  In  Folge  der  Gleichung- (20)  bestehen  gleichzeitig-  die  vier  Gleichungen  (21)  und  (22):  dem 
entsprechend  schneiden  alle  Linien  der  ersten  Erzeugung  alle  Linien  der  zweiten.  Zwei  Linien  der 
ersten  und  zwei  Linien  der  zweiten  Erzeug-ung  bilden  ein  ganz  auf  der  Fläche  lieg-endes  Viereck, 
worin  wir  zunächst  den  Grund  erblicken,  warum  auch  ein  Paraboloid  durch  die  allgemeine  Gleichung 
(1)  dargestellt  werden  kann.  Irg-end  ein  Punct  oder  irg-end  eine  Tangential- Ebene  braucht  nur  noch 
zugleich  mit  jenem  Viereck  gegeben  zu  sein,  um  die  Fläche  durch  die  aligemeine  Gleichungs-Form 
(1)  auszudrücken.  Ein  solcher  Punct  oder  eine  solche  Ebene  kann  aber  nicht  mehr,  wie  in  dem 
Falle  des  Hyperboloids,  willkührlich  angenommen  werden;  denn  eine  solche  Ebene  ist  für  den  vor- 
liegenden Fall  in  der  Tangential -Ebene,  die  unendlich  weit  liegt,  schon  als  gegeben  anzusehen, 
und  dadurch  die  Fläche  durch  das  g-egebene  Viereck  allein  auf  lineare  Weise  schon  bestimmt. 

Wirklich  erhalten  wir,  wenn  irgend  zwei  Linien  der  ersten  Erzeug-ung,  die  einer  zwiefachen 
willkührlichen  Annahme  des  Coefficienten  x  in  den  Gleichung-en  (21)  entsprechen ,  gegeben  sind , 
sogleich  die  Richtung  der  Ebene  (t),  wenn  wir  durch  die  Richtungen  jener  beiden  g-eraden  Linien 
eine  Ebene  legen,  und  somit  die  Fläche  selbst,  wenn  wir  ausserdem  zwei  gerade  Linien  der  zweiten 
Erzeugung  kennen.  Und  andrerseits  ist  die  Richtung  der  Ebene  (u)  durch  irgend  zwei  Linien  der 
zweiten  Erzeugung,  und  hiernach  die  Fläche  selbst  geg-eben,  wenn  wir  ausserdem  noch  zwei  Linien 
der  ersten  Erzeugung-  kennen.     Hieraus  erhält  man  die  Lösung  der  Aufg-abe: 

Ein  hyperbolishes  Paraboloid  durch  die  vier  Seiten  eines  räumlichen  gegebe- 
nen Vierecks  zu  legen. 

Durch  die  Richtung-  je  zweier  g-egenüberliegender  Seiten  des  geg-ebenen  Vierecks  ist  eine  Ebene, 
der  Richtung  nach,  bestimmt;  bewegen  wir  eine  gerade  Linie  parallel  mit  dieser  Ebene  so,  dass  sie 
fortwährend  die  jedesmaligen  beiden  ander»  gegenüberliegenden  Seiten  des  gegebenen  Vierecks 
schneidet,  so  beschreibt  dieselbe  das  geforderte  Paraboloid.  Wir  erhalten  hiermit  sogleich  eine 
zweifache  Beschreibung-  dieser  Hache. 

Die  Richtung  der  Durchmesser  des  hyperbolischen  Paraboloids  ist  hierbei  durch  die,  der  Rich- 
tung nach,  gegebenen  Ebenen  (t)  und  (u)  unmittelbar  gegeben.  (77). 

81.  Ein  hyperbolisches  Paraboloid  zu  beschreiben,  das  zwei  gegeb  ene,  einander 
nicht  schneidende,  gerade  Linien  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  enthält  und  über- 
diess  eine  von  folgenden  drei  Bedingungen  erfüllt: 

erstens,  durch  zwei  gegebene  Puncte  geht, 
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zweitens,  durch  einen  gegebenen  Punct  geht  und  eine  gegebene  Ebene  berührt, 

drittens,  zwei  gegebene  Ebenen  berührt. 

"Wie  in  der  68.  Nummer  erhalten  wir,  wenn  zwei  auf  der  Fläche  liegende  gerade  Linien  gegeben 
sind,  für  jeden  ausserdem  noch  gegebenen  Punct  der  Fläche  eine  neue  solche  durch  diesen  Punct 
gehende  gerade  Linie,  und  für  jede  ausserdem  noch  gegebene  Tangential-Ebene  der  Fläche  eine  neue 
solche  in  der  Tangential-Ebene  liegende  gerade  Linie.  Die  neuen  geraden  Linien  schneiden  die 
beiden  gegebenen,  so  dass  wir,  nach  dem  Vorstehenden,  ein  auf  der  zu  construiretidcn  Fläche  lie- 
gendes Viereck  erhalten.  Die  vorstehende  dreifache  Aufgabe  ist  also  auf  die  Aufgabe  der  vorigen 
Nummer  zurückgeführt.  — 

82.  Wir  wollen  in  den  nächstfolgenden  Nummern  die  allgemeine  Gleichung 

tu  =  iivw,  (8) 

in  der  Voraussetzung  von  Plan  -  Coordinaten  ,  dadurch  particularisiren ,  dass  wir  Puncte  des  auf  der 
Fläche  liegenden  Vierecks  unendlich  weit  rücken  lassen. 

Ist  der  Punct  (t1)  nach  gegebener  Richtung  unendlich  weit  gerückt,  so  können  wir,  indem  wir 
der  Gleichung  (2)  folgende  Form  geben: 

tu  w 

v  '  v         '  "  v  ' 

tu  w 

unbeschadet  der  Allgemeinheit,  den  Quotienten  — , —  und  —   die   Bedeutung  von   Segmenten  geben, 

welche  auf  drei ,  durch  die  festen  Puncte  (7),  (u)  und  (w)  gehenden,  parallelen  geraden  Linien  (7,  i>), 
(u,  fl)  und  (w,  v)  zwischen  diesen  drei  Puncten  und  der  bezüglichen  Tangential-Ebene  der  Fläche 
liegen.  Das  Product  der  beiden  ersten  solcher  drei  Segmente,  getheilt  durch  das  dritte,  ist  also 
constant.  Es  knüpft  sich  hieran  eine  Bestimmung  der  Fläche  durch  ihre  Tangential -Ebenen,  die  wir 
hier  nicht  weiter  verfolgen  wollen. 

83.  Wenn  zwei  der  vier  Winkelpuncte  des  Vierecks  unendlich  weit  rücken  sollen,  so  müssen 
wir  einen  doppelten  Fall  unterscheiden.  Entweder  sind  diese  beiden  Winkelpuncte  zwei  gegenüber- 
liegende oder  zwei  auf  einander  folgende.  Dem  ersten  Falle  entspricht,  dass  etwa  die  beiden  Puncte 
(7)  und  (u)  nach  zwei  gegebenen  Richtungen  unendlich  weit  sich  entfernen.  Dann  ist,  ähnlich 
wie  in  der  77.  Nummer,  weil  die  gerade  Linie  (7,  u)  unendlich  weit  liegt,  (v,  iv)  ein  Durchmesser  der 
Fläche.  Die  vier  Seiten  des  Vierecks  gehen  durch  die  Endpuncte  dieses  Durchmessers  und  sind  paar- 
weise,   O,  0    und    (w,  0,   (v,  u)   und    (w,  u),   parallel.      Schreiben  wir  die  Gleichung  (2)  unter 

folgender  Form : 

v     w  1 

t  '  u  f*  ! 

v  w 

so  können  wir,  unbeschadet  der  Allgemeinheit,  ~r  und—  als  Segmente  consiruiren,  die  auf  den  beiden 

nicht  parallelen,   durch  die  Endpuncte  des  Durchmessers  (i>,  w)  gehenden  geraden  Linien  (v,  /)  und 
(w,  m)    durch   die  bezügliche  Ebene  abgeschnitten  und  von  diesen  Endpuncten  an  gerechnet  werden. 
Wir  können  die  obige  Gleichung  auch  folgendergestalt  schreiben: 

w    v  1 

l'u   ~  ^T; 
dann  treten,   bei  der  geometrischen  Deutung,  die  beiden  geraden  Linien  (w,  t)  und  (v    u),  welche 
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durch  die  Endpuncle  desselben  Durchmessers  gehen,  an  die  Stelle  der  frühern  Qv,  f)  und  (w,  u), 
Sie  sind  diese  frühern  Linien  selbst  mit  vertauschter  Richtung,  und  gehören  wie  diese  derselben 
Erzeugung  an. 

Hiernach  können  wir,  wenn  irgend  zwei  gerade  Linien,  auf  jeder  derselben  ein  Punct  und  über- 
diess  noch  eine  Constante  gegeben  sind  (dem  Gegebenen  entsprechen  zusammen  cilf,  also  zwei 
überzählige,  Constanten)  ein  geradliniges  Hyperboloid  beschreiben,  das  die  beiden  gegebenen 
geraden  Linien  enthält  und  diejenige  gerade  Linie,  welche  die  beiden  gegebenen  Puncte  verbindet, 
zu  einem  Durchmesser  hat.  Durch  jeden  Punct  einer  der  beiden  gegebenen  geraden  Linien  lassen 
sich  nämlich  unendlich  viele  Tangential  -  Ebenen  der  Fläche  legen,  die  alle  die  zweite  dieser  geraden 
Linien  in  einem  bestimmten  Puncte  schneiden,  und  also  auch  eine  gerade  Linie,  welche  durch  eben 
diesen  Punct  geht  und  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  auf  der  Fläche  liegt.  Zugleich  begegnen  wir 
hierbei  dem  nachstehenden  Satze. 

Wenn  zwei  Linien  der  einen  Erzeugung  eines  cinschaligen  Hyperboloids 
und  ein  dieselben  schneidender  Durchmesser  desselben  gegebensind,  soschneidet 
jede  Linie  der  andern  Erzeugung  die  beiden  gegebenen  so,  das  das  Product  der 
auf  dieser  zwischen  dem  Durchmesser  und  der  Linie  der  andern  Erzeugung  liegen- 
den Segmente  constant  ist. 

Wenn  wir  auf  einem  g-egebenen  einschaligen  Hyperboloid  irgend  zwei  gerade  Linien  derselben 
Erzeugung*  beliebig1  annehmen,  so  gibt  es  immer  einen  einzigen  vollkommen  bestimmten  Durchmesser 
der  Fläche,  der  diesen  geraden  Linien  beiden  zugleich  begegnet.  Um  dies  zu  zeigen  und  zugleich 
den  fraglichen  Durchmesser  zu  construiren,  brauchen  wir  bloss  eine  Ebene  durch  den  Mittelpunct  der 
Fläche  und  eine  der  beiden  Erzeugenden  zu  legen.  Diese  Ebene  schneidet  die  andere  Erzeugende  in 
einem  einzigen  Puncte,  und  diejenige  gerade  Linie,  welche  diesen  Punct  mit  dem  Mittelpuncte  ver- 
bindet, ist  der  zu  construirende  Durchmesser  der  Fläche.  Es  ist  hiernach  augenscheinlich,  dass  er 
der  einzige  ist,  welcher  beiden  Erzeugenden  begegnet. 

Wenn  ein  einschaliges  Hyperboloid  so  bestimmt  ist,  dass  es  durch  die  Bewegung  einer  geraden 
Linie  beschrieben  werden  kann,  so  können  wir,  nach  dem  Vorstehenden,  den  Mittelpunct  desselben 
finden.  Es  seien  zum  Beispiel  zwei  Linien  derselben  Erzeugung  und  drei  Tangential -Ebenen  der 
Fläche  gegeben.  Diese  drei  Tangential  -  Ebenen  schneiden  die  erste  der  beiden  gegebenen  Linien  in 
drei  Puncten ,  die  wir  A ,  A'  und  A",  und  die  zweite  in  drei  Puncten,  die  wir  B,  B'  und  B"  nennen 
wollen.  AB,  A'B'  und  A/yB"  sind  alsdann  Linien  der  andern  Erzeugung  (67).  Ferner  schneide 
derjenige  Durchmesser,  der  beiden  Linien  begegnet,  die  erste  in  M  und  die  zweite  in  N.  Alsdann 
besteht  nach  dem  vorstehenden  Satze,  die  folgende  Doppel -Gleichung: 

MA.NB  =  MA'.NB'  =  MA".NB". 

Setzen  wir  MA  =  —  AM  =  —  x,        NB  =  —  BN  =  —  y, 

AA'  =  a',  AA"  =  a",         BB'  =  b',  BB"  =  b", 

so  erhalten  wir,  statt  der  obigen,  die  nachstehende  Doppel -Gleichung: 

xy  =  (a'-x)  (b'— y)  =  (a"~- x)  (b"  —  y), 

welche  in  die  folgenden  beiden  sich  auflöset: 

a'y-fb'x    =    a'b',  (24) 

a"y-fb"x  =  a"b". 

Durch    diejenigen   Werthe  von   x  und  y,    welche   durch   diese  Gleichungen   auf  lineare    Weise   be- 
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stimmt  werden,  sind  die  Puncte  M  und  N  gegeben  und  auch  leicht  geometrisch  zu  construiren. 
Bringen  wir  zu  diesem  Ende  die  beiden  gegebenen  geraden  Linien  irgendwie  in  eine  solche  gegen- 
seitige Lage,  dass  die  beiden  Puncte  A  und  B  zusammenfallen,  und  betrachten  sie  dann  als  die  Axen 
eines  gewöhnlichen  Parallel -Coordinaten- Systems  (x,  y),  so  stellen  die  beiden  letzten  Gleichungen, 
wenn  wir  in  denselben  x  und  y  als  veränderlich  betrachten,  zwei  solche  gerade  Linien  dar,  welche 
in  der  Ebene  der  beiden  Axen  liegen  und  dieselbe  bezüglich  in  den  Puncten  A'  und  B',  A"  und  B"  schnei- 
den.   Die  Coordinaten    des   Durchschnitts   dieser  beiden    geraden  Linien    sind  alsdann  die  zu  con- 

b'         b" 
struirenden  Werthe  von  x  und  y,  die  nur  dann  unendlich  werden,  wenn  —  =  —  und  demnach  die 

a  a 

letztgenannten  geraden  Linien  parallel  sind:  ein  Fall,  in  welchem,  nach  der  74.  Nummer,  das  Hyper- 
boloid in  ein  hyperbolisches  Paraboloid  übergeht. 

Wenn  noch  eine  vierte  Linie  der  zweiten  Erzeugung  gegeben  wäre,  so  müsste  diese,  etwa  an 
die  Stelle  von  A"B"  gesetzt,  denselben  Werth  für  x  und  y  geben,  und  also  müsste  auch,  in  der 
eben  bezeichneten  Umformung,  die  zweite  der  beiden  geraden  Linien  (24)  durch  eine  solche  ver- 
•  treten  werden ,  die  durch  den  Durchschnitt  der  beiden  bisherigen  geht.  Wir  können  hiernach  durch 
eine  höchst  einfache  Construction,  nach  dem  obigen  Satze  dieser  Nummer,  das  einschalige  Hyper- 
boloid dadurch  bestimmen,  dass  wir  beliebig  viele  Linien  der  zweiten  Erzeugung  construiren. 
Zugleich  gewinnen  wir  die  folgende  Anschauung  über  die  Entstehung  eines  einschaligcn  Hyperboloids 
und  über  die  Umgestaltung  einer  solchen  Fläche  in  eine  andere. 

Wenn  in  einer  Ebene  zwei  gerade  Linien  und  ein  Punct,  durch  welchen  nach 
allen  Richtungen  gerade  Linien  gehen,  gegeben  sind,  so  können  die  beiden  gege- 
benen Linien  in  irgend  eine  andere  gegenseitige  Lage  gebracht  werden,  ohne  dass 
auf  ihnen  die  Puncte,  in  welchen  sie  von  den  übrigen  Linien  geschnitten  werden, 
eine  andere  Lage  erhalten:  alsdann  verwandelt  sich,  wenn  die  beiden  gegebenen 
geraden  Linien  nicht  mehr  in  derselben  Ebene  liegen,  diese  Ebene  in  ein  ein- 
schaliges Hyperboloid,  und  jene  beiden  geraden  Linien  gehören  der  einen,  die 
übrigen  der  andern  Erzeugung  dieser  Fläche  an.  W7enn  diese  Linien  der  andern 
Erzeugung  ursprünglich  unter  einander  parallel  waren,  so  entsteht  statt  des 
einschaligen  Hyperboloids  ein  hyperbolisches  Paraboloid.  Dasselbe  findet 
Statt,   wenn    die  beiden  gegebenen    geraden  Linien    ursprünglich    parallel   waren. 

Legen  wir,  in  dem  Falle  des  Hyperboloids,  durch  den  gegebenen  Punct  zwei  gerade  Linien 
parallel  mit  den  beiden  gegebenen,  so  erhalten  wir  auf  diesen  letztgenannten  Linien  zwei  Durch- 
schnittspunete,  die  wir  als  unverrückbar  auf  denselben  ansehen  können.  Nach  der  Lagen-Aenderung 
ist  die  Mitte  zwischen  diesen  beiden  Pnncten  der  Mittelpunct  der  Fläche.  In  dem  Falle  des 
Paraboloids,  sei  es  nun,  dass  die  beiden  gegebenen  geraden  Linien  oder  die  Linien  der  andern  Er- 
zeugung ursprünglich  parallel  waren,  ist  die  Richtung  der  ursprünglichen  Parallelen  zugleich  die 
Richtung  der  Durchmesser  der  Fläche. 

Wenn  man  die  beiden  gegebenen  geraden  Linien  so  fortrückt,  dass  sie  einander  fortwährend 
schneiden,  wobei  insbesondere  auch  diese  Linien  bloss  ihrer  Länge  nach  verschoben  werden  können, 
so  umhüllen  die  ursprünglich  durch  den  gegebenen  Punct  gehenden  geraden  Linien,  nach  der  Lagen- 
Aenderung,  einen  Kegelschnitt,  der  von  den  beiden  gegebenen  Linien  berührt  wird,  und  der 
insbesondere  in  eine  Parabel  übergeht,  wenn  entweder  die  beiden  gegebenen,  oder  auch  alle  durch 
den  gegebenen  Punct  gehenden  geraden  Linien  unter  einander  parallel  sind.  Wie  vorher  der  Mittel- 
punct der  Fläche,  so  bestimmt  sich  hier  der  Mittelpunct  des  Kegelschnittes ;  die  Durchmesser-Richtung 
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des  frühern  Paraboloids  wird  hier  die  Durchmesser-Richtung  der  Parabel.  Der  Kegelschnitt  artet  in 
ein  System  von  zwei  Puncten  aus,  wenn  die  beiden  gegebenen  geraden  Linien  bloss  um  ihren 
ursprünglichen  Durchschnittspunct  sich  drehen  oder  überhaupt  in  den  Durchschnittspunct  nach  der 
Lagen-Aenderung  zwei  solche  Puncte  dieser  beiden  Linien  zusammenfallen,  in  welchen  dieselben 
ursprünglich  von  einer  beliebigen,  durch  den  gegebenen  Punct  gehenden,  geraden  Linie  geschnitten 
wurden.  Einer  der  beiden  Puncte  des  Systems  ist  derjenige  Punct,  in  welchem  nach  der  Lagen- 
Acnderung  die  beiden  gegebenen  geraden  Linien  sich  schneiden. 

Wenn  wir  von  einer  gegebenen  geradlinigen  Fläche  ausgehen,  so  gelangen  wir  zu  der  folgenden 
modificirten  Aussage  desselben  Satzes. 

Wenn  man  auf  einem  einschaligen  Hyperboloid  oder  einem  hyperbolischen 
Paraboloid  zwei  Linien  der  einen  Erzeugung-  beliebig  annimmt,  und  sich  dieselben 
—  der  uneigentliche  Ausdruck  sei  uns  hier  gestattet  —  von  den  Linien  der  andern 
Erzeugung  so  durchbohrt  denkt,  dass  diese  letztern  Linien  in  den  Durchbohrungen 
zwar  festgehalten  werden,  aber  durch  dieselben  frei  fortgleiten  können:  so  ver- 
wandelt sich  die  Fläche,  bei  jeder  beliebigen  Lagen-Aenderung  der  beiden  auf  ihr  * 
angenommenen  Linien  in  eine  andere  Fläche  derselben  Art.  Wenn  insbesondere 
nach  der  beliebig-en  Lagen-Aenderung-  diese  beiden  Linien  sich  schneiden,  so 
umhüllen  die  Linien  der  zweiten  Erzeugung  einen  Kegelschnitt;  diese  Linien 
g-ehen  alle  durch  denselben  Punct,  wenn  insbesondere  die  einer  beliebigen  dieser 
Linien  entsprechenden  beiden  Durchbohrungen  nach  der  Lagen-Aenderung  in 
den  Durchschnitt  zusammenfallen. 

84.  Die  in  der  vorigen  Nummer  abgeleitete  Beschreibungsweise  der  geradlinigen  Flächen  zweiter 
Ordnung  ist  durch  die  allgemeine  Auffassung  der  74.  Nummer  begründet,  nach  welcher  eine,  die 
Fläche  erzeugende,  gerade  Linie  dadurch  bestimmt  wird,  dass  sie  zwei  solche  Puncte  verbindet,  die 
auf  zwei  gegebenen  geraden  Linien  liegen  und  sich  auf  einzige  WTeise  entsprechen.  Und  so  ergeben 
sich  denn  auch  analoge  Constructionen,  die  wir  in  der  gegenwärtigen  Nummer  einschalten  wollen, 
wobei  die  erzeugende  gerade  Linie  als  durch  zwei  sich  entsprechende  Ebenen  bestimmt  ange- 
sehen wird. 

Wenn  zwei  gerade  Linien  A  und  A'  g-egeben  sind,  die  durch  einen  gegebenen 
Punct  C  g-ehen,  so  können  wir  durch  diese  beiden  geraden  Linien  unendlich  viele 
Systeme  zweier  Ebenen  legen,  deren  Durchschnittslinie  .F'in  eine  durch  den  Punct 
C  gehende  gegebene  Ebene  B  fällt  und  auch  selbst  durch  C  geht.  Bringen  wir 
die  beiden  Linien  A  und  A'  in  irgend  eine  andere  gegenseitige  Lage,  während 
die  durch  jede  derselben  gehenden  und  mit  ihr  als  fest  verbunden  betrachteten 
Ebenen  sich  gleichzeitig  mit  fortbewegen,  so  verwandelt  sich  der  geometrische 
Ort  für  die  Linie  JF,  der  ursprünglich  die  Ebene  B  war*),  in  eine  geradlinige 
Fläche  der  zweiten  Ordnung.     Diese  Fläche  wird   einerseits   durch  die  Linie  F  er- 


*)  Analytisch  betrachtet  müssen  wir  für  diesen  Ort  das  System  der  Ebene  B  und  derjenigen  Ebene  nehmen, 
welche  die  beiden  Linien  A  und  A'  enthält,  und  dem  entspricht,  geometrisch  genommen,  dass  jede  durch 
C  gehende  gerade  Linie  der  letztgenannten  Ebene  als  der  Durchschnitt  zweier  durch  A  und  A'  gehen- 
den, zusammenfallenden  Ebenen  betrachtet  werden  kann.  Eine  ganz  analoge  Bemerkung  gilt  auch  in  Be- 
ziehung auf  die  allgemeine  Construction  der  vorige»  Nummer. 
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zeugt,  während  die  Linien  A  und  A',  in  ihrer  neuen  Lage,  Linien  der  andern  Er- 
zeugung sind. 

Particularisationen  ergeben  sich  hier  unmittelbar.  Bewegen  sich  die  beiden  geraden  Linien  A 
und  A'  parallel  mit  sich  selbst  fort,  so  bleibt  auch  die  Linie  F  parallel  mit  sich  selbst  und  also 
auch  in  allen  ihren  Lagen  parallel  mit  der  Ebene  B.  Die  Fläche  wird  alsdann  ein  hyperboli- 
sches Paraboloid.  Die  Durchmesser -Richtung  dieses  Paraboloids  ist  dadurch  gegeben,  dass  sie 
einerseits  der  Ebene  B  und  andrerseits  derjenigen  Ebene ,  welche  die  beiden  Linien  A  und  A'  in 
ihrer  ursprünglichen  Lage  enthält,  parallel  ist. 

Drehen  sich  die  beiden  geraden  Linien  A  und  A*  mit  den  beiden  Ebenen-Systemen  um  sich 
selbst,  so  ist,  nach  der  Drehung,  der  geometrische  Ort  für  die  Linie  F  ein  Kegel  zweiter 
Ordnung,  und  bleibt  immer  ein  solcher  Kegel,  wenn  in  der  neuen  Lage  die  Linien  A  und  A'  sich 
schneiden.  Nur  wenn  in  diesem  Falle  irgend  zwei  sich  entsprechende  Ebenen  zusammenfallen,  artet 
der  Kegel  in  ein  System  von  zwei  Ebenen  aus. 

Wenn  die  beiden  geraden  Linien  A  und  A'  parallel  sind,  so  liegt  der  Punct  C  nach  der  Rich- 
tung derselben  unendlich  weit,  und  auch  die  Ebene  B  ist  mit  ihnen  parallel.  Im  Allgemeinen  er- 
halten wir  hier  wiederum  ein  einschaliges  Hyperboloid.  Verschiebt  man  aber  bloss  die  beiden 
geraden  Linien  A  und  A'  parallel  mit  der  Ebene  B,  so  bleiben  diejenigen  beiden  parallelen  Ebenen, 
die  sich  ursprünglich  durch  A  und  A'  legen  lassen  und  auf  der  Ebene  B  in  unendlicher  Entfernung 
sich  schneiden,  auch  in  der  neuen  Lage  parallel;  auf  der  entstandenen  Fläche  liegt  in  einer  Lage 
die  Linie  F  auf  der  Ebene  B  unendlich  weit:  die  Fläche  ist  daher  ein  hyperbolisches  Para- 
boloid. Die  Linien  derjenigen  Erzeugung  der  Fläche,  welcher  auch  A  und  A'  in  der  neuen  Lage 
angehören,  sind  der  Ebene  B  parallel.  Alle  Linien  F  sind  einer  zweiten  Ebene  parallel,  die  sich 
durch  irgend  zwei  Lagen  derselben  sogleich  bestimmt.  Drehen  sich  die  beiden  parallelen  geraden 
Linien  um  sich  selbst,  oder  bleiben  sie  auch  nur,  nach  der  Lagen-Aenderung,  parallel,  so  artet  die 
Fläche  in  einen  Cylinder  aus.  Insbesondere  kann  auch  die  Ebene  B  der  die  beiden  Linien  A  und 
A'  enthaltenden  Ebene  parallel  sein,  und  endlich  auch  unendlich  weit  rücken.  In  diesem  letztern 
Falle  sind  also  je  zwei  durch  A  und  _4*gehende,  sich  entsprechende  Ebenen  parallel;  die  beiden 
Ebenen-Systeme  sind,  abgesehen  von  ihrer  Lage,  als  identische  anzusehen ;  es  decken  sich  die  ent- 
sprechenden Ebenen  der  beiden  Systeme,  wenn  man  diese  so  lange  parallel  mit  sich  selbst  fort- 
schiebt, bis  die  beiden  Linien  A  und  A4  zusammenfallen.  Bei  einer  blossen  Drehung  der  beiden 
Linien  A  und  A'  um  sich  selbst  ist  die  erzeugte  Fläche  offenbar  ein  Cylinder,  dessen  Seiten 
diesen  Linien  parallel  sind  und  der  von  der  Ebene,  die  auf  denselben  senkrecht  steht,  in  einem 
Kreise  geschnitten  wird.  Rücken  die  beiden  Linien  A  und  A' ',  ohne  dass  sie  sich  um  sich  selbst 
drehen,  parallel  mit  einer  beliebigen  Ebene,  die  auch  ihre  Richtung  enthält,  fort,  so  wird  die  Fiäche 
wiederum  ein  hyperbolisches  Paraboloid,  was  sich  an  einen  früher  betrachteten  Fall  anknüpft, 
wenn  wir  erwägen,  dass  eine  Ebene,  die  unendlich  weit  gerückt  ist,  als  mit  der  gegebenen  Ebene 
parallel  angesehen  werden  kann. 

Wenn  wir  von  einer  gegebenen  geradlinigen  Fläche  zweiter  Ordnung  ausgehen,  so  können  wir 
diese  in  andere  Flächen  dieser  Art  umformen,  und  dieselbe  auch  applaniren. 

Wenn  man  auf  einer  geradlinigen  Fläche  zwei  Linien  ders  elben  Erzeugung  A 
und  AJ  beliebig  annimmt,  so  lassen  sich  durch  diese  beiden  geraden  Linien  Systeme 
von  solchen  Ebenen  legen  und  mit  ihnen  als  fest  verbunden  denken,  welche  sich 
paarweise  in  den  Linien  Fder  andern  Erzeugung  schneiden.  Drehen  und  verrücken 
wir    die   beiden  Linien   A  und   A*   mit    ihren  Systemen  von  Ebenen,    so    bilden  die 
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Durchschnittslinicn  F  eine  neue  geradlinige  Fläche  zweiter  Ordnung-.  Diese  artet 
in  einen  Kegel  aus,  wenn,  nach  der  Drehung  und  Verrückung,  die  beiden  Linien 
A  und  A'  sich  schneiden,  und  particularis irt  sich  weiter  in  eine  Ebene,  wenn  über- 
dicss  zwei  sich  ursprünglich  in  einer  beliebigen  Linie  F  schneidende  Ebenen  beider 
Systeme  zusammenfallen. 

Mir  würden  den  Character  der  vorstehenden  Erörterungen  verwischen,  wenn  wir  durch  directe 
analytische  Entwidmungen  die  particulären  fälle  discutiren  und,  gegen  unsere  Absicht,  in  speciellere 
Bestimmungen  eingehen  wollten. 

85.  Wenn  zwei  auf  einander  folgende  Winkelpuncte  des  der  Fläche  aufgeschriebenen  Vier- 
ecks, etwa  (/)  und  OD,  unendlich  weit  gerückt  sind,  so  liegt  die  Vierecks-Seite  (i,  tT)  in  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  auf  der  Fläche  unendlich  weit.  Dann  ist  diese  Fläche  ein  hyperbolisches  Paraboloid, 
das  durch  die  drei  geraden  Linien  (w,  w),  (w,  t>)  und  (w,  t)  geht.  Wenn  wir  die  Gleichung  der- 
selben folgendergestalt  schreiben: 

u  w 

U  W 

so  können  wir,  unbeschadet  der  Allgemeinheit,  — -  und  — -  in  der  Bedeutung  von  Segmenten  nehmen, 

'  vi 

die  durch  die  Tangential-Ebenen  von  zwei  festen  geraden  Linien,  welche  bezüglich  durch  die  Puncte 
(u)  und  O)  gehen  und  diejenige  Richtung  haben,  nach  welcher  die  beiden  Puncte  (7)  und  (u)  unend- 
lich weit  gerückt  sind,  abgeschnitten  und  von  den  Puncten  (u)  und  (w~)  aus  gerechnet  werden.  Dann 
drückt  die  vorstehende  Gleichung  unmittelbar  diejenige  Eigenschaft  eines  geradlinigen  Paraboloids 
aus ,  an  welche  schon  .in  der  74.  Nummer  die  Beschreibung  dieser  Fläche  geknüpft  worden  ist. 

Dem  entsprechend,  dass  durch  die  vorstehende  Gleichungs  -  Form  die  Tangential-Ebenen  der 
Fläche  bloss  in  so  weit  bestimmt  werden,  als  sie  zwei  feste  gerade  Linien  in  bestimmten  Puncten 
schneiden,  oder,  mit  andern  Worten,  als  sie  durch  diejenigen  geraden  Linien  gehen,  welche  die 
jedesmaligen  beiden  Durchschnittspuncte  verbindet  —  wir<fc  die  Fläche  durch  eine  gerade  Linie,  die 
wir  uns  als  sich  bewegend  vorstellen,  construirt.  Aehnlich  verhält  sich's,  wenn  wir  von  der  fol- 
genden Form: 

t  w 

v         fX"  u  \ 

unter  der  wir  dieselbe  Gleichung  schreiben  können,  ausgehen.    Die   beschreibende  gerade  Linie  geht 

w 
hier  durch  den,  einem  beliebigen  Werthe  von  —   entsprechenden,   Punct   der    geraden  Linie  («r,  u\ 

während  ihre  Richtung  in  einer  Ebene,  welche  durch  diesen  Punct  geht  und  die  Richtungen  enthält, 

nach  welchen  die  beiden  Puncte  (0  und  (r)  unendlich  weit  liegen,  durch  den  zugehörigen  Werth  von 

t 
—  bestimmt   ist.    Nach   den   bisher   öfter  angewandten   Betrachtungsweisen  ergibt  sich  hiernach  der 

folgende  Salz : 

Wenn  eine  Ebene,  parallel  mit  sich  selbst,  fortrückt,  während  ein  Punct  der- 
selben eine  gerade  Linie  durchläuft  und  eine  in  ihr  liegende,  durch  diesen  P  unet 
gehende  gerade  Linie  um  denselben  sich  so  dreht,  dass  ihre  verschiedenen  Lagen 
den  verschiedenen  Lagen  des  Punctes  linear  entsprechen;  so  beschreibt  diese 
letzte  gerade  Linie  ein  hyperbolisches  Paraboloid. 
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Das  einfachste  lineare  Entsprechen  von  Puncten  und  geraden  Linien  ist  dasjenige,  wo  jeder 
Punct  auf  der  zugehörigen  geraden  Linie  liegt  und  überdiess  alle  Puncte  auf  einer  gegebenen  »-eraden 
Linie  liegen  und  alle  g-eraden  Linien  durch  einen  gegebenen  Punct  gehen.  Hiernach  ergibt  sich  die 
folgende  geometrische  Umschreibung:  des  vorstehenden  Satzes: 

Wenn  in  einer  g-egebenen  Ebene  ein  System  von  geraden  durch  denselben  Punct  g-ehenden 
Linien  von  einer  gegebenen  geraden  Linie  geschnitten  wird,  so  können  wir  die  gegebene  »erade  Linie 
in  irgend  eine  andere  Lage  bringen  und  dabei  die  ursprünglich  durch  denselben  Punct  sehenden 
Linien,  parallel  mit  sich  selbst ,  so  fortrücken  lassen ,  dass  ihre  Durchschnittspuncte  mit  der  ge°-e- 
benen  Linie  auf  dieser  unverrückt  ihre  ursprüngliche  Lage  behalten ;  alsdann  biegt  sich  die  g-e°-ebene 
Ebene  zu  einem  hyperbolischen  Paraboloid.  Die  eine  geg-ebene  gerade  Linie  gehört  nach  der  Lag-en- 
Aenderung  der  einen,  die  ursprünglich  durch  den  gegebenen  Punct  gehenden  geraden  Linien  gehören 
der  andern  Erzeugung"  desselben  an.  Die  Durchmesser  des  Paraboloids  sind  der  gegebenen  Geraden 
Linie  in  ihrer  ursprünglichen  Lage  parallel.  *) 

Wenn  die  gegebene  g-erade  Linie  auch  in  ihrer  neuen  Lag-e  in  der  gegebenen  Ebene  geblieben 
ist,  so  umhüllen  die  ursprünglich  durch  denselben  Punct  gehenden  geraden  Linien  eine  Parabel.  Die 
gegebene  gerade  Linie  ist  in  ihrer  ursprünglichen  Lage  ein  Durchmesser,  in  der  neuen  Lage  eine 
Tangente  dieser  Parabel. 

An  die  letzte  Gleichungs-Form  knüpft  sich  noch  der  folgende  Satz: 

Solche  vier  Linien  der  einen  Erzeugung  eines  geradlinig-en  Paraboloids,  welche 
eine  Linie  der  andern  Erzeugung  harmonisch  theilen,  haben  die  Richtung  von  vier 
Harmonicalen. 

Denn  die  Erzeugende  (w,  w)  wird  in  den  vier  durch  folgende  Gleichungen  dargestellten  Puncten : 

u  =  0,  W  =  0,  W  =  XU,  W  =   — XU, 

harmonisch  getheilt  und   die  Richtungen    der  durch   diese  Puncte    gehenden  Linien   der  andern  Er- 
zeugung sind  durch  die  folgenden  Gleichungen  bestimmt: 

v  =  0,        t  =  0,       /  =  uxv,        t  =  —  p?fl, 

und  also  die  Richtungen  von  vier  Harmonicalen. 

86.  Wenn  endlich  die  Puncte  (I),  (m),  (ü)  des  auf  der  Fläche  liegenden  Vierecks,  nach  gege- 
bener Richtung,  unendlich  weit  gerückt  sind,  so  liegt  die  Berührungs -Ebene  (Y,  u,  vi)  unendlich 
weit.  Durch  den  auf  der  Fläche  liegenden  Punct  (w)  gehen  die  beiden  ebenfalls  auf  ihr  liegenden 
Seite,n  {w  f)  und  (w,  ü),  und  (/,  w,  u)  ist  die  Tangential -Ebene  in  diesem  Puncte.  Die  gerade 
Linie  {w,  v)  ist  der  durch  den  Punct»  (w)  gehende  .Durchmesser  des  Paraboloids;  denn  in  dem 
allgemeinen  Falle  der  Gleichung  (2)  sind  die  beiden  geraden  Linien  (7,  u)  und  (w,  v)  zugeordnete 


Eine  Linie  der  einen  Erzeugung  wird  von  allen  Linien  der  andern  geschnitten,  und  es  ist  offenbar,  dass 
diejenige  unter  den  letztgenannten  Linien,  für  welche  der  Durchschnitt  auf  jener  unendlich  weit  rückt, 
indem  sie  selbst  unendlich  weit  sich  entfernt,  die  Richtung  der  Durchmesser  der  erzeugten  Fläche  an- 
nimmt. Diese  Richtung  ist  aber  in  der  obigen  Construction  die  Richtung  der  gegebenen  geraden  Linie  in 
ihrer  ursprünglichen  Lage. 

Wir  erkennen  in  den  Resultaten  des  Textes  sogleich  eine  Modification  der  allgemeinen  Construction 
der  83.  Nummer,  dem  entsprechend,  dass  eine  der  beiden  daselbst  als  gegeben  betrachteten  geraden 
Linien  unendlich  weit  gerückt  ist  4 
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Polaren,  und  liier  also,  wo  die  erste  dieser  Linien  unendlich  weit  liegt,  ist  die  andere  notwendig 
ein  Durchmesser  der  Fläche. 

Die  nunmehrige  Coordinaten-Bestimmung  ist  keine  andere,  als  die  in  der  7.  Nummer  der  ein- 
leitenden Betrachtungen  bezeichnete,    wo  durch  den  gegebenen  Punct  (10)  nach  den  Richtungen  (f), 

W       W  IV 

(w)  und  00  drei  Axen  gezogen  worden,  und  j ,  —  und  —  die  auf  diesen  Axen  durch  die  bezüg- 
liche Ebene  abgeschnittenen  Segmente  bedeuten.  Die  Gleichung  der  Fläche  gibt  hiernach,  wenn  wir 
sie  auf  die  nachstehende  Weise  schreiben : 

w    w  \    w 

t  '  u  (X  *  »' 

unmittelbar  den  folgenden  Satz: 

Wenn  drei  durch  denselben  Punct  gehende  gerade  Linien  gegeben  sind,  so  be- 
rühren alle  Ebenen,  welche  diese  Linien  so  schneiden,  dass  das  Product  der  auf 
zwei  derselben  abgeschnittenen  Segmente,  gctheilt  durch  das  auf  der  dritten  ab- 
geschnittene Segment,  constant  ist,  ein  hyperbolisches  Paraboloid. 

Die  beiden  erstgenannten  geraden  Linien  sind  irgend  zwei  nicht  derselben  Erzeugung  ange- 
hörende und  die  dritte  der  durch  ihren  Durchschnittspunct  gehende  Durchmesser  der  Fläche.  Dieser 
Durchschnittspunct  kann  jeder  beliebige  Punct  der  Fläche  sein  und  darum  muss  die  allgemeine 
Gleichung  noch  zwei  überzählige  Constanten  einschliessen.  Diese  Constanten  fallen  aus,  wenn  wir 
von  Vorne  herein  annehmen,  dass  die  Richtung  (i>)  auf  den  Richtungen  (0  und  (w)  senkrecht  stehe. 

Wenn  di&  Richtungen  (0  und  («)  zusammenfallen ,  wonach 

so  artet  die  Fläche  in  eine  Parabel  aus. 

87.  Nachdem  wir  in  den  letzten  Nummern  die  verschiedenen  Particularisirungen  der  allgemeinen 
Gleichungen  (1)  und  (2)  discutirt  haben,  wenden  wir  uns  jetzt  nochmals  zu  diesen  zurück.  Wir 
wollen  die  erste  derselben,  indem  wir  die  vier  linearen  Functionen  in  ihrer  ganzen  Allgemeinheit 
nehmen,  folgendergestalt  schreiben: 

tu  =  vw, 

und  befriedigen,  indem  wir  gleichzeitig  einmal: 

•t   =  v, 
u  =  w, 

das  andere  Mal: 

t   =  w, 

u  =  v, 

setzen.  Diese  beiden  Gleichungen-Paare  stellen,  wie  früher,  zwei  gerade  Linien  dar,  welche  ganz 
auf  der  Fläche  liegen,  und  die  wir,  der  Kürze  halber,  (3)  und  (6)  nennen  wollen.  Diese  beiden 
geraden  Linien  bilden  mit  den  vier  andern  (t,  w),  (t,  v),  (u,  w),  (u,  v),  welche  ebenfalls  auf  der 
Fläche  liegen  und  die  wir  bezüglich  durch  (1),  (2),  C4)  und  (5)  bezeichnen  wollen,  irgend  ein 
System  vou  sechs  geraden  Linien,  von  welchen  drei  (t),  (3),  (5)   der   einen   und  die    drei  übrigen 
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(2),  (4)  (6)  der  andern  Erzeugung  angehören.  *)  Ordnen  wir  diese  sechs  geraden  Linien  nach  der 
Ordnung-  der  Symbole,  so  können  wir  durch  je  zwei  auf  einander  folgende  eine  Ebene  legen ,  und 
erhalten  dann  einen  sechsflächigen  Körper,  welcher  der  Fläche  zweiter  Ordnung  gleichzeitig  um-  und 
eingeschrieben  ist.  Die  sechs  auf  einander  folgenden  Seiten -Ebenen,  die  wir  nach  den  geraden 
Linien,  welche  sie  enthalten,  durch  (12),  (23),  (34),  (45),  (56)  und  (61)  bezeichnen  wollen,  wer- 
den  durch  die  folgenden  Gleichungen  dargestellt: 

t  =  0,     (12)        t    =  v,     (23)        u  =  w,     (34) 
u  =  0,    (45)        u  =  v,     (56)        t  =  w.     (61) 

Je  zwei  unter  einander  stehende  Gleichungen  geben,  von  einander  abgezogen,  übereinstimmend 
die  folgende: 

t  =a  u. 

Somit  ergibt  sich,  dem  Pascal'schen  Satze  entsprechend,  hier  der  folgende. 

Die  gegenüberliegenden  Seiten-Ebenen  eines  beliebig-en,  einer  geradlinig-en 
Fläche  der  zweiten  Ordnung  g-leichzeitig-  um-  und  eingeschriebenen  sechsflächigen 
Körpers  schneiden  sich  paarweise  in  solchen  drei  geraden  Linien,  die  in  derselben 
Ebene  liegen. 

Indem  wir  die  sechs  auf  der  Fläche  liegenden  geraden  Linien  in  verschiedener  Aufeinanderfolge 
nehmen,  zugleich  aber  berücksichtigen,  dass  nur  durch  solche  zwei  dieser  Linien,  die  einem  geraden 
und  einem  ungeraden  Zahlen-Symbole  entsprechen,  eine  Ebene  sich  legen  lässt,  ergeben  sich  sechs  ver- 
schiedene solcher  sechsflächigen,  zugleich  um-  und  eingeschriebenen  Körper,  die  den  folgenden 
sechs  Zusammenstellungen  von  Symbolen  entsprechen,  und  sich  zu  drei  in  zwei  symmetrischen  Gruppen 
zusammenordnen : 

123456 i  143256  1 

163254    I.  163452(11. 

143652]  123654J 

Jedem  dieser  sechs  Körper  entspricht  eine  Ebene,  welche  die  drei  Durchschnittslinien  der  gegenüber- 
liegenden Seiten-Ebenen  desselben  enthält,  und  die  wir  durch  dasselbe  Symbol  bezeichnen  können. 

88.  Das  Princip  der  Reciprocität  gibt,  neben  dem  Satze  der  vorigen  Nummer,  sog-leich  den 
folgenden,  welcher  dem  Satze  vonBrianchon  über  das  einem  Kegelschnitte  umgeschriebene  Sechseck 
analog  ist. 


*)  Um  nicht  die  frühern  Constanten  Coefficienten  ft,  x  und  7.  in  den  nächsten  Entwicklungen  müssig  durch- 
zuziehen, haben  wir  die  einfachere  Bezeichnung  des  Textes  gewählt,  und  zwar  ist  diess  unbeschadet  der 
Allgemeinheit  geschehen.     Denn  wir  brauchen  nur  in  den  Gleichungen  der  64.  Nummer: 

tu  =  fiVW, 
t    =  xv,  t  =  ?,W  , 

XU  =  fXW,  Xu  =   ftV, 

die  nachstehenden  Substitutionen  zu  machen: 

ft\»    =  w'  XU  =  u' , 

ü     t  =  t'  ^     V   =  V' 

um  zu  den  Gleichungs-Formen  des  Textes  zu  gelangen. 
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Wenn  man  auf  einer  Fläche  der  zweiten  Ordnung  aus  drei  Linien  der  einen 
und  drei  Linien  der  andern  Erzeugung-  irgend  ein  Sechseck  bildet,  so  schneiden 
sich  die  drei  Diagonalen  desselben  in  ein  und  demselben  Puncte. 

Je  zwei  Sätze,  die  das  Princip  der  Reciprocität  mit  einander  verknüpft,  sind  solche,  welche 
durch  dieselbe  analytische  Beweisführung,  wenn  wir  einmal  Punct-  das  andere  Mal  Plan-Coordi- 
naten  zu  Grunde  legen ,  gegeben  sind.  Eben  so  direct,  als  den  Satz  der  vorigen,  und  genau  durch 
dieselbe  analytische  Symbol- Verbindung  können  wir  auch  den  Satz  dieser  Nummer  als  bewiesen 
ansehen,  wenn  wir  den  dort  gebrauchten  Buchstaben-Symbolen  die  Bedeutung  linearer  Plan-Coordi- 
naten  beilegen.  Jeder  der  beiden  Sätze  hat  denselben  Anspruch,  der  ursprüngliche  zu  sein,  und  keine 
der  beiden  Coordinatcn -Bestimmungen  verdient  hier  den  Vorzug-.  Wir  wollen  indess,  weil  es  uns 
eine  erwünschte  Gelegenheit  darbietet,  unsere  Methode  darzulegen,  den  Beweis  derjenigen  Gruppe 
von  Sätzen,  die  uns  in  dieser  und  den  nächsten  Nummern  beschäftigen,  vollständig-  in  der  einen 
Coordinaten-Bestimmung  durchführen,  ohne  auf  das  Princip  der  Reciprocität  Rücksicht  zu  nehmen, 
und  wählen  zu  diesem  Ende  diejenige  Coordinaten-Bestimmung,  mit  der  ich  die  grössere  Vertraut- 
heit voraussetzen  muss.  Durch  diese  Beweisführung  ist  eine  ganz  gleiche  in  der  andern  Coordina- 
ten-Bestimmung unmittelbar  gegeben:  einer  solchen  Wiederholung,  welche  in  analytischer  Hinsicht 
nichts  Neues  darbietet,  können  wir  uns  hier  überheben. 

89.  Zwei  auf  einander  folgende  Seiten  des  in  Rede  stehenden  Sechsecks  bestimmen  einen  Eck- 
punet  desselben,  so  wie  sie  früher  eine  Seiten- Ebene  des  sechsflächigen  Körpers  bestimmt  haben. 
Hiermit  ist  eine,  der  frühern  analoge,  Bezeichnung  gegeben,  gemäss  welcher  wir  zum  Beispiel  durch 
das  Symbol  (12)  (zur  Unterscheidung  wählen  wir  hier  die  Cursivschrift)  nun  den  Durchschnitt  der 
Linien  (1)  und  (2)  bezeichnen  wollen.  Dem  entsprechend  stelle  ferner  (123456}  das  von  den 
Seiten  (1),  (2),  (3),  (4),  (5)  und  (6),  ihrer  Reihenfolge  nach,  gebildete  Sechseck  dar,  und  es  soll 
bewiesen  werden,  dass  die  drei  geraden  Linien 

(72,45),        (23,  56),        (34,61) 

welche  die  drei  Paare  gegenüberliegender  Winkelpunctc  dieses  Sechsecks,  (12)  und  (45),  (23)  und 
(56),  (34)  und  (61)  verbinden,  in  demselben  Puncte  sich  schneiden. 
Es  ist  augenfällig,  dass  die  nachstehenden  sechs  Symbolcn-Paare: 

(61,  12,  23)  sa  (12),        (12,  23,  34)  =  (23),        (23,  34,  45)  ==  (34), 
(34,  45,  56)  s=  (45),        (45,  56,  61)  =  (56),        (56,  61,  12)  =  (61), 

gleichbedeutend  sind,  weil  in  dem  Puncto  (12)  zum  Beispiel  die  drei  Ebenen  (61),  (12)  und  (23) 
sich  schneiden.  Dadurch  ist  die  folgende  Coordinaten-Bestimmung  für  die  Winkelpuncte  des  Sechs- 
ecks unmittelbar  gegeben: 

t  =  w  =  v  =  0,      (12)  u  =  w  =  v  =  0,      (45) 

t   =  v  =  0,       u  =  w,    (23)  u  =  v  =  0,        t  =  w,     (56) 

u  =  w  =  0,       v  =  t,       (34)  t   =  w  —  0,        u  =  v.      (61)  *) 


*)     Die    drei    Sechsecks- Seiten    schneiden   sich   ausserdem    noch   in    den  drei    Puncten    Qi4)}  (25),  (36),  für 
welche  sich  die  nachstehende  Coordinaten-Besliininiing  : 

t  =  u  =  w  =  0,  (14) 
t  =  u  =  v  =0,  (25) 
t  =  u  =  v  =  w,     (36) 
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Für  die  drei  geraden  Linien,  welche  diejenigen  Puncte,  deren  Symbole  neben  einander  stehen,  ver- 
binden, erhalten  wir,  aus  dem  blossen  Anblick  der  Coordinaten-Werthe  dieser  Puncte,  sogleich  die 
nachstehenden  drei  Gleichungen-Paare: 

w  =  0,        v  =  0,        {12,45) 

v   ==  0,        u  =  t,        \23,  56) 

w  =  0,        u  =  t.         {34,  61) 
Diese  drei  Gleichungen-Paare  bestehen  gleichzeitig-;   die  drei  bezüglichen  geraden  Linien  gehen  also, 
was  zu  beweisen  war,  durch  denselben  Punct  und  für  diesen  ist: 

v  =  w  =  0,  U  =  t. 

Jeder  andern  möglichen  Aufeinanderfolge  derselben  sechs  Seiten  entspricht  ein  anderes  Sechs- 
eck, auf  welches  der  eben  bewiesene  Satz  seine  Anwendung  findet.  Auf  diese  Weise  ergeben  sich 
sechs  Sechsecke  und  für  jedes  ein  Punct,  in  welchem  die  drei  Diag-onalen  desselben  sich  schneiden. 
Jene  sechs  Sechsecke  und  diese  sechs  Puncte  können   wir  gleichzeitig  durch  die  folgenden  Symbole 

bezeichnen : 

123456  )  143256 j 

163254  ( III.  163452    IV. 

143652  \  123654  \ 

90.  Derselben  Aufeinanderfolge  der  sechs  geraden  Linien,  die  wir  durch  (1),  (2),  (3),  (4),  (5) 
und  (6)  bezeichnet  haben,  entspricht  einerseits  ein  sechsflächiger,  der  Fläche  zugleich  um-  und  ein- 
geschriebener Körper  und  andrerseits  ein  auf  derselben  liegendes  von  jenen  geraden  Linien  gebildetes 
Sechseck,  in  der  Art,  dass  die  Seiten -Ebenen  des  Körpers  die  Fläche  in  den  Winkelpuncten  des 
Sechsecks  berühren.  Es  finden  also  die  Sätze  der  letzten  Nummern  in  ihrer  sechsfachen  Anwendung: 
gleichzeitig1  Statt,  wobei  sie  sich  verschiedenartig  durchkreuzen  und  in  mannigfaltige  Aussagen 
einkleiden  lassen.  Bei  der  grossem  Anzahl  der  zu  combinirenden  Elemente  ist  die  unmittelbare 
geometrische  Anschauung  schwer.  An  die  Stelle  von  dieser  und  als  diese  vollständig  vertretend, 
können  wir  die  Anschauung  unserer  Symbole  und  die  Verbindung  derselben  zu  Gleichungen  setzen. 
Diese  Anschauung  ist  leicht  und  enthält  in  sich  die  Lösung  der  combinatorischen  Schwierig-keiten, 
welche  bei  der  geometrischen  Anschauung  ebenfalls  fortfallen  würden,  wenn  wir  mit  dem  Auge  der 
bildlichen  Darstellung-  folgen  könnten. 

Wenn  wir,  der  Symmetrie  wegen, 

y  -1-  u  ==  p ,        (56)  w  —  u  =  q ,        (34) 

v  — t    =  r,        (23)  w  — t=s,        (61) 

setzen,  so  ergibt  sich  die  identische  Doppel-Gleichung: 

t —  u  =  p  —  r  =  q  —  s, 

deren  Deutung-  den  Satz  der  87.  Xummer  enthält.  Denn  die  g-egenüberliegenden  Seiten  -  Ebenen  des 
dort  betrachteten  Körpers  (123456)  sind  (t)  und  (u),  (p)  und  (r),  (q)  und  (s). 

Die  vorstehende  identische  Doppel-Gleichung  erlaubt  uns  die  folgenden  drei  linearen  Gleichungen 
unter  der  nachbezeichneten  doppelten  Form  zu  schreiben: 


sogleich  ergibt,  wenn  wir  erwägen,  dass  die  fraglichen  Puncte  bezüglich  als  die  Diirchschnittspuncte 
der  drei  Ebenen  (12),  (45),  (81),  der  drei  Ebenen  (18),  (45),  (56)  und  der  drei  Ebenen  (83),  (34), 
(56)  angesehen  werden  können. 
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q  — p  &  s  — r  =  0,  j 

q  —  t  =  s  —  u  =  0 ,  |  II.  a. 

p  —  t  =  r— u  =  0.  ) 

Von  diesen  drei  Gleichungen  ist  jede  eine  algebraische  Folg-c  aus  den  beiden  übrigen;  es  schneiden 
sich  also  die  bezüglichen  drei  Ebenen  in  einer  und  derselben  g-eraden  Linie.  Die  doppelte  Form 
dieser  drei  Gleichungen  gibt  nicht  nur  die  vollständige  geometrische  Bestimmung  der  bezüglichen 
drei  Ebenen,  sondern  auch  ihrer  gemeinschaftlichen  Durchschnittslinie. 

Die  erste  der  drei  Ebenen  g-eht  nämlich,  einerseits,  durch  die  Durchschnittslinie  der  Ebenen 
(p)  und  (q),  das  heisst,  der  Ebenen  (43)  und  (56)  und,  andrerseits,  durch  die  Durchschnittslinie 
der  Ebenen  (s)  und  (r)  oder  (23)  und  (61),  woraus  wir  ersehen,  dass  sie  keine  andere  als  die 
Ebene  (143256)  ist.  Die  zweite  Ebene  geht  durch  die  Durchschnittslinie  von  (34)  und  (21)  und 
von  (16)  und  (45)  und  ist  mithin  die  Ebene  (163452).  Die  dritte  Ebene  endlich  ist  (123654).  Es 
schneiden  sich  also  die  drei  Ebenen  II,  welche  durch  die  vorstehenden  Gleichungen  dargestellt  wer- 
den, in  ein  und  derselben  geraden  Linie,  die  wir  ebenfalls  durch  II  bezeichnen  wollen. 

Ebenso  schneiden  sich,  was  aus  der  symmetrischen  Bezeichnung  unmittelbar  hervorgeht,  die  drei 
Ebenen  I  in  derselben  geraden  Linie,  die  wir  wiederum  durch  I  bezeichnen  wollen.  Wir  können 
hiernach  den  Satz  der  87.  Nummer,  dass  jedem  der  sechs  am  Ende  dieser  Nummer  unterschiedenen 
sechsflächigen  Körper  eine  Ebene  entspricht,  welche  die  drei  Durchschnittslinien  der  gegenüberliegen- 
den Seiten-Flächen  dieses  Körpers  enthält,  nun  dahin  erweitern,  dass  die  sechs  Ebenen,  welche 
sich  auf  diese  Weise  erg-eben,  zu  drei  und  drei  in  denselben  beiden  g-eradenLinien 
sich  schneiden. 

Wenn  wir  die  Seiten  (2)  und  (4)  mit  einander  vertauschen,  so  geht  das  System  der  Ebenen  II 
in  das  System  der  Ebenen  I  über.  Dieser  Vertauschung  aber  entspricht  eine  gleichzeitige  Ver- 
tauschung von  t  und  w  und  von  u  und  v.  Hiernach  ergeben  sich  zum  Beispiel,  statt  der  in  der  87. 
Nummer  zusammengestellten  sechs  Ebenen,  die  folgenden : 

w  =  0,      (14)  w  — u  =  q  =  0,      (43)  v— t  =  r  =  0,       (32) 

v  =  0,      (25)  v  —  u  =  p  ==  0 ,       (56)        w  —  t  ==  s  =  0,       (61)  *) 

und  hieraus  die  identische  Doppel-Gleichung:  • 


*)     Im  Ganzen   lassen   sich   neun   verschiedene    Ebenen    durch    zwei   der   Sechsecks-Seiten  (1),  (3),  (3),  (4), 

(5)  und    (G)    legen.     Die    Gleichung    einer   dieser   Ebenen,    derjenigen   neinlich,    welche    durch    (3)   und 

(6)  geht,  ist  noch  nicht  bestimmt  worden.  Weil  die  bezügliche  Ebene  einerseits  durch  die  Linie  (3) 
geht,  ist  diese  Gleichung  eine  algebraische  Folge  aus  den  Gleichungen  (_23j  und  (34)  und  hat  hiernach 
die  folgende  Form: 

t—  v  =  d(u  —  w); 

weil  die  bezügliche  Ebene  andrerseits  die  Linie  (6)  enthält,  in  welcher  die  beiden  Ebenen  (ÖC)  und  (61) 
sich  schneiden,  so  muss  dieselbe  Gleichung  zugleich  auch  die  folgende  Form  haben: 

t  —  w  =  5'(u—  v). 

Die  vorstehenden  beiden  Formen  werden  identisch,  wenn  wir  die  beiden  unbestimmten  Coefficicnten  5  und 
£'  beide  der  Einheit  gleich  nehmen  und   gehen  dann  in  die  folgende  über: 

t  —  u  =  v  —  w.  (36) 
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w  —  y  SE  q  —  p  =  s  —  r*), 
aus  welcher  endlich  die  folgenden  Gleichungen  unter  doppelter  Form  sich  ergeben: 

q  —  s  =  p  —  r  =  0, ) 

v  •+■  s  =  w  4"  r  =  0,  [  I,  a. 
v-f-q  =  w-}-p  =  0,  \ 

welche  die  drei  Ebenen  I  darstellen. 

Entwickeln  wir  die  vorstehenden  Gleichungen  I,a.,  so  wie  auch  die  Gleichungen  II,  a.,  so  kommt: 

u  =  t  )  v  =  w        j 

t   =  v  +  w  J  I,  b.  w  =  u  + 1  '  II,  b. 

u=v-f-w\  v  =  u-|-t 


91.  Wir  können  sogleich  auf  jeder  der  beiden  geraden  Linien  I  und  II  drei  Puncte  bestimmen, 
wobei  wir  nur  die  Coordinaten-Werthe  derselben  so  auszuwählen  brauchen,  dass  zwei,  und  also  auch 
die  dritte,  der  bezüglichen  Gleichungen  I,  b.  und  II,  b.  durch  dieselben  befriedigt  werden.  Indem  wir 
diese  Coordinaten-Werthe  zur  Unterscheidung  accentuiren,  erhalten  wir  die  nachstehende  Bestimmung 
zweier  Gruppen  solcher  drei  Puncte,  die  bezüglich  auf  I  und  II  lieg-en: 

u'  =  t'  =  0,      v'  ==  — w'  i  v'  =  w'  =  0,     u'  =  —  t'  ) 

w'  =0,      t'  =  u'  =  v'  IV,  a.  t'   =  0,     w'  =  v'  =  u'        III, a. 

v'  =  0,      t'  =  u'  =  w'      ]  u'  =  0,     w'  =  v'  =  t'      \ 

Wir  wollen  nach  einander  die  Coordinaten-Werthe  jedes  dieser  sechs  Puncte  in  die  folgende 
Gleichung : 

u't  4"  t'u  =  v'w  -f-  w'v , 
welche  die  Polar-Ebene  des  jedesmaligen  Punctes  in  Beziehung  auf  die  gegebene  Fläche  der  zweiten 
Ordnung  darstellt  (60),  einsetzen.  Alsdann  ergeben  sich,  den  drei  auf  der  geraden  Linie  I  liegenden 
Puncten  IV,  a.  entsprechend ,  in  gleicher  Aufeinanderfolge  genommen ,  die  Gleichungen  der  drei 
Ebenen  II,  und  den  drei  auf  der  g-eraden  Linie  II  liegenden  Puncten  III,  a.  entsprechend,  die  Gleichun- 
gen der  drei  Ebenen  I.  Es  folgt  hieraus,  dass  die  beiden  geraden  Linien  I  und  II  zuge- 
ordnete Polaren  sind. 

Wenn  wir  andrerseits  dasjenige  aufgeschriebene  Viereck  betrachten,  das  derselben  Aufeinander- 
folge der  Seiten  entspricht,  als  ein  beliebiger  der  zugleich  um-  und  eingeschriebenen  sechsflächigen 
Körper,  so  ist  der  Durchschnittspunct  der  drei  Diagonalen  jenes  Sechsecks  der  Pol  derjenigen  Ebene, 
welche  die  Durchschnittslinien  der  drei  Paare  gegenüberliegender  Seiten -Ebenen  dieses  Körpers  ent- 
hält. Die  Pole  der  drei  Ebenen  I,  oder  die  drei  Puncte  III, a.,  sind  also,  in  derselben  Ordnung- 
genommen,  keine  andern  als  die  Puncte  III  der  89.  Nummer,  und  ebenso  sind  die  Pole  der  drei 
Ebenen  II,  oder  die  drei  Puncte  IV,  a.,  keine  andern  als  die  Puncte  IV.  Die  Puncte  III,  so  wie  die 
Puncte  IV,  liegen  also  auf  zwei  geraden  Linien,  die  bezüglich  mit  I  und  II,  so  wie  also  auch  unter 
sich,  zugeordnete  Polaren  sind.    Die  beiden  g-eraden  Linien  I  und  IV  sind  hiernach  beide  zugeordnete 


*)  Die  den  unter  einander  identischen  linearen  Functionen  (w  —  v),  (q — p),  (s  —  r)  entsprechende  Ebene 
ist  die  erste  der  Ebenenil,  so  wie  die  den  identischen  linearen  Functionen  (t  — u),  (p  — r),  (q  —  s)  ent- 
sprechende Ebene  die  erste  der  Ebenen  I  ist. 
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Polaren  von  II  und  fallen    folglich  zusammen.     Ebenso  fallen  II  und  III  zusammen,   weil 
beide  zugeordnete  Polaren  von  I  sind. 

92.  Indem  wir  das  Vorstehende  zusammenfassen,  gelangen  wir  zu  folgenden  Resultaten. 

Sechs  gerade  Linien,  welche  zu  drei  und  drei  derselben  Erzeugung  einer  gege- 
benen geradlinigen  Fläche  der  zweiten  Ordnung  angehören,  bestimmen 

sechs    der  Fläche    zugleich    ein  und   um-  sechs  der  Fläche  aufgeschriebene  Sechs- 
geschriebene Körper-,  ecke; 

die  drei  Paare  gegenüberliegender  Seiten-  die   drei  D  iagonalen  jedes   dieser  Sechs- 
Ebenen    jedes    dieser    Körper    schneiden  ecke  schneiden  sich  in  demselben  Punctc; 
sich    in    drei    geraden   Linien,    welche    in  solcher  Puncte  (a)  erhalten  wir  also  sechs; 
derselben  Ebene  liegen;  solcher  Ebenen 
(A)  erhalten  wir  also  sechs-, 

diese  sechs  Ebenen  schneiden  sich  zu  drei  diese    sechs    Punctc    liegen    zu    drei    auf 

in  denselben  beiden  geraden  Linien  (B);  denselben  beiden  geraden  Linien  (b); 

die  sechs  Puncte  (a)  sind,  inBeziehung  auf  die  gegebene  Fläche,  die  Pole  der  sechs 
Ebenen  (A); 

die  beiden  geraden  Linien  (b)  fallen  mit  den  beiden  geraden  Linien  (B)  zusam- 
men und  sind,  wie  diese,  zwei  zugeordnete  Polaren. 

93.  Wir  wollen  noch  einige  Bemerkungen  über  die  geometrische  Construction  und  die  geome- 
trischen Beziehungen  der  beiden  zugeordneten  Polaren  hinzufügen. 

Im  Ganzen  können  wir  durch  die  sechs  gegebenen  geraden  Linien  (1),  (2),  (3),  (4),  (5)  und 
(6),  paarweise  genommen,  neun  Ebenen  legen  und  diese  auf  nachstehende  zwiefache  Weise  in  drei 
Gruppen  von  drei  zusammenstellen: 

14  36  54  )  •  12  54  36 

12   34  56    m;  b.  14  32  56  [  IV,  b. 

23  45  61  \  43  25  61 


Bei  jedem  der  sechs  sechsflächigen  Körper,  die  durch  die  gegebenen  sechs  geraden  Linien  be- 
stimmt werden,  können  wir,  nach  ihrer  Aufeinanderfolge,  drei  der  Seiten -Ebenen  als  die  ungeraden, 
und  die  drei  übrigen  als  die  geraden  bezeichnen  und  dann  drittens  noch  durch  die  drei  Paare  gegen- 
überliegender Seiten  drei  Ebenen  legen.  Diese  drei  Gruppen  von  Ebenen  sind  für  die  drei  Körper  I 
dieselben  und  zwar  die  drei  Gruppen  III,  b;  für  die  verschiedenen  einzelnen  Körper  vertauschen  sich 
bloss  die  drei  Gruppen  unter  einander.  Jedem  der  drei  Körper  II  entsprechend,  erhalten  wir  die  drei 
Gruppen  IV,  b.  Der  Durchschnitt  der  drei  Ebenen  jeder  Gruppe  bestimmt  einen  Punct,  so  dass  wir 
zwei  Gruppen  von  drei  Puncten  III,  b.  und  IV,  b.  erhalten.  Die  Coordinaten- Werthc  dieser  Puncte 
können  wir  nach  dem  Vorstehenden  unmittelbar  hinschreiben  und  finden  alsdann,  dass  sie,  in  derselben 
Ordnung  genommen,  mit  den  Coordinaten- Werthen  der  zweimal  drei  Punctc  III,  a.,  und  IV,  a.  über- 
einstimmen. Die  fraglichen  Puncte  sind  also  die  Durchschnittspunctc  der  drei  Diagonalen  in  den 
sechs  Sechsecken  III  und  IV. 

Auf  analoge  Weise  können   wir    die  neun  Durchschnittspuncte  derselben  sechs  auf  der  Fläche 
liegenden  geraden  Linien  auf  zwiefache  Weise  in  drei  Gruppen  zu  drei  zusammenstellen. 
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Durch  jedes  der  sechs  Sechsecke  III  und  IV  sind  drei  Ebenen  bestimmt,  von  welchen  eine  durch  die 
drei  ungeraden,  eine  zweite  durch  die  drei  geraden  Winkelpuncte  geht  und  die  dritte  die  drei  Durch- 
schnittspuncte  der  drei  gegenüberliegenden  Seiten  enthält.  Für  die  drei  Sechsecke  III  sind  diese  drei 
Ebenen  (nur  in  verschiedener  Aufeinanderfolge)  dieselben,  nemlich  die  drei  Ebenen  I,  c.;  für  die  drei 
Sechsecke  IV  sind  diese  Ebenen  die  drei  Ebenen  II,  c.  Die  Ebenen  I,  c.  und  II,  c.  sind  aber  bezü°-- 
lieh  keine  andern  als  die  Ebenen  I  und  II.  Um  dieses  geradezu  zu  beweisen,  wollen  wir  Beispiels- 
weise die  zweite  der  Ebenen  I,  c.  nehmen,  welche  die  drei  Puncte  (89) 

Jt  =  w  =  v  =  0|,  (12)         ju  =  w  =  0,  v  =  tj,  (34)         }u  =  v  =  0,  t  =  w{,  {56) 

enthält  und  für  deren  Gleichung  wir  hiernach  die  folgende  erhalten: 

t   =  AV  +  V, 

welche  keine  andere  ist,  als  die  zweite  der  Gleichungen  I,  b.  und  folglich  die  zweite  der  Ebenen  I 
darstellt. 

Das  Vorstehende  können  wir  in  folgende  Aussage  zusammenfassen. 

Wenn  wir  sechs  auf  einer  geradlinigen  Fläche  zweiter  Ordnung  liegende  gerade 
Linien  in  irgend  einer  bestimmten  der  sechs  in  Rede  stehenden  möglichen  Aufein- 
anderfolgen nehmen: 

so  liegen  in  dem  bezüglichen  sechsflächi-  so  schneiden  sich  diejenigen  Ebenen, 
gen  Körper  die  Durchschnittspuncte  welche  %°.  durch  die  drei  ungeraden 
1°.  der  drei  ungeraden  Seiten-Ebenen,  Eckpuncte  des  bezüglichen  Sechsecks, 
2°.,  der  drei  geraden  Seiten-Ebenen,  und  2°.  durch  die  drei  geraden  Eckpuncte,  und 
3°.  derjenigen  drei  Ebenen,  welche  durch  3°.  durch  die  drei  Durchschnittspuncte 
die  gegenüberliegenden  Kanten-Paare  ge-  der  gegenüberliegenden  Seiten  gehen,  alle 
hen,alledrei  auf  derselben  geraden  Linie;  drei  in  derselben  geraden  Linie; 
diese  beiden  geraden  Linien  sind  zugeordnete  Polaren. 


§6. 

Vollständige  Bestimmung  der  Flächen  zweiter  Ordnung. 
Richtung  und  Grösse  ihrer  Aien.    Identische  und  ähnliehe 

Flächen. 

94.  Die  Unterscheidung  der  Flächen,  in  so  fern  sie  auf  das  Reelle  und  Imaginäre  und  darauf 
sich  bezieht,  ob  dieselben  durch  die  Bewegung  einer  geraden  Linie  beschrieben  werden  können  oder 
nicht,  eine  Unterscheidung,  die  wir  eine  colli neare  genannt  haben,  verlangt  durchaus  keine  Parti- 
cularisation  in  der  Bestimmung  der  linearen  Punct-  oder  Plan-Coordinaten.  Alle  allgemeinen 
Eigenschaften  der  Fläche,  namentlich  solche,  welche  sich  auf  eine  Beschreibung  derselben  durch  eine 
gerade  Linie  beziehen,  lassen  sich  aus  der  allgemeinen  homogenen  Gleichung  des  zweiten  Grades 
zwischen   vier   linearen   und  ganzen  Functionen    ableiten.     Sobald   aber   bei  der  Unterscheidung  der 
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Flächen  und  der  Discussion  ihrer  Eigenschaften  das  Unendliche  maassgebend  hervortritt, 
wird  dadurch  eine  nähere  Coordinaten- Bestimmung  noth wendig  und  in  der  homogenen  Gleichung 
zwischen  den  vier  linearen  Functionen  muss  alsdann  eine  dieser  letztern,  als  Function  der  drei 
übrigen  gegeben  sein,  oder,  was  hiermit  auf  dasselbe  hinauskommt,  wir  müssen  die  allgemeine 
Gleichung  zwischen  drei  linearen  Functionen  zu  Grunde  legen.  Diese  speciellere  Bestimmung  haben 
wir  als  eine  affine,  in  dem  Sinne,  wie  dies  Wort  von  Euler  zuerst  gebraucht  worden  ist,  bezeich- 
net. Wollen  wir  noch  weiter  particularisiren,  wollen  wir  z.  B.  ein  Ellipsoid  von  einem  andern,  ein 
ein-  oder  zweischaliges  Hyperboloid  von  einem  andern  unterscheiden,  wollen  wir  absolute  Grössen- 
Bestimmungcn  machen  und  Winkel -Beziehungen  betrachten,  so  müssen  wir  die  drei  linearen  Func- 
tionen vollständig  bestimmen,  so  dass  sie  auch  keinen  unbestimmten  Coefficienten  mehr  einschliessen 
dürfen.  Hier  bietet  unter  den  Punct-Coordinaten- Systemen  das  System  der  gewöhnlichen  Parallel  - 
Coordinaten  und  unter  den  Plan- Coordinaten-Systemen  das  System  der  3.  Nummer  (Einl.)  diegrösste 
Bequemlichkeit  dar. 

Die  Eigenschaften  der  Pole  und  Polaren  knüpfen  sich  an  die  collinearen  Coordinaten -Bestim- 
mungen. Hierbei  treten  zugeordnete  Durchmesser  nicht  als  solche  hervor,  sondern  stellen  sich  nur 
als  drei  gerade  Linien  dar,  welche  überhaupt  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  der  Pol  derjenigen  Ebene, 
welche  durch  irgend  zwei  derselben  sich  legen  lässt,  auf  der  jedesmaligen  dritten  liegt;  aber  es  lässt 
sich  nicht  ausdrücken,  dass  der  Pol  auf  dieser  dritten  Linie  unendlich  weit  liegt,  und  die  drei  frag- 
lichen Linien  in  dem  Mittelpuncte  der  Fläche  sich  schneiden.  Diese  Unterscheidungen  fordern  eine 
affine  Coordinaten  -  Bestimmung.  Drei  zugeordnete  Durchmesser,  welche  paarweise  auf  einander 
senkrecht  stehen,  heissen  Axen  der  Fläche.  Um  diese  Axen  der  Fläche,  der  Richtung  und  Grösse 
nach,  zu  bestimmen,  ist  eine  weitere  Particularisation  der  Coordinaten -Annahme  erforderlich. 

95.  Wir  wollen  voraussetzen,  dass  die  Gleichung  der  Fläche  in  rechtwinkligen  Parallel- Coor- 
dinaten gegeben  oder  dass  die  ursprünglich  gegebene  Gleichung  in  eine  solche  verwandelt  worden  sei, 
und  demnach  für  diese  Gleichung  die  folgende  nehmen: 

Ax'2-r-A'y2-f  A"z2-f  2B"xy  +  2B'xz-f  <>Byz+2Cx  +  2C'y+2C"z  +  D  =  0.  (1) 

Ferner  wollen  wir  die  Bezeichnungen  des  ersten  Paragraphen  dieses  Abschnitts  und  namentlich  der 
10.  Nummer  auch  in  dem  Folgenden  beibehalten. 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunctes  der  Fläche  sind  hiernach  (45) : 

x  =  «  =    *•£, 

\  ;  ®s 

z  =  v   =    -=-21 

\     <v 

und  um  in  diesen  Mittclpunct  den  Anfangspunct  der  Coordinaten  zu  verlegen,  brauchen  wir  bloss  x, 
y  und  %  bezüglich  mit  x-+-a,  y-\-ß,  y  +  y  zu  vertauschen.     Alsdann  ergibt  sich: 

Ax 2  -f  A'y *  -f  A"z2  +  2  B"xy  -f-  2 B'xz  -f  2Byz  =  M ,  (3) 

wobei  wir 

M  =  —  J=- 

setzen.  Wenn  <I>  und  also  auch  M  verschwindet,  so  stellt  die  allgemeine  Gleichung  (1)  einen 
Kegel    oder  einen   Punct  dar;   sie  stellt  ein  Paraboloid   dar,   wenn  03    verschwindet,   wodurch 
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indem  M  unendlich  gross  wird,  die  Gleichung  (3)  ihre  Geltung-  verliert;  ferner  einen  Cr  linder, 
wenn  03  verschwindet,  zugleich  aber  Factor  von  <£  wird,  wonach  M  wieder  einen  endlichen  Werth : 

erhält.  Wenn  überdiess  auch  noch  0.2  und  also  auch  M  verschwindet,  so  stellt  die  allgemeine  Glei- 
chung ein  System  von  zwei  Ebenen  dar.  Wenn  £2  verschwindet,  so  stellt  sie  einen  parabolischen 
Cylinder  dar;  die  Gleichung  (3)  verliert  alsdann  wieder  ihre  Geltung,  weil  M  unendlich  wird.  Sie 
erhält  diese  Geltung  wieder,  wenn  dadurch,  dass  g2  ein  Factor  von  0.2  wird,  beide  Ausdrücke  gleich, 

Y 

zeitig  verschwinden;   dann  kommt:  M  = -, 

und  die  allgemeine  Gleichung  stellt  ein  System  von  zwei  parallelen  Ebenen  dar,  die  zusammenfallen, 
Wenn  Y  verschwindet. 

96.  Zur  Bestimmung  der  drei  Coordinaten  des  Mittelpunctes  erhalten  wir,  in  Gemässheit  der 
2.  Nummer,  die  folgenden  drei  Gleichungen: 

dß  dß  dß 

oder,  entwickelt: 

Ax  +  B"y  +  B'x  +  C  =  0, 

B"x  -f  A'y  +  Bz  +  C  =  0 ,  (5) 

B'x  +  By-f-A"z-r-C"=  0. 

Jede  dieser  Gleichungen,  für  sich,  stellt  eine  Ebene  dar,  die  durch  den  Mittelpunct  geht,  so  dass 
dieser  als  der  Durchschnitt  dreier  Diametral -Ebenen  bestimmt  wird  und  zwar  derjenigen  drei,  deren 
zugeordnete  Durchmesser  den  drei  Coordinaten -Axen  parallel  sind.  Es  ergibt  sich  diess  unmittelbar, 
wenn  wir  in  der  Gleichung: 

da        da        da       v 

x'.^+>'.^  +  z'.  ~^  +  2  (Cx  +  Cy-fCz  +  D)  =  0, 

welche  die  Polar- Ebene  eines  beliebig  angenommenen  Punctes  (V ,  y',  z')  in  Beziehung  auf  die 
Fläche  darstellt  (Einl.  Betr.  15),  nach  einander  x',  y',  und  z'  unendlich  gross  nehmen,  wonach  dieselbe 
in  die  drei  Gleichungen  (4)  übergeht.    Zugleich  sehen  wir,  dass 

Cx  +  C'y  +  C"z  +  D  =  0  (6) 

die  Gleichung  der  Polar- Ebene  des  Anfangspunctes  der  Coordinaten  ist. 

Für  den  Fall  des  Kegels  und  ellipsoidischen  Punctes  bestimmt  sich  der  Mittelpunct 
ganz  auf  gleiche  Weise.  Weil  indess  die  Polar- Ebene  jedes  beliebig  angenommenen  Punctes,  mithin 
auch  des  Anfangspunctes  der  Coordinaten,  hier  durch  den  Mittelpunct  geht,  so  besteht  zugleich  mit  den 
Gleichungen  (5)  nothwendig  auch  die  Gleichung  (6);  ein  Umstand,  auf  den  wir  bald  noch  einmal 
zurückkommen  werden. 

In  dem  Falle  der  beiden  Paraboloide  sind  die  Durchschnittslinien  je  zweier  der  drei  Ebenen 
(5)  parallel.  Die  Richtung  dieser  Linien  ist  die  gemeinsame  Richtung  der  Durchmesser  der  Parabo- 
loide, nämlich  derjenigen  Richtung,  nach  welcher  der  Mittelpunct  unendlich  weit  gerückt  ist. 

In  dem  Falle  des  elliptischen  und  hyperbolischen  Cylinders  schneiden  sich  die  drei 
Ebenen  (5)   in  derselben  geraden  Linie,  dem  geometrischen  Orte  für  den  Mittelpunct.     Diese 

gerade  Linie  ist  offenbar  den  Seiten  des  Cylinders  parallel. 

18 


138  Flächen  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Classe. 

In  dem  Falle,  dass  der  Cvlindcr  in  ein  System  von  zwei  reellen  oder  zwei  imagi- 
nären Ebenen  ausartet,  ändert  sich  in  diesen  Beziehungen  nichts.  Nur  bestehen  alsdann  die 
Gleichungen  (5)  und  (6)  wiederum  gleichzeitig  (53}. 

Wenn  der  Cylinder  insbesondere  ein  parabolischer  ist,  so  sind  die  drei  Ebenen  (5)  unter 
einander  parallel  und  die  Linie  der  Mittelpuncte  ist,  parallel  mit  ihnen,  unendlich  weit  gerückt.  Wollen 
wir  dieser  Linie  auch  in  unendlicher  Entfernung  eine  bestimmte  Richtung  beilegen,  so  müssen  wir 
sie,  indem  wir  den  parabolischen  Cylinder  als  Uebergang  zwischen  dem  elliptischen  und  hyperbolischen 
Cylinder  betrachten,  den  Seiten  des  Cylinders  parallel  nehmen. 

In  dem  Falle  zweier  parallelen  Ebenen  fallen  die  drei  Ebenen  (5)  in  eine  einzig-e  Ebene 
zusammen,  welche  in  der  Mitte  zwischen  den  beiden  parallelen  Ebenen  hindurchgeht.  Diese  Ebene 
ist  der  Ort  für  den  Mittelpunct. 

Wenn  endlich  die  beiden  Ebenen  zusammenfallen,  so  fallen  mit  ihnen  auch  die  Ebenen  (5), 
so  wie  die  Ebene  (6)  zusammen. 

97.  WTir  können  auf  eine  nicht  unelegante  Weise,  statt  durch  Bedingungs-Gleichungen  zwischen 
den  Constanten  der  allgemeinen  Gleichung,  auch  durch  identische  Gleichungen  die  Unterarten 
von  Flächen  der  zweiten  Ordnung  bestimmen.  Diese  Bestimmung*  wollen  wir  um  so  lieber  hier 
einschalten,  weil  manche  der  spätem  Entwicklungen  dadurch  einfacher  und  symmetrischer  wird. 

Der  Kegel  (und  der  ellipsoidische  Punct)  ist  dadurch  characterisirt,  dass,  indem  wir  die 
allgemeine  homogene  Gleichung  zwischen  den  vier  Punct- Coordinaten  p,  q,  r,  s  zu*Grunde  legen 
und  durch 

ß  =0  (7) 

darstellen ,  gleichzeitig 

dß        m  dß  dß  da 

df  =  °>       dT  =  0'      d7  =  °>       d7  =  °>  ® 

oder,  was  dasselbe  bedeutet,  dass  folgende  identische  Gleichung: 

dß  dß  dß      dß 

besteht,  in  welcher  X,  ft  und  v  drei  noch  zu  bestimmende  Constanten  bedeuten.  Denn  in  Folge  dieser  Glei- 
chung verschwindet  jeder  der  vier  partiellen  DifFerential-Coefficienten,  wenn  die  drei  andern,  durch  gehö- 
rige Bestimmung  der  Werthe  der  drei  Veränderlichen  — ,  — ,  — ,  gleichzeitig  Null  werden.  Diese  Werthc 

s       s       s 

sind  diejenigen,  welche  dem  Mittelpuncte  des  Kegels  entsprechen.  Wir  können  aber,  in  Gemässheit 
des  bekannten  Satzes  über  homogene  Functionen,  die  Gleichung"  (7)  auch  folg-endergestalt  schreiben: 

dß  dß  dß  dß 

P-dT+^di  +  ^+^ds^0- 

Beziehen  wir  diese  Gleichung  auf  den  Mittelpunct  des  Kegels,  so  kommt: 

dß  dß         dß      dß 

«•üF+^+'-dr+d^0' 

indem  sie  sogleich  in  vier  Gleichungen  von  der  Form  der  Gleichungen  (8)  sich  auflöset,  woraus 
unmittelbar  folgt,  dass  sie  eine  identische  ist  und  es  auch  für  jede  beliebige  Annahme  der  Veränder- 
lichen bleibt,  und  dann  keine  andere  sein  kann,  als  eben  die  identische  Gleichung  (9),  in  der  also 


03.—  +AJ3.-r  +  A23.  — +203(Cx  +  C'y  +  C"z-hD)=O.  (11) 
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X  =  ce,  (x  =  0,  v  =  y. 

Diese  Gleichung  wird  hiernach,  indem  wir  zugleich  für  a,  §  und  y  ihre  Werthe  einsetzen: 

dß  dß  dß  ,  _      dß 

Wir  können  den  Gegenstand,  der  uns  beschäftig-t ,  noch  von  einem  etwas  andern  Gesichtspuncte 
aus  betrachten.  Es  stellt  nemlich  die  Gleichung  (9),  wenn  X,  u  und  v  Werthe  der  drei  Veränderlichen 
bedeuten,  welche  irgend  einem  Punete  der  Fläche  (7)  angehören,  die  Tangential-Ebene  in  diesem 
Puncte  dar.  Wenn  aber  die  Fläche  ein  Kegel  ist  und  für  den  Punct  auf  ihr  der  Mittelpunct  (ein 
singulärer  Punct  der  Fläche)  genommen  wird,  so  kann  die  Tangential-Ebene  jede  beliebige  Richtung" 
haben:  ihre  Gleichung  muss  demnach  eine  identische  werden,  und  diese  identische  Gleichung  ist 
die  in  Rede  stehende,  wodurch  also  der  Kegel  als  eine  solche  Fläche  characterisirt  ist,  die  einen 
singulären  Punct  hat. 

Nehmen  wir  insbesondere  gewöhnliche  Parallel-Coordinaten,  indem  wir  p  =  x,  q  =  y,  r  =  z, 
s  =  1  setzen,  so  tritt  die  Gleichung  (1)  an  die  Stelle  der  Gleichung  (7)  und  es  verwandelt  sich 
die  identische  Gleichung  (10)  in  die  folgende: 

dß  dß  dß 

dT+A-d7  +  A"-d; 

98.  Wir  wollen  ferner  den  Fall  der  beiden  Paraboloide  hervorheben,  der  durch  das  Ver- 
schwinden von  03  bedingt  wird.  Diese  Bedingung  ist  damit  gleichbedeutend,  dass ,  indem  wir  die 
sechs  ersten  Glieder  der  Gleichung  (1),  oder,  was  damit  gleichbedeutend  ist,  den  ersten  Theil  der 
Gleichung  (3)  durch  ß,   bezeichnen,  gleichzeitig: 

dß,  dß,  dß,  ;".^ 

was  wir  auch  durch  die  folgende  identische  Gleichung: 

dß,  dß,       dß, 

^dr+^-dT+dz----0'  (13) 

in  der  V  und  vJ  zwei  gehörig-  zu  bestimmende  Constanten  bedeuten,  ausdrücken  können  (4.  Nummer). 
Entwickeln  wir  die  vorstehenden  partiellen  Differential-Coefficienten,  so  kommt  gleichzeitig: 

Ax    +  B"y-fB'z  =  0, 

B"x-f-A'y  -t-Bz   =0,  (14) 

B'x  +By    4-A"z=  0, 

x  y 

oder,  wenn  wir  für  —  und  —  bezüglich  a1  und  j3'  schreiben  und   zugleich  der  Kürze   halber  g,  h 
z  z 

und  k  einführen: 

Aa'    +  B"0'  +  B'  ==  g  =  0, 

B"a'H-  A'£'  +  B   =  h  =  0,  (15) 

B'a'-j-B£'  +  A"=  k  =  0. 

Diese   drei  letzten  Gleichungen   bestehen   also  ebenfalls   gleichzeitig  und  geben  dann,  wie  in  der  4. 
Nummer :  , 


«2  ^,.2 
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wodurch  die  Durchmesser -Richtung-  der  Paraboloide  gegeben  ist.  Statt  der  obigen  identischen 
Gleichung"  können  wir  hiernach  auch  die  folgende  nehmen: 

^g  +  fx'h  +  k  ==  0. 

Damit  diese  identische  Gleichung  bestehe,  müssen,  nachdem  wir  für  g-,  h  und  k  ihre  Werthe  sub- 
stituirt  haben,  die  Coefficienten  von  et'  und  ß',  so  wie  das  von  ihnen  unabhängige  Glied,  verschwin- 
den,- wonach 

AV  +BV+B'  =  0, 
B"A'-fAy-r-B  =0, 
B^'  -f-B|x'  +  A"  =  0. 

Diese  drei  Gleichungen  geben  für  V  und  fi'  dieselben  Werthe,  als  die  frühern  drei  Gleichungen  für 
a'  und  0'.    Es  ist  also: 

m  xv 

oder  auch,  in  Gemässheit  der  ersten  der  Gleichungen  IV  a.  der  9.  Nummer: 

*'  =  "'=|^>  ft~:1hmpl.  (16) 


Wir  erhalten  hiernach : 


g 


W03   '  W13   '  W 


•2  3 


es  0,  (17) 


dß,  dß,  dß, 

*T     ,    JT    .    jGT  m  o  (18) 

XD  '  W  XIS 

*03  *13  *'23 

Um  in  die  letzte  identische  Gleichung-,  indem  wir  uns  wieder  auf  die  Gleichung  (1)  zurück- 
beziehen, ß  statt  ß,  einzuführen,  erhalten  wir: 

dß,       dß  dß,  __dß  dß,  _dß 

dx         dx  dy  dy  dz  dz 

wonach  die  fragliche  Gleichung  in  die  folgende  übergeht: 

dß  dß  dß 

2C  -,<r         __2C"  ( 

.     -f.     -» -|- 55  0. 

W'  XV  XU 

03  **3  *i3 

Diese  identische  Gleichung  ist  diejenig-e,  welche  zu  entwickeln  war.  Bei  der  Entwickelung  der- 
selben hätten  wir  auch  auf  analoge  Weise,  wie  in  der  vorigen  Nummer  verfahren  können,  haben 
aber  den  ausführlicheren  Weg  vorgezogen. 

Aus  den  Gleichungen  (16)  können  wir  die  folgende  Doppcl-Gleichung: 

<p03.x  =  *„:.-y«  *is- z  (*9 

ableiten,   indem  wir  für  o/  und  $'  ihre  Werthe  in  i,  y  und  z   wieder  einsetzen.     Durch   diese 
Gleichung-  ist  die  Durchmesser-Richtung-  der  Paraboloide  gegeben. 

99.    In    dem  Falle  des    elliptischen   und   hyperbolischen  Cylinders  löset  sich  die  iden 
tische  Gleichung  (19)  in  die  folgenden  beiden  auf: 


112 

dß 

d£ 

dT 

dy" 

37 

+ 

4- 

*03 

*I3 

w23 

c 

c 

C" 

*03 

*<9 

+ 

*tt-T 
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r  o,  M) 

0,  C«2) 

von  welchen  die  letztere  ausdrückt,  dass  neben  03  auch  <P  verschwindet.  (19.  Nummer.) 

Je  zwei  der  drei  Gleichungen  (5)  können  wir  als  Gleichung  für  die  Liuie  der  Mittelpuncle  des 
Cvlinders  nehmen  (96),  und  aus  den  beiden  erstem  derselben,  indem  wir  nach  einander  y  und  x 
eliminiren,  insbesondere  auch  die  folgenden  beiden  ableiten : 

~.2.x  +  *13.z  +  ¥12  =  0, 
£a.y  +  <F03.z  +  <Po2  =0.  W 

Die  Richtung  der  Linie  der  Mittelpuncte  bestimmt  sich  auf  dieselbe  Weise,  als  durch  die  Glei- 
chungen (20)  die  Durchmesser-Richtung-  der  Paraboloide  bestimmt  worden  ist. 

100.  In  dem  Falle  des  parabolischen  Cy linders  sind  die,  durch  die  drei  Gleichungen 
(5)  dargestellten,  Diametral-Ebenen  parallel,  also  die  Gleichungen  (14)  identisch,  und  es  ergibt  sich 
hiernach,  mit  Beibehaltung  der  bisherigen  Bezeichnung,  indem  wir  durch  3,  3'  und  3"  drei  gehörig 
zu  bestimmende  Constanten  bezeichnen: 

dß^  ^„y,    dA 

dx  dy  dz 

Multipliciren  wir  die  ersten  Theile   der  Gleichungen  (15)  bezüglich  mit  B,  B'  und  B",  so  werden 
sie  unter  einander  und  mit  folgendem  Ausdrucke: 

bb'b"(t+£+^)'  <24> 

identisch,  wenn  wir  zugleich  auf  die,  diesem  Falle  entsprechenden,  Bedingungen,  dass  W03,  $",3  und 
TP23  verschwinden,  Rücksicht  nehmen.    Es  ist  also: 

3  =  B,        3'  =  B',        3"  =  B", 
so  dass  wir  zwei  der   drei  diesen  Fall  characterisirenden  Bedingungen   durch  die  identische  Doppel- 
Gleichung  : 

„    dß,  dß,         i-      dß. 

ersetzen  können,  welche,  wenn  wir  sie  auf  die  ursprüngliche  allgemeine  Gleichung  (1)  beziehen,  die 
folgende  Form  annimmt: 

b(£-.c)-^-.c.)-*(£-,c«).  <*> 

Die  Richtung  der  Seiten  des  parabolischen  Cyliuders  können  wir  als  die  Richtung  der  Durch- 
schnittslinie einer  Diametral-Ebene  desselben  mit  der  Polar -Ebene  irgend  eines  beliebigen  Punctes 
construiren.    Zur  Bestimmung  dieser  Richtung  erhalten  wir  hiernach  die  folgenden  beiden  Gleichungen: 

x  y  z 

T  +    B7  +  B7'   =  °' 
Cx  -f-  C'y  +  C"z  =  0, 
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und,  wenn  wir  nach  einander  y  und  x  eliminiren,  die  folgende  Doppel-Gleichung: 

x  y  z 


(27) 


B  (B'C  —  B"C")  B'  (B"C"  —  BC)  B"  (BC  —  B'C) 

101.  In  dem  Falle  zweier  parallelen  Ebenen  sind  die  drei  Diametral-Ebenen  nicht  nur 
parallel,  sondern  sie  fallen  auch  zusammen.  Die  Form  der  identischen  Doppel-Gleichung  (26)  muss 
sich  hiernach  nothwendig  ändern,  und  diese  Gleichung,  in  Folge  dieser  Aenderung,  auf: 

n  dß      „da      „    dß 

reduciren,  was  zugleich  die  doppelte  Bedingungs-Gleichung: 

BC  =  B'C  =  B"C"  (29) 

mit  sich  bringt. 

Indem  wir  dem  Ausdrucke  (24)  noch  das  Glied  BC  hinzufügen  und  ihn  dann  gleich  Null 
setzen,  ergibt  sich: 

x       y        z  C 

"ß" ""    ß7  ~»~ ß77  •  ß/g//  ==  "'  (30) 

für  die  Gleichung  derjenigen  Ebene,  die  der  geometrische  Ort  der  Mittelpuncte  ist,  und  in  welche 
alle  Diametral-Ebenen  zusammenfallen. 

102.  Wir  haben  bisher  denjenigen  Fall  noch  nicht  erörtert,  dass  die  dargestellte  Fläche  über- 
haupt in  ein  System  von  zwei  Ebenen  übergeht.  Dann  gehen  (wir  wollen  uns  wieder  zu  der 
allgemeinen  homogenen  Function  von  p,  q,  r  und  s  zurückwenden)  je  drei  der  vier  Ebenen  (11) 
durch  dieselbe  gerade  Linie,  was  identische  Gleichungen  von  folgender  Form  bedingt: 

dß  ,     ,     dß  ,  dß        _  ,„    dQ  ,     „     dö  ,  dß 

^•dir+f'-  dT+dT  s  ••         x"-dT+""  •  ai+dF  ^  •• 

dß  dß  ,  dß  .,      dß  „   dß      dß 

v"dT  +  "  -dT+S"  s  °>  x""-di  +  """-d7  +  dT  =  »• 

Wir  können  die  beiden  Constanten  in  jeder  dieser  vier  identischen  Gleichungen  durch  Entwicke- 
lung  dieser  Gleichungen  unmittelbar  bestimmen.  Doch  können  wir  uns  dieser  Entwicklung  über- 
heben, weil  V  und  \t'  offenbar  dieselbe  Bedeutung,  als  in  der  99.  Nummer  haben,  und  aus  diesen 
durch  blosse  Marken -Vertauschung  die  übrigen  Constanten  sich  ergeben.  Auf  diese  Weise  ergibt 
sich  unmittelbar: 

dß  dß  dß  dß  dß  dß 


i£_  +    Ji_   +    Jü.  =  0,  JL_   -f   -  dl_    +  JL_  ==  0, 

W  IIS  XI!  UJ  '  W  '  Uf  ' 

Y03  TJ3  TZ3  *0<2  *12  *|1 

dß  dß  dß  dß  dß  dß 

■5L  +  -^-  +  JiL.  m  0,  JL  =  JL.  +  JL  =  0. 

*Ol  *21  *3  1  ^iO  ^20  ^30 


(31) 


Stellen  wir  die  Gleichung  der  Fläche,  indem  wir  uns  gewöhnlicher  Parallcl-Coordinaten  bedie- 
nen, wiederum  durch  die  Gleichung  (1)  dar,  so  brauchen  wir  bloss  in  den  vorstehenden  identischen 
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«,  .  i  ».•   ' .  .  „     t^.«.       .  ,  „    «-  •         dß    dß    dß  dß  dß 

Gleichungen  die  vier  partiellen  Differential -Coefficienten  — ,  — ,  -—   and  — -  bezüglich  durch — . 

dp     dq  »  dr  ds  °  dx  ' 

dß     dß 
dy'   dzT 

£ur  Bestimmung  der  Durchschnittslinie  der  beiden  Ebenen  des  Systems  erhalten  wir  die  Glei- 
chungen (23),  welche  wir  in  der  99.  Nummer  überhaupt  zur  Bestimmung  der  Mittelpunctsiinie  für 
den  Cylinder  erhalten  haben.  Diese  Gleichungen  können  wir  hier,  in  Folge  der  1.  und  4.  der 
identischen  Gleichungen  VII  der  10.  Nummer,  auch  folgendergestalt  schreiben: 


und  2(Cx-fC/j-fC'/z-f  D)  zu  ersetzen. 


-1-+JL. +JL 


=  0, 

(32) 
=  0, 


Wenn  die  beiden  Ebenen  des  Svstems  zusammenfallen,  so  geschieht  diess  in  der  durch 
(30)  dargestellten  Ebene. 

103.  Wir  wollen  in  den  nachstehenden  Entwickelung-en  den  allg-emeinen Fall ,  dass  die  Fläche 
einen  Mitteipunct  und  zwar  einen  einzigen  hat,  zuerst  betrachten  und  hierbei  die  Gleichung 

ß,  =  M  (1) 

zu  Grunde  legen. 

Wenn  wir,  nach  beliebiger  Richtung,  die  gegebene  Fläche  der  zweiten  Ordnung-  durch  parallele 
Ebenen  schneiden,  so  liegen  die  Mittelpuncte  der  Durchschnitts- Curven  in  allen  diesen  Ebenen  auf 
einem  Durchmesser  der  Fläche,  und  wenn  dieser  Durchmesser  auf  den  Schnitt -Ebenen  senkrecht  steht, 
so  ist  er  eine  Axe  der  Fläche.  Um  die  Richtung  einer  solchen  Axe  zu  finden,  brauchen  wir  also  nur 
eine  übrigens  beliebige  Schnitt -Ebene  so  zu  führen,  dass  ein  vom  Mitteipunct  der  Fläche  auf  diese 
Ebene  gefälltes  Perpendikel  den  Mitteipunct  der  Durchschnitts  -  Curve  trifft. 

Es  sei  z  +  by-}-ax  =  c  (2) 

die   Gleichung  einer   solchen  Schnitt -Ebene,   dann   sind   die  Gleichungen  des   vom  Mittelpuncte   auf 
diese  Ebene  gefällten  Perpendikels ,  wie  bekannt : 

x  =  az ,  y  =  bz.  (3) 

Unsere  Aufgabe  ist,  die  analytischen  Bedingungen  zu  entwickeln,    unter  welchen  dieses  Perpendikel 
den  Mitteipunct  der  Durchschnitts- Curve  in  der  Ebene  (3)  trifft.     Um  zuvörderst  diesen  Mitteipunct 
zu   bestimmen,   brauchen   wir    bloss   die  Gleichung-  der  Fläche  (2)  einmal  in  Beziehung  auf  x,    das 
andere  Mal  in  Beziehung  auf  y  zu  differentiiren  und  hierbei,  in  Folge  der  Gleichung  (3);  z  als  Func 
tion  von  x  und  j  zu  betrachten,  wonach 

dz  dz 

dx  ~  dy 

Auf  diese  Weise  erg-eben  sich  unmittelbar  die  folgenden  beiden  Gleichungen: 

(Ax-f  B"y  +  B'z)  -  (B'x-f  By+A"z)a  =  0,  c4) 

(B"x-f  A'y  +  Bz)-  (B'x-f  By-f  A"z)b  =  0, 
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welche  eine  gerade  Linie  darstellen,  die  durch  den  Mittelpunct  der  Fläche  geht  und  die  Ebene  (3) 
in  dem  Mittelpunct  der  Durchschnitts- Curve  schneidet.  Zugleich  mit  diesen  Gleichungen  müssen 
also    die    beiden  Gleichungen  (4)   bestehen,    wenn  die  bezügliche  gerade  Linie  eine  Axe  der  Fläche 

x  v 

sein  soll.    Eliminiren  wir  hiernach  zwischen  den  genannten  vier  Gleichungen  —  und—,     so    ergibt 

z  z 


sich:  .  •        (Aa+  B"b  +BO  —  (B'a  +  Bb  +  A"Ja  =  0, 

(B"a  +  A'b  +  B)  —  (B'a-fBb+A'Ob  =  0. 


C53 


Wenn  wir  eine  der  beiden  Unbekannten,  b  oder  a,  zwischen  den  beiden  vorstehenden  Gleichungen 
climiniren,  so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  der  andern  eine  Gleichung  des  dritten  Grades.  Es  ergeben 
sich  also  drei  Wcrthcnpaare  für  b  und  a,  wodurch  die  Richtung-en  der  drei  Axen  g-egeben  sind.  Von 
diesen  Richtungen  ist  offenbar  eine  reell,  und  es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  die  beiden  andern  es 
ebenfalls  sind.  Wenn  wir  zu  diesem  Ende  annehmen,  dass  die  reelle  Axenrichtung  mit  der  Axe  der 
z  zusammenfalle,  so  müssen  die  beiden  Gleichung-en  (5)  befriedigt  werden,  wenn  b  und  a  gleich- 
zeitig verschwinden.     Diess  fordert 

B  =  0,  B'  =  0. 

Dann  reduciren  sich  aber  gleichzeitig"  diese  Gleichungen  beide  auf  den  ersten  Grad  was  anzeigt,  dass 
ein  zweites  Werthenpaar  von  b  und  a  unendlich  wird  (wir  erkennen  auch  unmittelbar,  dass  alsdann 

die  Gleichungen  (5)  befriedigt  werden,  wenn  wir  gleichzeitig  —  =  0  und  —  =  0  setzen)  und  dass 

D  et 

also  eine  zweite  Axe  in  die  Ebene  xy  fällt.      Die  auf  den  ersten  Grad  reducirten  Gleichung-en  (5): 

,       (A— A")a  +  B"b  =  0, 
B"a  +  (A'  — A")b  =  0, 

werden  aber  nur  befriedigt,  wenn  a  und  b  beide  verschwinden  oder  beide  unendlich  gross  werden. 
Die  dritte  Axe  kann  hiernach  also  nur  entweder  ebenfalls  in  der  Ebene  xy  liegen  oder  mit  der  Axe 
der  z  susammenfallen.  Den  letztern  dieser  beiden  Fälle  können  wir  sogleich  als  unstatthaft  aus- 
schliessen.  Um  hiernach  die  Richtung  der  beiden  in  der  Ebene  der  xy  liegenden  Axen  zu  bestimmen, 
brauchen  wir  aus  den  Gleichungen  (5)  bloss  die  folgende  abzuleiten: 

CAa-f  B^b+BOb  — (B//a-|-A/b  +  B)a  =  0, 

welche,  durch  das  Verschwinden  von  B  und  B',  auf  die  Gleichung: 

B"  (jj-  (A'-A)  £  -  B"  =  0,  (6) 

sich  reducirt  und  anzeigt,  dass  diese  beiden  Axen  reell  sind  und  auf  einander  senkrecht  stehen. 

Die  letzten  analytischen  Erörterungen  können  wir  durch  einfache  g-cometrischc  ersetzen  und 
/.eigen,  dass,  wenn  voraussetzlich  eine  reelle  Axen -Richtung  vorhanden  ist,  auch  zwei  andere  Axen  - 
Richtungen  nothwendig  reell  sind.  Denn  eine  Axe  ist  derjenigen  Diametral- Ebene,  welche  auf  ihr 
senkrecht  steht,  zugeordnet,  und  bildet  also  mit  je  zwei  zugeordneten  Durchmessern  der  Durchschnitts- 
Curvc  in  dieser  Ebene  ein  System  von  drei  zug-cordneten  Durchmessern,  und  da  jede  Curve  der  zweiten 
Ordnung-  zwei  reelle  Axen- Richtungen  hat,  so  gibt  es  nothwendig  ein  System  dreier,  paarweise  auf 
einander  senkrecht  stehender,  zugeordneter  Durchmesser,  ein  System  dreier  Axen. 
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Jede  Fläche  der  zweiten  Ordnung",  welche  einen  Mittelpunct  hat,  hat  immer 
selbst  dann,  wenn  sie  imaginär  ist,  ein  einziges  System  dreier  Axen,  deren  Rich- 
tung reell  ist. 

104.  Wenn  wir  für  die  Schnitt -Ebene,  auf  welcher  eine  Axe  der  Fläche  senkrecht  steht,  ins- 
besondere eine  Tangential -Ebene  der  Fläche  nehmen,  so  kommt  die  Axen- Definition  zu  Anfang  der 
vorigen  Nummer  darauf  hinaus,  dass  eine  Normale  der  Fläche  (ein  Perpendikel,  errichtet  im  Berüh- 
rungspunete  auf  der  Tangential-Ebene) ,  welche  durch  den  Mittelpunct  derselben  geht,  eine  Axe  der 
Fläche  heisst. 

Wenn  wir  für  die  Gleichung  der  Fläche  die  allgemeinere  nehmen: 

ß  =  0,  (7) 

und  einen  auf  ihr  beliebig  angenommenen  Punct  durch  (x",  v",  z")  bezeichnen,  so  erhalten  wir 
für  die  Normale  in  diesem  Puncte  auf  bekannte  Weise  die  folgenden  beiden  Gleichungen: 

dß  dß 

du  du 

17  Cz-2'°  -  «u  Q-r'o  =  °- 

wobei  wir  die  partiellen  Differential-Coeffkienten  auf  den  gegebenen  Punct  zu  beziehen  haben,  und 
können  unmittelbar  ausdrücken,  dass  diese  Normale  durch  den  Mittelpunct  der  Fläche  geht.  Legen 
wir  insbesondere  die  Gleichung  der  Fläche,  bezogen  auf  ihreH  Mittelpunct  als  Anfangspunct  der 
Coordinaten,  zu  Grunde,  so  ergeben  sich,  indem  wir  x,  y  und  z  gleich  Null  nehmen,  die  beiden 
Bedingungs-Gleichungen : 

.x"  =  0, 

y"  =  0, 

oder,  wenn  wir  die  partiellen  DifFerential-Coefficienten  aus  der  Gleichung  (1)  entwickeln: 
(Ax"    +  B"y"  -b  B'z")z"  —  (B'x"  +  By"  -f-  A"z")  x"  =  0, 
(B"x"  -f-A'v"  -f-  Bz")z"  _  (B'x" -f  Bv"  +  A"z")y"  =0.  ^ 

Wenn  die  beiden  Gleichungen  (4)  wiederum  eine  Axe  der  Fläche  darstellen  sollen,  so  erhalten  wir, 

x"  y" 

weil  diese  durch  den  Punct  (x",  y",  z")  geht,  — -  =  a  und  — -  =  b,  wonach  die  beiden  vorstehen- 

den  Gleichungen  in  die  Gleichungen  (5)  übergehen. 

Die  beiden  Gleichungen  (8)  stellen,  wenn  wir  x",  y"  und  z"  als  veränderlich  betrachten,  zwei 
Kegelfllächen  der  zweiten  Ordnung  dar,  welche  die  gegebene  Fläche  in  den  Scheiteln  der  drei  Axen 
schneiden. 

105.  Die  Entwickelungsweise  der  103.  Nummer  behält  ihre  unbedingte  Geltung  auch  dann, 
wenn  M  verschwindet.  Also  auch  jeder  Kegel  hat  seine  drei  Axen ,  in  der  Art ,  dass  man  nach 
dreifacher  Richtung  Ebenen  legen  kann,  welche  von  der  unbegränzten  Kegelfläche  gerade  Kegel 
abschneiden.  Einer  Richtung  entsprechen  gerade  Kegel  mit  elliptischer,  den  beiden  übrigen  ge- 
rade Kegel  mit  hyperbolischer  Basis. 

Ein  Punct,  als  geometrischer  Ort  zweiter  Ordnung,  ist  als  ein  verschwindendes  Ellipsoid  von  be- 
stimmter Axen-Richtung  anzusehen,  und  darum  überträgt  sich  diese  Axen-Richtung  auch  auf  ihn. 

19 


dß, 

dx   *Z 

dß, 
dz 

dß'    z" 
dy    -Z 

dß, 
dz 
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106.  Wenn,  indem  die  Fläche  in  ein  Paraboloid  übergeht ,  M  unendlich  wird,  so  behalten 
die  Bedingungs-Gleichungcn  (5)  vollständig  ihre  Bedeutung,  nachdem  schon  die  Gleichung  (1)  die 
ihrige  verloren  hat.  Nur  müssen  wir  uns  wieder  zurück  auf  die  ursprüngliche  Gleichung  (7)  be- 
liehen, und  dann  geben  die  genannten  Gleichungen  (5)  immer  noch  drei  reelle  Richtungen. 

Die  Gleichungen  (5)  werden  befriedigt,  wenn  wir 

a  —  o,  ,  o        p 

*03  *U 

setzen.    Denn   durch   diese  Substitution  gehen  dieselben,    mit  Beibehaltung  der  Bezeichnung  der  98. 
Nummer;,  in  die  folgenden  beiden  über: 

g  —  ka'  =  0, 

h  —  k0'  =  O,  (9) 

in  welchen  g,  h  und  k  gleichzeitig  verschwinden. 

Es  fällt  also  eine  Axen-Richtung  mit  der  gemeinsamen  Durchmesser-Richtung  zusammen.  Nach- 
dem auf  diese  Weise  eines  der  drei  Wrurzel-Paare  der  Gleichungen  (5)  bestimmt   worden  ist,   hängt 
die  Bestimmung  der  beiden  übrigen  Wurzel-Paare  von  der  Auflösung  quadratischer  Gleichungen  ab. 
Um  diese  quadratischen  Gleichungen  abzuleiten,  wollen  wir  die    erste  der  Gleichungen  (9)  (in 

welchen  wir  nun  a'  und  p1'  als  unbekannte  Grössen  betrachten)  mit  — — ,  die  zweite  mit  — —   mul- 

*03  ™13 

iipliciren  und  hiernach  addiren.    Alsdann  ergibt  sich,  wenn  wir  zugleich  auf  die  identische  Gleichung, 
wodurch  das  Paraboloid  characterisirt  wird: 


g 
Rücksicht  nehmen: 


^03  ?ll  ^23 


-0, 


/V         0'  1     \ 


eine  Gleichung,  welche  sich  in  die  folgenden  beiden  auflöset: 

k  =  0, 
a'         B  1 

l_£ .  _l__ —    0 

*03         *13         *53 

Um  also  die  Werthc  von  a  und  b  zu  bestimmen,  können  wir  diese  beiden  Gleichungen  des 
ersten  Grades  einzeln  mit  einer  beliebigen  der  beiden  Gleichungen  (9)  zusammenstellen.  Die  erste 
dieser  Gleichungen  liefert  alsdann  auf  lineare  Weise  das  schon  bekannte  Wurzel-Paar,  die  zweite 
die  beiden  übrigen  Wurzel-Paare. 

Das  erste  Wurzel-Paar  bestimmt,  wie  eben  schon  bemerkt  worden  ist,  die  gemeinschaftliche 
Richtung  der  Durchmesser  des  bezüglichen  Paraboloids.  Ucber  die  Bedeutung  der  beiden  andern 
Wurzel-Paare  können  wir  nicht  in  Zweifel  sein.  Wenn  überhaupt  nemlich  ein  Wurzel -Paar  auf 
eine  bestimmte  Axen-Richtung  sich  bezieht,  so  sind  durch  die  beiden  andern  Wurzel-Paare  die  beiden 
übrigen  Axen  der  Fläche,  oder,  allgemeiner  ausgedrückt,  die  beiden  Axen  der  Durschnitts-Curve  in 
einer  beliebigen  Ebene,  die  auf  der  ersten  Axe  der  Fläche  senkrecht  steht,  der  Richtung  nach  gege- 
ben. Diese  allgemeinere  geometrische  Deutung  behält  auch  für  den  vorliegenden  Fall  der  beiden 
Arten  von  Paraboloidcn,  wo,  zugleich  mit  dem  Mittclpuncte  der  Fläche,  zwei  der  drei  Axen  unend- 
lich weit  liegen,  ihre  volle  Geltung. 
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Man  hat  überhaupt  die  Ebenen  je  zweier  Axen  einer  beliebigen  Fläche  der  zweiten  Ordnung  die 
drei  Haupschnitte  derselben  genannt.  Die  Durchschnittslinie  zweier  Hauptschnitte  ist  also  eine 
Axe,  und  parallel  mit  dem  dritten  Hauptschnitte  sind  insbesondere  auch  die  Tangential -Ebenen  in 
den  Durchschnittspuncten  dieser  Axe  und  der  Fläche.  In  dem  particulären  Falle  eines  Paraboloids 
liegt  ein  Hauptschnitt  unendlich  weit  und  ist  als  parallel  mit  der  Tangential-Ebene  im  Scheitel 
des  Paraboloids,  das  heisst,  in  dem  einzigen  Puncte,  in  welchem  die  eigentliche  Axe  des  Parabo- 
loids dasselbe  schneidet,  anzusehen ,  während  die  beiden  andern  Hauptschnitte  durch  diese  Axe  gehen 
und  zugleich  die  beiden  Axen  in  allen  denjenigen  Durchschnitts-Curven  der  Fläche,  deren  Ebenen  auf 
der  Axe  senkrecht  stehen ,  enthalten.  Die  letzten  beiden  Hauptschnitte  gehen  in  dem  Falle  des 
hyperbolischen  Paraboloids  insbesondere  also  auch  durch  diejenigen  beiden  geraden  Linien,  die  als 
parallel  mit  den  beiden  unendlich  weit  liegenden  Axen  anzusehen  sind  und  die  in  der  oben  bezeich- 
neten Tangential-Ebene  die  Winkel  der  beiden  Durchschnittslinien  mit  der  Fläche  halbiren. 

Wenn  wir  den  Scheitel  des  Paraboloids  durch  (x',  y',  z')  bezeichnen,  so  erhalten  wir,  nach 
dem  Vorstehenden,  für  die  eigentliche  Axe  der  Fläche,  die  folgenden  beiden  Gleichungen: 

W03(x  — xO  -*«(>-*') 
^,3(7-70  =  *2s(*-*0, 

und  für  die  Gleichuug  der  Tangential-Ebene  im  Scheitel: 

*03  *J3  *23 

108.  Es  liegt  uns  jetzt  nur  noch  ob,  den  Scheitel  des  Paraboloids  analytisch  zu  bestimmen.  In 
dem  Falle  einer  Fläche,  die  einen  Mittelpunct  hat,  geben  die  Gleichungen  (8)  der  104.  Nummer,  in 
Verbindung  mit  der  Gleichung  der  Fläche  (1),  diejenigen  Puncte,  in  welchen  diese  von  ihren  drei 
Axen  geschnitten  wird.  Auf  analoge  Weise  können  wir  hier  verfahren,  um  den  Scheitel  eines  gege- 
benen Paraboloids  zu  bestimmen,  oder,  mit  andern  Worten,  denjenigen  Punct,  in  welchem  die  Nor- 
male der  Fläche  die  gemeinsame  Durchmesser-Richtung  hat.  Zu  diesem  Ende  wenden  wir  uns  wieder 
zu  der  allgemeinen  Gleichung  (7)  zurück. 

Die  Durchmesser-Richtung  ist,  wie  in  der  vorigen  Nummer,  durch  die  beiden  Gleichungen: 

a  _  ?il  k  ~  SjÜ 

a  —  xu     '  D  —  w     » 

N  ^03  ^13 

und  die  Richtung   der   Normalen   in   irgend  einem  beliebigen  Puncte   der  Fläche   durch  die  folgen- 
den beiden  Gleichungen  bestimmt: 

dßdß  da  da 

dx  *  dz  '  dy  *  dz  ' 

und  somit  erhalten  wir,  indem  wir  die  beiden  Werthe  von  a  und  die  beiden  Wrerthe  von  b  einander 
gleich  setzen,  zur  Bestimmung  des  Scheitels  der  Fläche  die  nachstehende  Doppel-Gleichung: 

da  da  da 

w°3'dx"==Wl3*d7  :=,F*3•d7,  (1°) 

welche ,   für   diesen  Punct,  gleichzeitig  mit  der  Gleichung  der  Fläche   besteht.     Diese  letztgenannte 

Gleichung  muss,  da  die  fragliche  Bestimmung  eine  lineare  ist,  in  Folge  der  letzten  Doppel-Gleichung 

(10)  ebenfalls  auf  den  ersten  Grad  sich  reduciren. 

19* 
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Verbinden  wir  die  letzte  Doppel-Gleichung  mit  der  identischen  Gleichung  (19)  der  98.  Nummer: 
dß  dß  dß 


^03  ^13  *23  f*03  ^13  ^  23 

welche  ausdrückt,    dass  die  durch  die  allgemeine  Gleichung 

ß  =  0 

dargestellte  Fläche  insbesondere  eine  parabolische  ist,  so  erhalten  wir  nach  einer  ganz  einfacher  Sub- 
stitution, indem  wir  der  Kürze  halber 


setzen : 


*03     '    ^3  *13  CP0sD«  &„)*     '     (?**)* 


dß       .  dß  dß 

w°3'dT  =  ^13'd7  ^  w*3*dz~  =  2r' 


Hieraus  ergibt  sich: 


dß  dß  dß  Uli  f  i 


dx  *Ä  '   dy  '•'       dz  /W03   '  9i$   '  W.23 

Ferner  können  wir  die  Gleichung  der  Fläche  auch  folgendergestalt  schreiben: 

2ß  =  57-x  +  ä7-y  +  ^'z  +  2|Cx+C'jr  +  C"z+D|   =0, 
und  somit  kommt  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  des  Scheitels: 

rfc+fc+Ö  +  Cx+c'J+c"z+D  =  °" 

oder,  wenn  wir  für  T  seinen  Werth  einsetzen: 

Diese  Gleichung*  ist  linear  und  gibt,  mit  der  Doppel-Gleichung  (10)  zusammengestellt,  die 
drei  Coordinaten  des  gesuchten  Scheitels  des  Paraboloids. 

108.  Für  den  Fall  des  elliptischen  und  hyperbolischen  C\  linders  bestehen  die  Ent- 
wickelungen  der  106.  Nummer  fort,  ohne  dass  die  Gleichung  (1)  ihre  Geltung-  verliert.  Demnach 
ergibt  sich,  wie  dort,  zur  Bestimmung  der  Richtung  der  Haupt-Axe: 


V*3  *,.,  k  **3  * 


b    = 


03 


Y03  '-'l  *13  *— 2 

Wir  sehen  hieraus,  dass  diese  Axe,  die  Axe  des  C)  linders,  dieselbe  Richtung  hat,  als  die  Linie 
der  Mittelpuncte,  für  welche  wir,  bei  beliebiger  Annahme  des  Anfangspunctcs  der  Coordinaten,  die 
Gleichungen  (23)  der  99.  Nummer  gefunden  haben ,  und  also  mit  dieser  Linie  ganz  zusammenfällt. 
Ohne  dass  die  Gleichung  (1)  irgendwie  sich  ändert ,  können  wir  den  Anfangspunct  der  Coordinaten 
auf  dieser  Axe  beliebig  fortrücken  lassen.  Jede  auf  der  Axe  senkrechte  Ebene,  deren  Gleichung- 
hiernach,  bei  willkührlicher  Annahme  von  o-,  die  folgende  ist: 
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*03         *13         ™_3 


enthält  also  zwei  zugeordnete  Axen,  die  zugleich  die  Axen  der  Durchschnitts-Curve  sind,  und  deren 
constante  Richtung  gerade  so  wie  in  der  eben  angezogenen  Nummer  sich  bestimmt. 

109.  Wenn  der  Cylinder  insbesondere  in  ein  System  von  zwei  reellen  oder  imaginären  Ebenen 
ausartet,  so  vertritt  die  Durchschnittslinie  derselben  eine  der  Axen.  Die  beiden  durch  diese  Durch- 
schnittslinie gehenden  Hauptschnitte  halbiren  die  von  den  beiden  Ebenen  des  Systems  gebildeten 
Scheitel-Winkel. 

Wenn  die  beiden  Ebenen  parallel  sind,  so  erhalten  in  Folge  der  identischen  Gleichungen 
(100,  101): 

dö  dß  dß  ( x        y         z 

die  Gleichungen  (4)  der  103.  Nummer  einen  gemeinschaftlichen  Factor 

B   T  B'  T  B" 

und  gehen,  nach  Hinweglassung  desselben,  in  die  folgenden  über: 

B"  B" 

a  —  F'  ~~  B'  ■ 

wodurch  eine  Axen -Richtung  vollkommen  bestimmt  ist.  Die  Richtung  der  beiden  andern  Axen  bleibt 
unbestimmt,  und  bloss  der  Bedingung  unterworfen,  dass 

a    ,    b     ,   * 
■ _=  0 

B  T  B'  T  B"  ' 

das  heisst,  dass  diese  Axen  in  der  Ebene  der  Mittelpuncte  liegen  und  für  dieselben  also  irgend  zwei 
auf  einander  senkrechte  gerade  Linien,  welche  dieser  Ebene  angehören,  genommen  werden  können. 
Die  fragliche  Ebene  ist  hiernach  auch  als  Hauptschnitt  zu  betrachten  und  die  Gleichung  derselben  die, 
bei  beliebiger  Annahme  des  Anfangspunctes  der  Coordinaten,  bereits  früher  (101)  gefundene: 

x        y        z  C 

l__» 1 ! A 

B  T  B'  T  B"      B'B"  ~~ 

Wenn  die  beiden  Ebenen  zusammenfallen,  so  geschieht  diess  in  dem  eben  bestimmten  Hauptschnitte. 

110.  In  dem  Falle  eines  parabolischen  Cyünders  gibt  es  unendlich  viele  Axen,  die  alle 
dieselbe  Richtung  haben  und  in  einem  Hauptschnitte  liegen.  Dieser  Hauptschnitt  ist  der  einzige, 
und  schneidet  die  Fläche  in  der  Scheitellinie;  parallel  mit  ihm  sind  alle  Diametral-Ebenen. 

Wenn  wir  die  identische  Doppel-Gleichung  (25)  der  100.  Nummer  auf  die  ursprüngliche  allge- 
meine Gleichungs-Form  beziehen  und  ihre  einzelnen  Theile  dem  Ausdrucke  (24)  gleich  setzen,  so 
wird  dadurch  der  parabolische  Cylinder  characterisirt.  Die  allgemeine  Gleichung  können  wir  über- 
haupt auf  folgende  Weise  schreiben : 


(dß,  dß,  dß,       i 

ß__E^^.x  +  ^.y4-^.z!-f2Cx  +  2C'y-r-2C-z  +  D--   0, 

und  sie  geht  dann,  in  Folge  jener  identischen  Doppel-Gleichung,  in  die  folgende  über: 
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^BB'B"i-|-  +  |r  +  |^|  +  2Cx  +  2C'j  +  2C"z  +  D  =  0. 

Damit  eine  gerade  Linie  eine  Axe  des  parabolischen  Cylinders  sei,  reicht  es  hin,  dass  sie  zugleich 
eine  Normale  der  Fläche  und  den  Diametral -Ebenen  parallel  ist.  Eine  solche  durch  den  Anfangs- 
punet  gehende  Diametral-Ebene  wird  durch  die  Gleichung: 

B  T  B'  x  B"  * 

dargestellt  (100).  Eine  durch  denselben  Punct,  parallel  mit  der  Normale  in  irgend  einem  Punct 
der  Fläche,  gehende  gerade  Linie  hat,  indem  wir  auf  diesen  Punct  die  partiellen  Differential  -Quo- 
tienten beziehen,  die  folgenden  beiden  Gleichungen: 

dß  dß  dß  dß 

dz  dx  '    '  dz  ' ^  '      dy 

Soll  also  diese  Normale  eine  Axe  der  Fläche  sein,  so  müssen  die  drei  letzten  Gleichungen  gleich- 
zeitig: bestehen;  diess  fordert: 

dß  da  da  da,  dß,  dß^ 

B       T      B'      T      B"  B        i       ß'  B"      T     \kBrB'rB/7  * 

oder,  wenn  wir  mit  Berücksichtigung  der  identischen  Doppel-Gleichung  entwickeln,  und  der  Kürze 
halber 

CB'B"  +  C'BB"  +  C"BB'     _  v  H 

B2B'2  +  pßJH  +  ß'*B"      =  2 

setzen : 

^    .    y        z 

h— -h- 1-22  =  0. 

B  ^B'  ^B"^ 

Diese  Gleichung  stellt  hiernach,  wenn  wir  x,  y,  z  als  veränderlich  betrachten,  eine  solche  Ebene  dar, 
in  welcher  die  Scheitel  der  unendlich  vielen  Axen  liegen:  diese  Ebene  ist  der  Haujptschnitt  selbst, 
weil  sie  die  Richtung  der  Diametral-Ebenen  hat.  Um  die  Scheitellinie  zu  bestimmen,  brauchen 
wir  hiernach  nur  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  der  Fläche  zusammenzustellen.  Dadurch  redu- 
cirt  sich  aber  diese  letztgenannte  Gleichung  auf  den  ersten  Grad,  indem  sie  in  die  folgende  übergeht: 

Cx  -f  C'y -f  C"z  +  j  l  D  +  BB'B"22 1   =  0 . 

111.  Wir  haben  in  der  103.  Nummer  gezeigt,  dass  jede  Fläche  zweiter  Ordnung  mit  einem 
Mittelpuncte  drei  Axen  hat,  deren  Richtungen  immer  reell  sind.  Es  bleibt  uns  jetzt  noch  übrig,  die 
Grösse  dieser  Axen  zu  bestimmen. 

Die  Gleichung  der  Fläche  sei,  indem  wir 

A  =  MA,    A'  =  IVU',    A"  =  MA",    B  =  MB,     B'  =  MB',    B"  =  MB", 
setzen: 

AtP-  +  A'jh  +  A"z2  +  2 J?"xy  -f  2£'xz  +  2 Bjz  =  1.  (1) 

Sind  alsdann: 

x  =  az ,  y  =  bz ,  (2) 
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wie  früher,  die  beiden  Gleichungen  einer  Axe,  so  erhalten  wir  für  den  Durchschnitt  denselben  mit 

der  Fläche: 

G4a2  +  J'b2  +  ^"  + 2£"ab-h2J?'a  +  2Jßb)z2  =  1. 

Es  ist  aber,  wenn  wir  das  Quadrat  der  halben  Axen -Länge  durch  r2  und  den  reciproken  Werth  des- 
selben durch  s-  bezeichnen, 

-1  =  r*  =  Cl  +  a2  +  b2)  z2, 

und  hiernach : 

Jat+AW-i- A"+2B"ab+2B'a  +  2Bb  =  ci  +  a*-f  b»)  s2.  (3) 

Zur  Bestimmung   von  a  und  b    baben   wir  in  der   103.  Nummer  die  folgenden  beiden  Gleichungen 

erhalten : 

Aa  +  B"b+B'—  Cß'a-r-.ßb-M'9a  =  0, 

B"ai+A'b+B—  Cß'a-ftfb-M'Ob  =  0. 

Addiren  wir  diese  beiden  Gleichungen,  nachdem  wir  die  erste  derselben  mit  a  und  die  zweite  mit  b 
multiplizirt  haben,  so  kommt: 

A&  +  A'b*  +2B''ab  +  B'eL-\-Bb  —  (B'&+Bb  +  A"~)  Ca2  +  b2)  =  0, 
und  wenn  wir  diese  Gleichung  von  (3)  abziehen  und  zugleich  den  Factor  (l-}-a*+b2J  weglassen: 

B'a-\-Bb  +  iA"-~  s2)  =  0,  (4) 

Auf  gleichem  Wege  oder  durch  blosse  Buchstaben -Vertauschung  ergibt  sich: 

B"*  +  B+{.A'— s2)b  =  0,    t 

B'  +B"b+tA  —  s»)  a  =  0.  (4'a) 

Wenn  wir  a  und  b  zwischen  den  drei  letzten  Gleichungen  eliminircn.  so  erhalten  wir: 

QA—s^CA,~s^iAu—s^—B1iA  —  s^—Brl(.AJ—s^—B'i2CA°—s'l}-^2BB,B/t  =  0,  Co) 

oder  auch,  wenn  wir  in  Beziehung  auf  s2  ordnen: 

s6—[A+A'+A"]s*  +  [tAA'—B"1)  +  tAA"—B'1)+{A'A"—B^]si 

—[AA'A"—AB*—AiB"L  —  A"B"*-\-2BB'B"]  =  0-  C6) 

Endlich  ergibt  sich,  wenn  wir  zu  der  ursprünglichen  allgemeinen  Gleichung  der  Fläche  zurück- 
gehen und  die  Bezeichnungen  der  10.  Nummer  wieder  einführen: 

oder 

*±W*+**+n§£*+l*+*+*^  r2+^  =  0.  (8) 

112.  Die  letzte  Gleichung  gibt  drei  Werthe  von  r2 ,  den  drei  Werthen- Paaren  von  a  und  b 
entsprechend,  welche  wie  diese  in  Folge  der  Gleichungen  (4,a),  alle  drei  reell  sind.  Hiernach  be- 
stimmen einzig  und  allein  die  Vorzeichen  in  der  letzten  Gleichung,  ob  diese  drei  reellen  Werthe 
positiv  oder  negativ  und  also  die  entsprechenden  Axen  reell  oder  imaginär  sind. 

Wenn 

*  >o, 

so   sind    die  drei  Werthe  von  r2    entweder  alle  drei  negativ,    oder  einer  ist  negativ  und  die  beiden 
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übrigen  sind  positiv:  die  Fläche  selbst  ist  also  imaginär  oder  ein  einschalig-es  Hyperboloid  mit  zwei 
reellen  Axen.    Ersteres  findet  Statt,  wenn 

s*2  +  S,t+5>  0,  (A  +  A'+A")03  >  0, 

Letzteres,  wenn  diese  Bedingungen  nicht  gleichzeitig:  befriedigt  werden  *). 

Wenn 

3>  <0, 

so  sind  die  drei  Werthe  von  r2  entweder  alle  drei  positiv,  oder  einer  ist  positiv  und  die  beiden 
andern  sind  negativ:  die  Fläche  selbst  ist  also  ein  Ellipsoid  mit  drei  reellen  Axen,  oder  ein  zwei- 
schaligcs  Hyperboloid  mit  einer  reellen  Axe.    Ersteres  findet  Statt,  wenn 

~z  +£,+£>  0,  (A+A'+A")03  >  0, 

Letzteres,  wenn  diese  Bedingungen  nicht  gleichzeitig  befriedig-t  werden. 

Wenn 

<£  =  0, 

so  verschwinden  gleichzeitig  die  drei  Werthe  von  r2 :  die  Fläche  ist  ein  Keg-el  oder  ein  Punct. 

Wenn 

03  =0, 

was  unter  der  gemachten  Voraussetzung,  dass  die  ursprüngliche  Gleichungs  -  Form  in  die  vorstehende 
Gleichungs-Form  (1)  übergehen  kann,  mit  sich  bringt,  dass  gleichzeitig  auch  <P  verschwindet,  so 
wird  eine  Wurzel  s2  der  Gleichurg-  (6)  gleich  Null,  eine  Axe  wird  also  unendlich  und  die  Fläche 
ein  Cylinder.    Dann  sind  die  beiden  übrigen  Axen  durch  die  folgende  Gleichung  bestimmt: 

s*— QA+A'+A")-  s*2  +  [(AA'  —  B"*)  +  (AA"—B'*)  +  {A'A"— -B2)]  =  0,  C9) 

oder  wenn  wir  uns  auf  die  ursprüngliche  Gleichungs -Form  wieder  zurückbeziehen,  durch  die  folgende: 

S4+[A  +  A/  +  A//]  ^    s*  +  [E2  +  St  +  S\(^y  =  °-  (10) 

Wenn 


*)     Die  Bedingungen  des  Textes  stimmen   nicht    nur  mit    den    frühern  der  23.  Nummer    überein,   sondern  es 
müssen  sich  diese   auch  aus  jenen  als  nothwendige  Folge  ableiten  lassen. 
Nach  den  Gleichungen  IV.  der  10.  Nummer  ist: 

(A+A'  +  A")e,  sb  (H1H2  +  5(H.2+5'ä1-[CP03)2  +  CF13)2  +  (^23)2], 

so  dass  also  auch,  wenn  wir  den  ersten  der  beiden  Fälle  betrachten: 

m      m"     -l—    Cm,   JL-    mm.     ""*>     O 
eine  Bedingung,  die  in  Verbindung  mit 

5+51+gi  >0 

zeigt,  dass  wenigstens  zwei  der  drei  Ausdrücke  S,  Sj    «nd  Sa  positiv  sind.     Denn  diese  drei  Ausdrücke 
künnen  wir  ansehen  als  die  drei  reellen  Wurzeln  einer  solchen  Gleichung  des  dritten  Grades 

S3-r-a^+b4-hc  =  0, 

in  welchen  der  Coefficient  »  negativ  und  b  positiv  ist;  wonach   zwei  Wurzeln  noth wendig  positiv  sind. 

Hiernach  stimmen  ferner  iu  Folge  der  identischen  Gleichungen  I.  die  drei  Coefficienten  A,  A'  und  A" 
unter  sich  im  Zeichen  überein  und  folglich  auch  mit  03.  Hieraus  folgt  aus  den  identischen  Gleichungen 
IV,  dass  S,  Si   und  Sa  sämmtlich  im  Zeichen  übereinstimmen  und  also  positiv  sind. 
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so   stimmen  die   beiden  Werthe   von  s2   inj  Zeichen  überein  und  diese  sind  positiv  oder  negativ,  je 
nachdem 

(A+A'+A'O^  <  oder  >  0. 

Im  ersten  Falle  ist  der  Cylinder  ein  elliptischer  mit  zwei  reellen  Axen,  im  zweiten  FalJe  ist  er  inia« 
ginär.     W  enn 

02  =  o, 

so  werden  die  beiden  Werthe  von  s2  unendlich.  Dann  geht  der  Cylinder,  indem  seine  beiden  Axen 
verschwinden,  in  ein  System  von  zwei  reellen  Ebenen  oder  in  eine  gerade  Linie  über. 

Wenn  endlich  neben  den  frühern  Bedingungen,  dass  4>  und  03  verschwinden,  auch  noch 

St  =  0, 
so   muss  unter  der  Voraussetzung,    dass  die  ursprüngliche  Gleichung  auf  die  Form  der  vorstehenden 

■y- 
Gleichung  CD  gebracht  werden  kann,  gleichzeitig  auch  0.2  verschwinden,  wonach  M  = — —t    Dann 

A 
reduciren  sich  die  Gleichungen  (9)  und  (10),  weil  mit    ~2  zugleich  gt  und  £  gleich  Xull  werden, 
zur  Bcstinuuung  von  s2  auf  den  ersten  Grad: 

si-C4-M'-M")  =0,  (Hj 

»HC4MÄx=P.  (12) 

Es  sind  hier  also  zwei  der  drei  ursprünglichen  Axen  unendlich  geworden,  und  die  Fläche  ist  in 
ein  System  von  zwei  parallelen  Ebenen  übergegangen,  deren  kürzester  Abstand  als  die  dritte  Axe  zu 
betrachten  ist.  Diese  ist  mit  den  Ebenen  zugleich  reell  oder  imaginär  und  verschwindet,  wenn  die 
Ebenen  zusammenfallen. 

113.  Wir  haben  in  der  vorigen  Kummer  die  Grösse  der  beiden  endlichen  Axen  eines  Cylinders 
durch  die  Gleichungen  (9)  und  (10)  bestimmt.  Wenn  der  Cylinder  auf  einer  der  drei  Coordinaten- 
Ebenen,  etwa  auf  XY,  senkrecht  steht,  so  verschwinden  aus  der  Gleichung  desselben,  —  wir  legen  zu- 
nächst die  Gleichungs-Form  (1)  der  111.  Nummer  zu  Grunde,  wobei  irgend  ein  Punct  der  Axe  des 
Cylinders  zum  Anfangspuncte  der  Coordinaten  genommen  worden  ist  —  die  drei  Coefficienten  Au \ 
B  und  B'.  Diese  Gleichung  wird  alsdann 

Ax1  +  A'j  *  -f  2  £"xy  =  1 ,  (13) 

während  die  Gleichung  C9)  iQ  die  folgende  übergeht: 

s+— C-4-M')  s'L  +  iAA'— £"*)  ==  0.  C14) 

Diese  Gleichung  gibt  für  s2  die  reeiproken  Werthe  der  Quadrate  der  halben  Axen  der  Basis  des  Cy- 
linders, oder  was  dasselbe  ist,  der,  bei  Abstraction  von  der  dritten  Dimension,  durch  die  Gleichung 
(13)  dargestellten  Curve  zweiter  Ordnung. 

Auf  gleichem  Wege  erhalten  wir  zur  Bestimmung  der  beiden  Axen  derjenigen  Curve,  in  welcher 
die  Ebene  XY  die  durch  die  ursprüngliche  Gleichungs-Form  dargestellte  Fläche  der  zweiten  Ord- 
nung schneidet,  und  deren  Gleichung,  durch  das  Verschwinden  von  A",  B',  B'  und  C",  in  die  allge- 
meine des  zweiten  Grades  zwischen  zwei  Veränderlichen  übergeht: 

Ax2  -h  A'y2  -f  2B"xy-f-2  Cx  +2C'y+D  =  0,  (15) 

aus  der  Gleichung  CIO)  die  nachstehende : 

.♦  +  CA  +  A'j§j..«  +  gj£=0.  t«0 
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Zur  Bestimmung  der  Axcn  -  Richtung  der  beiden  Cu^en  (13)  und  (15)  können  wir  unmittelbar 
die  Gleichung  (6)  der  104.  Nummer  nehmen,  in  der  alsdann    (  — j    die    trigonometrische    Tangente 

desjenigen  Winkels  bedeutet,  den  die  bezügliche  Axc  der  Curve  mit  der  Axe  X  bildet. 

114.  Wenn  wir  einer  gegebenen  Fläche  der  zweiten  Ordnung  nach  einander  verschiedene  Lagen 
gegen  die  Coordinaten-Axen  geben,  indem  wir  diese  um  den  Anfangspunct  beliebig  drehen,  so  erhalten 
die  Coefficienten  ihrer  Gleichung  von  den  ursprünglichen  verschiedene  Werthe,  während  die  Coefficienten 
derjenigen  Gleichung,  durch  welche  die  Grösse  der  Axen  bestimmt  wird,  unverändert  dieselben  bleiben. 
Wir  wollen  nur  den  Fall  der  Gleichung  (1)  betrachten,  welcher  entspricht,  dass  der  Mittelpunct  der 
Fläche  in  dem  Anfangspuncte  der  Coordinaten  liegt.  Dann  bedeuten  A,  A*  und  A"  die  Quadrate  der 
reeiproken  Werthe  derjenigen  drei  Halb -Durchmesser,  welche  in  die  jedesmaligen  drei  Coordinaten- 
Axen  fallen.    Die  Summe  dieser  Quadrate  bleibt  also  unverändert  dieselbe. 

Wenn  man  ein  System  dreier  auf  einander  senkrechten,  im  Mittelp  unete  einer 
Fläche  der  zweiten  Ordnung  sich  schneidenden,  geraden  Linien,  um  den  Mittel- 
punct beliebig  sich  drehen  lässt,  so  bleibt,  für  alle  Lagen,  die  Quadrat-Summe  der 
reeiproken  Werthe  der  in  die  jedesmalig-en  drei  geraden  Linien  fallenden  Halb- 
Durchmesser  der  Fläche  constant. 

In  der  Voraussetzung,  dass  die  Fläche  eines  der  beiden  Hyperboloide  ist,  können  wir  die  Axe  X 
mit  einer  Seite  des  Asymptoten-Kegels  zusammenfallen  lassen;  dann  verschwindet  A,  und  (A4 -\- A44^) 
wird  constant.  Wenn  man  also  durch  die  Spitze  des  Asymptoten-Keg-els  eines  einschaligen  oder 
zweischaligen  Hyperboloids  eine  Ebene  legt,  die  auf  irgend  einer  Seite  des  Kegels  senkrecht  steht, 
so  schneidet  diese  die  Fläche  in  solchen  Curven,  für  welche  die  Quadrat -Summe  der  reeiproken 
Werthe  der  halben  Axen  immer  dieselbe  ist.  Es  umhüllen  aber,  wie  sich  leicht  zeigen  lässt,  solche 
Ebenen,  die  auf  den  Seiten  eines  Kegels  der  zweiten  Ordnung  in  dem  Scheitel  desselben  senkrecht 
stehen,  einen  Kegel  derselben  Ordnung  und  die  Beziehung-  der  beiden  Kegel  zu  einander  ist  immer 
eine  durchaus  geg-enseitige. 

Wenn  der  Asymptoten  -  Kegel  sich  weit  genug  öffnet,  so  können  wir  durch  die  Spitze  desselben 
zwei  sich  rechtwinklig  schneidende  g-erade  Linien  so  Jeg-en,  dass  sie  mit  zwei  Kegel-Seiten  zusam- 
menfallen, und  zwar  gibt  es  alsdann  solcher  Linien -Paare  unendlich  viele.  Es  ist  zu  diesem  Ende 
nur  nothwendig,  dass,  wenn  man  aus  der  Kegelfläche  einen  geraden  elliptischen  Kegel  schneidet,  die 
grössere  Axe  der  Basis  dieses  Kegels,  von  der  Spitze  aus,  unter  einem  Winkel  g-esehen  werde,  der 
ein  stumpfer  ist.  Ist  dieser  Winkel  ein  rechter,  so  ist  er  der  einzige,  der  in  der  Kegclilächc  liegt. 
Wenn  wir  die  Axen  X  und  Y  mit  irgend  zwei  solchen  Kegel -Seiten,  die  auf  einander  senkrecht 
stehen,  zusammenfallen  lassen,  so  verschwinden  gleichzeitig  A  und  A',  und  A"  wird  constant.  Wenn 
um  die  Spitze  des  Asymptoten -Kegels  eines  Hyperboloids  eine  Ebene  sich  so  dreht,  dass  sie  den 
Kegel  fortwährend  in  zwei  auf  einander  senkrechten  geraden  Linien  schneidet,  so  behält  der  auf 
dieser  Ebene  senkrecht  stehende  Durchmesser  der  Fläche  in  allen  Lagen  dieselbe  Läng-e. 

Wenn,  für  eine  einzelne  Lage,  A"  ebenfalls  verschwindet  und  die  bezügliche  Axe  der  Fläche 
also  unendlich  wird,  so  findet  ein  Gleiches  für  alle  Lagen  Statt.  Dieses  ist  der  Fall,  wenn  eine 
rcchtwinklig-c  körperliche  Ecke  sich  in  den  Asymptoten -Kegel  beschreiben  lässt.  In  einen  Kegel 
also,  in  welchen  sich  eine  rechtwinklige  körperliche  Ecke  beschreiben  lässt,  lassen  sich  solcher 
Ecken  unendlich  viele  beschreiben  und  durch  die  sechs  Kanten  zweier  solchen  Ecken  mit  gemein- 
schaftlichem Scheitel  lässt  sich  immer  eine  Kegelfläche  der  zweiten  Ordnung  leg-en.  Hiernach  erhält 
die  Bedingungs-Gleichung-: 
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A  +  A'  +  A"  =  0, 

ihre  geometrische  Interpretation,  die  auch  auf  den  Kegel,  für  sich  betrachtet,  ihre  Anwendung  findet. 
In  Folge  dieser  Bedingungs-Gleichung  ist,  wenn  blos  A  verschwindet,  [A*  -\- A"~)  nothwendig  gleich 
Null.  Flächen  der  fraglichen  Art  werden  also  von  solchen  Ebenen,  die  auf  den  Seiten  des  Asympto- 
ten-Kegels senkrecht  stehen,  in  gleichseitigen  Hyperbeln  geschnitten. 

Wenn  wir  uns  zu  der  ursprüng-lichen  Gleichungs-Form  zurückwenden,  so  geht  die  vorstehende 
Bedingungs-Gleichung-  in  die  folgende  über: 

A+A/  +  A"  =  0.  (17) 

Der  zu  Anfang  dieser  Kummer  bewiesene  Satz  gilt  auch  für  den  Fall  des  Cylinde.rs.  Die  con- 
stante  Summe  (A  -f  A'  -f-  ^4")  ist  hier,  indem  wir  ihn  als  einen  geraden  Cylinder  betrachten,  der 
Quadrat-Summe  der  reciproken  Werthe  der  halben  Axen  seiner  Basis  gleich.  Ist  diese  also  eine 
gleichseitige  Hyperbel,  so  bestehen  die  letzten  Beding-ungs-Gleichungen. 

Derselbe  Satz  besteht  auch  für  den  Fall  paralleler  Ebenen;  wir  können  ihn  hier,  wo  die  con- 
stante  Summe  dem  Quadrate  des  reciproken  halben  Abstandes  der  beiden  Ebenen  von  einander  gleich 
ist,  in  die  folgende  Aussage  einkleiden:  Die  Quadrat-Summe  der  reciproken  Werthe  dreier  auf  ein- 
ander senkrecht  stehender  gerader  Linien,  die  von  einem  gegebenen  Puncte  aus,  naeh  beliebiger 
Richtung,  bis  zu  einer  gegebenen  Ebene  gezogen  werden,  ist  dem  reciproken  Werthe  des  Quadrates 
des  kürzesten  Abstandes  des  Punctes  von  der  Ebene  gleich. 

115.  Nach  der  Gleichung  (14)  bedeutet  der  Ausdruck  (AA'  —  Z?"2)  den  reciproken  Werth  des 
Productes  der  Quadrate  der  halben  Axen  der  Durchschnitts-Curve  in  der  Ebene  XY.  Ist  diese  Curve 
eine  Ellipse,  so  bedeutet  dieser  Ausdruck  also,  noch  durch  nr2  dividirt,  den  reciproken  Werth  des 
Quadrates  der  Fläche  der  Curve.  Ist  die  Curve  hingegen  eine  Hyperbel,  so  ist  das  Product  ihrer  beiden 
mit  V —  1  multiplicirten  halben  Axen  gleich  der  Fläche  desjenigen  Dreiecks,  das  durch  eine  beliebige 
Tangente  der  Hyperbel  von  ihrem  Asymptoten-Winkel  abgeschnitten  wird.  Die  Bedeutung  der  beiden 
andern  Ausdrücke  QAA"  —  2?'2)  und  A4A"  —  Z?2)  ist  eine  ganz  analoge.  Die  Gleichung  (6),  in  welcher 
der  Coefiicient  von  s2  constant  bleibt,  wie  wir  auch  die  drei  rechtwinkligen  Coordinaten-Axen  um 
den  Anfangspunct  drehen  mögen,  gibt  hiernach  den  folgenden  Satz. 

Wenn  man  ein  System  dreier  auf  einander  senkrechten  und  im  Mittelpuncte 
eines  Ellipsoids  sich  schneidenden  Ebenen  um  diesen  Mittelp  un  et  beliebig-  sich 
drehen  lässt,  so  ist  für  alle  Lagen  die  Quadrat-Summe  der  reciproken  Werthe 
der  Flächen-Inhalte  der  drei  Durchschnitts- Curven  constant. 

Wollen  wir  die  Aussage  dieses  Satzes  auf  beliebige  Flächen  der  zweiten  Ordnung-  ausdehnen,  so 
müssen  wir  für  das  Quadrat  des  Flächen-Inhaltes  einer  Hyperbel,  mit  neg-ativem  Zeichen  das  Quadrat 
des  Flächen-Inhaltes  derjenigen  Ellipse  nehmen,  deren  Axen-Quadrate ,  abgesehen  vom  Zeichen,  die- 
selben sind. 

Für  den  Fall  des  (geraden)  Cylinders  können  wir  für  die  drei  schneidenden  Ebenen  irgend  drei 
auf  einander  senkrecht  stehende  nehmen:  die  constante  Summe  ist  alsdann  dem  Quadrate  des  reci- 
proken Werthes  der  Fläche  seiner  Basis  gleich. 

In  dem  Falle  des  einschaligen  und  zweischaligen  Hyperboloids  ändert  das  Product  der  beiden 
Halb- Axen-Quadrate  der  Durchschnitts-Curve,  wenn  die  schneidende  Ebene  mit  der  Tangential-Ebene 
des  Asymptoten-Kegels  zusammenfällt,  indem  es  durch  das  Unendliche  hindurchgeht,  sein  Zeichen. 
Ist  daher  die  Coordinaten-Ebene  XY  diese  schneidende,  so  verschwindet  (_AA4  —  2?"2)  und  die  con- 
stante Summe  reducirt  sich  auf  \{AAU '  —  B''2') -{•  QA'A"  —  2?'0|.    Nehmen  wir  für  die  Ebenen  XY 
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und  XZ  irgend  zwei  auf  einander  senkrecht  stehende  Tangential- Ebenen  des  Asymptoten -Kegels, 
so  verschwinden  (AAJ  —  J5"'2)  und  ^A'A"  —  /?'2)  und  die  constante  Summe  reducirt  sich  auf 
(A'A"  —  B2).  Der  geometrische  Ort  für  die  Durchschnittslinie  solcher  zweier  auf  einander  senkrecht 
stehender  Ebenen,  also  der  Ort  für  die  Axe  X,  ist  ebenfalls  ein  Kegel  zweiter  Ordnung  und  somit 
wird  auch  von  der  Ebene  YZ,  die  auf  der  Axe  X  immer  senkrecht  augenommen  wird,  wiederum  ein 
solcher  Kegel  umhüllt.  *)  Der  Flächen  -  Inhalt  der  Durchschnitts  -  Curve  in  allen  diesen  Ebenen  ist 
constant. 

Wenn  insbesondere 

(AA'-~  .ß"2)  ■+•  {AA"  —  5'2)  +  (J!A"—B*)  =  0, 
und  also  die  Summe  der  reeiproken  Werthe  der  Producte  je  zweier  der  drei  Halb-Axen-Quadrate 
der  Fläche  verschwindet,  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Summe  der  Quadrate  der  drei  Axen  gleich  Null 
ist,  so  müssen,  bei  gehöriger  Annahme  der  drei  Coordinaten- Axen ,  gleichzeitig  die  drei  Ausdrücke 
{AA'  —  J?"2),  (AAU — 2?'2)  und  {A'A4' —  2?2)  verschwinden  können.  Dann  muss  also  der  Asympto- 
ten-Kegel drei,  eine  rechtwinklige  körperliche  Ecke  bildende,  Ebenen  gleichzeitig  berühren;  er  muss 
sich  einer  solchen  Ecke  einschreiben,  diese  sich  ihm  umschreiben  lassen.  Es  knüpft  sich  hieran 
zunächst  die  Bemerkung-,  dass,  wenn  sich  überhaupt  um  einen  Kegel  eine  rechtwinklige  körperliche 
Ecke  beschreiben  lässt,  unendlich  viele  solcher  Ecken  sich  demselben  umschreiben  lassen  und  dass 
es  immer  einen  Kegel  gibt,  der  gleichzeitig  die  sechs  Ebenen  zweier  rechtwinkligen  körperlichen 
Ecken  mit  demselben  Scheitel  berührt.    Dann  begegnen  wir  ferner  dem  folgenden  Satze. 

Wenn  die  Summe  der  Quadrate  der  drei  Axen  eines  einschaligen  oder  zwei- 
schaligen  Hyperboloids  gleich  Null  ist,  so  lassen  sich  dem  Asymptoten-Kegel 
desselben  unendlich  viele  rechtwinklige  körperliche  Ecken  umschreiben  und  um- 
gekehrt. Dann  schneiden  ferner  irgend  zwei  Diametral-Ebenen,  die  auf  einander 
und  auf  irgend  einer  Berührungs-Ebene  des  Asymptoten-Kegels  senkrecht  stehen, 
die  Fläche  in  einer  Ellipse  und  Hyperbel  so,  dass  das  Product  der  beiden  Axen  der 
erstem  dem  Producte  der  reellen  Axe  und  der  Neben-Axe  der  letztern  gleich  ist.  **) 
Wenn  wir  uns  wieder  auf  die  ursprüngliche  allgemeine  Gleichung  der  Fläche  zurückbeziehen, 
so  geht  die  vorstehende  Bedingungs-Gleichung  in  die  folgende  über: 

£,  +  £,  +  £  =  0.  (18) 

Wenn  die  bezüglichen  Gleichungen  insbesondere  eine  Kegelfiäche  darstellen,  so  drücken  diese  Bedin- 
gungs  -  Gleichungen  aus,  dass  einer  solchen  Kegelfläche  sich  rechtwinklige  körperliche  Ecken  um- 
schreiben lassen. 

116.  Das,  mit  verändertem  Vorzeichen  genommene,  letzte  Glied  der  Gleichung  (7)  ist  gleich 
dem  Quadrate  des  Productes  der  drei  halben  Axen  der  Fläche.  Ist  die  Fläche  ein  Ell  ipso  id,  so 
erhalten  wir  (wie  bekannt  ist,  und  worauf  wir  in  der  folgenden  Nummer  zurückkommen)  den  Inhalt 


*)  Die  Behauptungen  des  Textes  lassen  sich  leicht  direct  beweisen,  werden  uns  aber  auch  später  noch  in 
anderm  Zusammenhange  begegnen  (§.  12). 

**)  Wenn  Sa  und  2  8k —  1  zwei  zugeordnete  Durchmesser,  insbesondere  die  beiden  Axen  einer  Hyperbel  sind, 
so  nennen  wir  2ß  den  zugeordneten  Neben-Dnrchmesser,  insbesondere  die  Neben-Axe  der 
Hyperbel. 
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desselben,  wenn   wir  das  Product  der   drei  halben  Axen   noch  mit  Jtt  multipliciren.    Es  ergibt  sich 
also  für  diesen  Inhalt: 

Dieser  Ausdruck  bleibt  auch  für  den   Fall   des  z weischalig-en  Hyperboloids  reell.     Um  ihn 
hier  geometrisch  zu  construiren,  wollen  wir  für  die  Gleichung  dieses  letzteren  die  folg-ende  nehmen: 

x*        «y»         z* 

^~^~7i=1»  (20) 


wonach  die  reelle  Halb -Axe  a  und  die  beiden  imaginären  ßV — 1  und  y  V — 1  sind,  und  die 
Gleichung : 

x2         v'2        z- 

^-fl-^  =  0.  (*0 

den  Asymptoten  -  Kegel  darstellt.  Legen  wir  in  einem  Scheitel  der  rellen  Axe  an  die  Fläche  eine 
Tang-ential- Ebene,  so  schneidet  diese  den  Asymptoten- Kegel  in  einer  Ellipse,  für  deren  Glei- 
chungen wir 

X  =   ±a,  4"  +  — 7  =  1» 

erhalten.  Die  Axen  dieser  EJlipse  sind  ß  und  y,  wonach  ihr  Inhalt  itßy  ist.  Multipliciren  wir  diesen 
Flächen-Inhalt  der  Ellipse  mit  |a,  so  erhalten  wir  ^cßy  für  den  körperlichen  Inhalt  des,  von  der 
Asymptoten -Kegel -Fläche  durch  die  Tangential -Ebene  abgeschnittenen,  geraden  Kegels.  Das  Vier- 
fache dieses  Inhaltes  entspricht  also  bei  einem  zweischaligen  Hyperboloid  dem  Inhalte  eines  Ellipsoids. 
Für  den  Fall  des  einschaligen  Hyperboloids  wird  der  Ausdruck  bei  (19)  imaginär.  Um 
hier  den  Ausdruck 

von  dem  die  räumlichen  Dimensionen  der  Fläche  abhangen,  zu  construiren,  wollen  wir  für  die 
Gleichung  der  Fläche  die  folgende  nehmen: 

»2  T1 


X*  1*  Z- 

Dann  sind  ß  und  y  die  beiden  reellen  Axen  der  Fläche,  die  imaginäre  ist  a  V —  \  ?  (]as  Product  der 
drei  Halb-Axen-Quadrate  also  negativ.  Die  Gleichung  des  Asymptoten-Kegels  ist,  wie  in  dem  vori- 
gen Falle,  die  Gleichung  (21).  Die  Tangential-Ebene  der  Fläche  in  einem  der  beiden  Scheitel  einer 
der  beiden  reellen  Axen,  etwa  der  Axe  y,  schneidet  den  Asymptoten-Kegel  in  einer  Hyperbel,  deren 
Gleichungen 

«  =  ±r,  -vi* 

Es  ist  bekannt,  dass  jede  Tangente  dieser  Hpperbel  von  ihrem  Asymptoten- Winkel  ein  Dreieck  ab- 
schneidet, dessen  constanter  Inhalt  aß  ist.  Ein  solches  Dreieck  bildet  die  Basis  einer  Pyramide, 
deren  Spitze  in  dem  Mittelpuncte  der  Fläche  liegt;  die  Höhe  dieser  Pyramide  ist  also  y  und  folglich 
ihr  Inhalt  \aßy.  Der  Ausdruck  (22)  ist  also  geich  dem  dreifachen  Inhalte  einer  solchen  Pyramide. 
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117.  Wir  können  den  Ausdrücken  (19)  und  (22)  eine  allgemeinere  Deutung  geben,  wenn  wir 
die  Gleichung  der  Fläche,  statt  auf  ihre  drei  Axen,  auf  irgend  drei  ihrer  zugeordneten  Durch- 
messer beziehen.  Demnach  sei  zuvörderst  die  Gleichung  eines  gegebenen  Ellipsoids,  indem  wir 
die  Längen  dreier  halben  zugeordneten  Durchmesser  desselben  durch  an  ßn  y,  bezeichnen: 

x*     ,    y2     ,    z% 


hl       §,1        7, 


1. 


Wir  wollen  den  WTinkcI,  welchen  die  beiden  Coorünaten-Axen  Y  und  Z  mit  einander  bilden, 
oder,  was  dasselbe  ist,  den  Winkel  der  beiden  Halb-Durchmesser  ß,  und  y,,  e  nennen  und  d  den- 
jenigen Winkel,  den  die  Axe  X,  oder  der  Halb-Durchmesser  a,  mit  der  Coordinaten-Ebene  YZ,  oder 
derjenigen  Diametral- Ebene,  welche  die  Halb-Durchmesser  ß,  und  y,  enthält,  bildet.  Auf  ähnliche 
Weise  seien  t'  und  e"  die  von  den  Halb-Durchmessern  a,  und  y, ,  und  a,  und  ß,  gebildeten  Winkel 
und  5'  und  d/;  diejenigen  Winkel,  welche  die  Halb-Durchmesser  §,  und  y,  bezüglich  mit  den  ihnen 
zugeordneten  Diametral -Ebenen  bilden.  Wenn  wir  hiernach  in  der  vorstehenden  Gleichung  x  con- 
stant  nehmen,  so  ergibt  sich  für  die  Durchschnitts-Curve  der  diesem  constanten  x  entsprechenden,  mit 
YZ  parallelen  Ebene  und  der  Fläche: 

Es  sind  ferner 

g,»-(q,»— x«)  y,*Q,'2-x*) 

ol,  a,2  • 

die  Quadrate  zweier  halben  zugeordneten  Durchmesser  dieser  Durchschnitts -Ellipse,  welche  den 
Winkel  e  mit  einander  bilden,  und  folglich  ist,  nach  bekanntem  Satze,  der  Inhalt  derselben 

0,7, 
w  sin  £  ^-  («,*  —  x*)- 

Multipliciren  wir  diesen  Inhalt  mit  dx  sind,  so  erhalten  wir  den  körperlichen  Inhalt  einer  durch 
zwei  aufeinander  folgenden  mit  YZ  parallelen  Ebenen  begränzten  Elementarschicht  der  Fläche  und 
hiernach  für  den  körperlichen  Inhalt  der  ganzen  Fläche: 

ß  7t    /*^~ a' 
sind  $-~ J   (a/2  —  x2)  dx  =  \-xa$f(t  sine  sind.  (24) 

ai  OL. 


tz  sin  e  sin 


Hieraus  folgt,  dass,  welches  auch  die  drei  zugeordneten  Durchmesser,  auf  welche  die  Gleichung  des 
Ellipsoids  bezogen  wird,  sein  mögen,  das  Product: 

o.,ß,yr  sine  sind 

constant  ist.  Dieses  Product  ist  aber  gleich  dem  Inhalte  desjenigen  Parallelepipedum,  das  die  jedes- 
maligen drei  halben  zugeordneten  Durchmesser  zu  drei ,  in  einer  Ecke  zusamjnenstossenden,  Kanten 
hat.  Das  Achtfache  dieses  Inhaltes  ist  also  der  Inhalt  desjenigen  Parallelepipedum,  das  dem  Ellip- 
soide  umschrieben  ist  und  dessen  Seiten-Ebenen  den  drei  Diametral-Ebenen  der  Fläche   parallel  sind. 

Alle  einem  gegebenen  Ellipsoid  umschriebenen  Parallclepipeda,  deren  Sei- 
ten-Ebenen irgend  drei  zugeordneten  Diametral-Ebenen  dieser  Fläche  parallel 
sind,  haben  gleichen  Inhalt. 

Den  Ausdruck  (24),  den  wir  eben  für  den  Inhalt  des  Ellipsoids  gefunden  haben,  ist  gleich  dem 
Vierfachen  desjenigen  Kegels,  der  zur  Spitze  irgend  einen  Punct  der  Fläche  und  zur  Basis  die  Durch- 
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Schnitts  -  Curve  in  derjenigen  Diametral -Ebene  hat,  deren  zugeordneter  Durchmesser  durch  den  gege- 
benen Punct  geht.     Der  Inhalt  solcher  Kegel  ist  also  constant. 

Sind  ferner  an  §fV — J  und  y,V — 1  irgend  drei  zugeordnete  Halb -Durchmesser  eines  gege- 
benen zweischaligen  Hyperboloids,  das  wir  nun  an  die  Stelle  des  bisher  betrachteten  Ellipsoids 
treten  lassen,  so  ändert  der  constante  Ausdruck  (24),  den  wir  für  (19)  gefunden  haben,  bloss  sein 
Zeichen.  Wir  erkennen  alsdann  in  demselben  ohne  Mühe  den  Tierfachen  Inhalt  desjenigen  Kegels, 
der  von  der  Asymptoten -Kegel -Fläche,  deren  Gleichung, 

durch  die  Tangential -Ebene  des  Hyperboloids  in  einem  Scheitel  des  reellen  Durchmessers  a,  abge- 
schnitten wird. 

Alle  beliebige  Tangential-Ebenen  eines  gegebenen  zweischaligen  Hyperbo- 
loids schneiden  von  der  Asymptoten-Kegel-Fläche  desselben  Kegel  von  constantem 
Inhalte  ab. 

Durch  Umkehrung  folgt  hieraus,  dass  eine  Ebene,  welche  in  allen  ihren  Lagen  von  einer  gege- 
benen Kegel -Fläche  Kegel  von  constantem  Inhalte  abschneidet,  ein  zweischaliges  Hyperboloid 
umhüllt.     Die  Mittelpuncte  der  Basen  aller  solchen  Kegel  beschreiben  hierbei  die  Fläche. 


Tritt  endlich  an  die  Stelle  des  Ellipsoids  ein  einschaliges  Hyperboloid  und  sind  a,V — 1, 
ß,  und  y,  irgend  drei  zugeordnete  Durchmesser  desselben,  so  wird  der  vorstehende  Ausdruck  (25) 
imaginär.    Dividiren  wir  durch    V — 1,  so  kommt: 

rQ-yV®  =  «/&J7  sine  sind: 


ein  Ausdruck,  den  wir  auch,  weil  er  bei  einer  gleichzeitigen  Vertauschung  von  a,  V —  1  mit  af  und 
von  y,  mit  y,V — l  unverändert  bleiben  muss,  unter  der  folgenden  Form  schreiben  können: 

a,ßryr  sin  e"  sin  S°. 

Es  ist  leicht,  diesen  Ausdruck  geometrisch  zu  deuten.  Die  Tangential  -  Ebene  nemlich  in  einem 
Scheitel  des  reellen  Halb -Durchmessers  y,  schneidet  die  Fläche  in  zwei  geraden  Linien  und  den 
Asymptoten- Kegel  in  einer  Hyperbel,  deren  Asymptoten  diese  beiden  geraden  Linien  sind.  Diese 
Hyperbel  hat  af  und  ß,  V —  1  zu  zwei  zugeordneten,  einen  Winkel  t"  bildenden  Halbdurchmessern, 
eine  beliebige  Tangente  derselben  (die  auch  eine  Tangente  des  Asymptoten -Kegels  ist)  schneidet 
hiernach  von  ihrem  Asymptoten- Winkel  ein  solches  Dreieck  ab,  das  cr^sine"  zu  seinem  Flä- 
chen-Inhalte hat.  Eine  Pyramide,  die  dieses  Dreieck  zur  Basis  hat  und  deren  Spitze  in  den  Mittel- 
punct  der  Fläche  fällt,  hat  zur  Höhe  y  sin 5"  und  folglich  zum  körperlichen  Inhalte: 

\mfiff,  sine"  sin 5"  =  *7g^  V®- 

Um  die  Beziehung  dieser  Pyramide  zur  Fläche  bestimmter  zu  bezeichnen,  fügen  wir  noch  einige 
Ausführungen  hinzu. 

Wenn  überhaupt  eine  gerade  Linie  ein  gegebenes  einschaliges  Hyperboloid  in  reellen  Puncten 
schneidet,  so  lassen  sich  durch  diese  gerade  Linie  immer  auch  zwei  reelle  Tangential-Ebenen  an 
die  Fläche  legen,  so  wie  auch  umgekehrt.    Es  seien  M  und  M'  die  beiden  Durchschnittspuncte,  durch 
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jeden  dieser  Puncte  gehen  zwei  auf  der  Fläche  liegende  Linien  verschiedener  Erzeugung  MN  und 
MN',  M'N'  und  M'N,  die  sich  ausserdem  noch  in  zwei  Puncten  N  und  N'  schneiden.  Diese  Puncte 
sind  die  Berührungspuncte  auf  den  fraglichen  beiden  Tangential-Ebenen.  Wenn  die  gegebene  gerade 
Linie  MM'  insbesondere  den  Asymptoten -Kegel  berührt,  ist  eine  dieser  beiden  Tangential-Ebenen 
auch  eine  Tangential- Ebene  des  Asymptoten- Kegels  und  schneidet  die  Fläche  in  zwei  parallelen 
geraden  Linien,  die  sich  auf  einer  Seite  des  Kegels  in  unendlicher  Entfernung  schneiden.  Nehmen 
wir  den  unendlich  weit  gerückten  Durchschnittspunct  für  N',  so  ist,  indem  es  im  engern  Sinne  nur 
noch  eine  einzige  Tangcntial-Ebene  gibt,  N  auf  dieser  Tangential-Ebene  der  Berührungspunct.  Die 
beiden  Durchschnittspuncte  M  und  M'  der  Tangente  des  Asymptoten-Kegels  mit  der  Fläche  und  der 
Berührungspunct  N  auf  der  durch  diese  Tangente  des  Asymptoten-Kegels  an  die  Fläche  gelegten  Tan- 
gential-Ebene  bilden  ein  Dreieck,  das  bei  jeder  andern  Annahme  der  Tangente  ein  anderes  wird. 
Der  Inhalt  einer  Pyramide,  welche  ein  solches  Dreieck  zur  Basis  und  den  Mittelpunct  der  Fläche  zur 
Spitze  hat,  ist  constant. 

Betrachten  wir  denjenigen  Eckpunct  einer  so  bestimmten  Pyramide,  der  auf  der  Fläche  liegt,  als 
die  Spitze  derselben,  in  welcher  alsdann,  als  Seiten,  die  beiden  durch  diesen  Punct  gehenden  Erzeu- 
genden der  Fläche  und  ein  Durchmesser  derselben  zusammenstossen ,  so  liegt  die  Basis  in  derjenigen 
Ebene,  welche  durc1.  die  beliebig  angenommene  Tangente  des  Asymptoten -Kegels  und  den  Mittel- 
punct geht.    Hiernach  ergibt  sich  die  folgende  Aussage  des  eben  bewiesenen  Satzes. 

In  jedem  Puncte  eines  einschaligen  Hyperboloids  stossen  zwei  geradeLinien 
der  zwiefachenErzeugung  und  ein  Durchmesser  desselben  zusammen,  so  dass  sie 
eine  körperliche  Ecke  bilden,  von  der  eine  Tangential- Ebene  des  Asymptoten- 
Kegels  eine  Pyramide  abschneidet.  Der  Inhalt  dieser  Pyramide  bleibt  constant, 
wie  auch  die  Spitze  derselben  auf  der  Fläche  fortrücken  und  wie  sich  auch  die 
Tangential-Ebene,  den  Asymptoten-Kegel  umhüllend,  drehen  mag. 

118.  Um  die  vorstehenden  Sätze  in  ihrem  Zusammenhange  mit  verwandten  zu  beweisen,  wollen 
wir  die  Fläche  auf  irgend  drei,  auf  einander  senkrechte,  in  ihrem  Mittelpuncte  sich  schneidende  Coor- 
dinaten-Axen  beziehen  und  demnach  wiederum  durch  die  folgende  Gleichung  darstellen: 

Ax*  -f  A'y «  +  A"z*  -f  2B"xy  +  2B'xz  +  2Byz  =  M.  *)  (1) 

Wenden  wir  auf  diese  Gleichung  die  Umformungsweise  der  1.  Nummer  an,  so  kommt,  indem  wir 

x -f  a"y -}- a'z  =  x,, 

y  +  b'z==y„  (2) 

z  ==  z„ 


setzen,  die  Gleichung: 


't.  ....   0* 


AV-f^.y,*-fV.z,*  =  M. 


*)     Es  ist  hierbei,  wenn  wir  uns  auf  die  allgemeine   Gleichungs-Form  zurückbeziehen: 

<I> 


M  = 


03   ' 


<1> 

und,  umgekehrt,  reducirt  sich  der  allgemeine  Ausdruck ,  wenn  wir  die  Gleichungs-Form  des  Textes 

03 

der   allgemeinen    Substituten,    indem   wir  C,  C,  C"   verschwinden   lassen    und  D  (oder  A'")  mit  (— M) 
vertauschen,  in  Folge  der  Gleichung  VIII  der  10.  Nummer  auf  —  M. 


§.  6.     Vollständige  Bestimmung  der  Flächen  zweiter  Ordnung.  161 

Bei  der  durchaus  willkührlich  angenommenen  Richtung  der  drei  rechtwinkligen  ursprünglichen 
Coordinaten-Axen  stellen  die  Gleichungen  (2)  irgend  drei  zugeordnete  Diametral-Ebenen  der  Fläche 
dar.  Die  Durchschnittslinien  je  zweier  derselben  ßind  also  irgend  drei  zugeordnete  Durchmesser  der 
Fläche,  für  deren  Gleichungen  sich  hiernach  die  folgenden  ergeben: 

z  =  0,  y  =  0,  (z,,  v,), 

z  =  0,  x  =  a"j,  (z,,  x,),  (4) 

y  =  P'x,  x  =  a'z,  *)        Cr,,  x,). 

Aus    der    Verbindung    dieser    Gleichungen    mit    der   Gleichung*    der   Fläche    erhalten    wir    für    die 
Quadrate  der  halben  Längen  dieser  Durchmesser,  welche  wir  durch  p1,  o"*  und  t*  bezeichnen  wollen : 

M 

AM 

^  =  (1  +  «"*)-^,  (5) 


t*  =  (1  -f  a'2  -f  0'*) 


SM 


©3 


Die  Gleichung  (3)  können  wir  hiernach,  indem  wir  die  drei  eben  bestimmten  zugeordneten  Durch- 
messer zu  Coordinaten-Axen  nehmen  und  x2,  j*  und  z.2  Parallel-Coordinaten  bedeuten  lassen,  auch 
auf  folgende  Weise  schreiben: 

Wir  wollen  wieder,  wie  in  der  vorigen  Nummer,  diejenigen  Winkel,  welche  die  zugeordneten 
Halb -Durchmesser  p  und  er,  p  und  t,  <r  und  t  bezüglich  mit  einander  bilden,  durch  e",  e'  und  e 
bezeichnen,  und  ferner  noch  diejenigen  drei  Winkel,  welche  an  den  Axen  p,  <r  und  x  von  den  ent- 
sprechenden paarweise  zusammengestellten  Diametral-Ebenen  gebildet  werden,  durch  £,  £'  und  £//. 
Dann  ist,  nach  bekannten  Formeln: 

1 


sinV  = 


1  +  a 


//i  » 


sin2e    = 


und  ferner: 


*)     Es  ist  hierbei  nach  den  ersten  Nummern  des  ersten  Paragraphen  oder  auch  nach  der  20.: 
a  =  0,         b  =  0,         c  =  0,        a  =  07         £  =  0,        y  =  0, 

B"  B' 

a"  =  —  a"  =  — ,  a'  =  —  (a'  —  a"£Q  =  -, 

A  A 

b'   =  _3'    =  §Ä,  (a'-a"bO  =  —  «'  =  5**. 

21 
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•  ••.•..  1 


1  -f  «"* 
1  +  et'*  H 


*sr  -  it^^i>  (8) 


sin  2£"  —  j|  +  pyp  +  -,.2  +A„*y 

Nennen  wir  endlich  noch,  wie  früher,  diejenigen  Winkel,  welche  die  drei  Halb -Durchmesser  p,  «r 
und  t  mit  den  drei  gegenüberliegenden  Diametral-Ebenen  bilden,  8,  8'  und  tf",  so  ist  nach  bekann- 
ter trigonometrischer  Formel: 

sin<?"  =  sin  e'  sin  £, 
und  folglich: 

sin*  Vm?  ■>»  =  sin*  £'sin'  .«sio««  =  (1  +  ttOT)  (1*+ a<1 +yl),  (9) 

wobei  wir  auch  sind"sine"  mit  sind' sine'  oder  sind  sine  vertauschen  können. 

119.    Aus  den  Gleichung-en  (5)  und  (9)  der  vorigen  Nummer  ergibt  sich  unmittelbar: 

JYP  #3 

p2<t2t2  sin2  5  sm2  e  =  --  =  —  7^-^T.  (10) 

Der  letzte  Ausdruck  ist  dem  Producte  der  drei  halben  Axen  der  Fläche  gleich,  und  somit  sind  die 
Sätze,  die  in  der  117.  Nummer  ausführlich  discutirt  wurden,  bewiesen. 

Den  Beweis  derselben  Sätze  können  wir  auch  unmittelbar  an  die  Gleichung  (3)  anknüpfen. 
Denn,  indem  wir  in  dieser  Gleichung  y,  =ss  6,  zr  =  0  setzen,  bedeutet,  in  Folg-e  der  identischen 
Gleichungen  (2),  x,  die  Länge  des  Halb  -  Durchmessers  p";  indem  wir  x,  =  0,  z,  =  0  setzen,  be- 
deutet y,  den,  parallel  mit  der  ursprünglichen  Axe  Y  genommenen,  Abstand  des  Endpunctes  des  Halb- 
Durchmessers  <r  von  der  Diametral-Ebene  y„  oder,  was  dasselbe  ist,  von  dem  Durchmesser  p,  und 
ist  also  gleich  o-sine";  indem  wir  endlich  x,  =  0,  y,  =  0  setzen,  bedeutet  z,  den,  parallel  mit  der 
ursprünglichen  Axe  X  genommenen  und  also  kürzesten  Abstand  des  Endpunctes  des  Halb-Durch- 
messers  t  von  der  Ebene  z,  und  ist  also  gleich  -rsind".     Hiernach  kommt,  wie  eben, 

'  /M  3 
p<rr  sin e"  sin  8"  =    Kl  —— 

120.    Aus  den  Gleichungen  (5)  und  (7)  erhalten  wir  ferner: 

(Pa  sine")*  +  (<rr  sine')'  +  (<rr  sine)2  =  ^-~  j  L  4.  (1  +  £'2)  -f^  +  (1  +  a'2  +  a"2)  A  j 

Es  ist  aber: 

iVki-x    -  (H,)^  +  (^oO2=:(£,)^  +  H1H2-A03 
"^  (**)*  CH,)2 

1   l.  r*  .     ui       A2  +  B'2  -f  B"2 
1  +  a'2  +  a"2  = , 

wonach   sich  für  die  Summe  der   beiden  Ausdrücke   in   der  Klammer   des  zweiten  Theiles  der  vor 
stehenden  Gleichung 
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A0.2 
und  für  die  Summe  aller  drei  Ausdrücke 

A  +  A^A" 

®* 

ergibt.    Es  ist  also: 

{^rsine^  +  Cr^sfoeO'  +  Co^sinO*  =  (A  +  A'  +  A")  .  ~- .  (11) 

Der  erste  Theil  dieser  Gleichung  bedeutet  die  Summe  der  Quadrate  der  zwischen  je  zwei  der  drei 
zugeordneten  halben  Durchmesser  enthaltenen  Parallelogramme,  der  zweite  Theil  ist  gleich  der 
Ouadrat-Summe  der  Producte  je  zweier  der  drei  halben  Axen. 

Die  Summe  der  Quadrate  der  zwischen  je  zwei  von  irgend  drei  zugeordneten 
Durchmessern  einer  gegeb  enen  Fläche  zweiter  Ordnung  enthaltenen  Parallelo- 
gramme ist  constant. 

Es  ist  nur  eine  andere  Deutungsweise  der  letzten  Gleichung,  wenn  wir  sagen,  dass  die  Quadrat- 
Summe  der  Seitenflächen  eines  der  Fläche  umschriebenen  Parallelepipeds,  dessen  Kanten  irgend  drei 
zugeordneten  Durchmessern  parallel  sind ,  oder  auch  dass  die  Quadrat-Summe  der  Flächen  dreier 
Durchschnitts-Curvcn  der  Fläche,  die  in  irgend  drei  zugeordneten  Diametral- Ebenen  liegen,  con- 
stant ist. 

Dividiren  wir  die  letzte  Gleichung  durch  die  Gleichung  (10),  so  kommt,  indem  wir  zugleich  be- 
rücksichtigen, dass. 

sine"sindv/  s=s  sine' sind"'  =  sinesintf,  (12) 

die  folgende  Gleichung: 

yy +  fcy2  +  tw  * = -  ^ + a' + ^  ?•     ^ 

Die  geometrische  Deutung  dieser  Gleichung  gibt  den  folgenden  Satz: 

Wenn  man  von  einem  Endpuncte  jedes  von  drei  zugeordneten  Durchmessern 
auf  die  Ebenen  der  jedesmaligen  beiden  andern  ein  Perpendikel  fällt,  so  ist  die 
Quadrat-Summe  der  reciproken  Werthe  solcher  drei  Perpendikel  constant. 

Diese  Perpendikel  können  wir  auch  als  die  Projectionen  der  drei  zugeordneten  Durchmesser  auf 
solche  drei  gerade  Linien,  die  auf  den  drei  entsprechenden  Diametral -Ebenen  senkrecht  stehen, 
bezeichnen. 

121.     Aus  den  Gleichungen  (5)  ergibt  sich  ferner : 

P*+«H^   =M|i+(l+a^)|^+0  +  «'2  +  ^2)|;|- 

Die  Summe  der  beiden  ersten  Glieder   in   der  Klammer   des  zweiten  Theiles  der  vorstehenden  Glei- 
chung ist: 

A+A' 

».2 

und  für  das  dritte  Glied  erhält  man,  für  a'  und  £'  die  Werthe  eingesetzt  und  zugleich  die  identischen 
Gleichungen  IV  der  10.  Nummer  berücksichtigt: 

21* 
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(Si)2+(^03)'2+(^i3)2  =  S  +  St  +  Ha  _  A+A' 
S,03  ©3  S.2     ' 

Es  kommt  also: 

p2  +  a<x  +  Ta  =  _  (S  +  Sl  +  S2)^-— ,  (14) 

und  da  der  zweite  Theii  dieser  Gleichung  der  Quadrat-Summe  der  drei  Halb-Axen  der  Fläche  gleich 
ist,  ist  hiermit  der  nachstehende  Satz  bewiesen. 

Die  Quadrat-Summe  irgend  dreier  zugeordneter  Durchmesser  einer  [gegebe- 
nen Fläche  zweiter  Ordnung  ist  constant. 

Ist  diese  Summe,  in  dem  Falle  eines  Hyperboloids,  insbesondere  für  die  drei  Axcn  gleich  Null, 
so  ist  sie  es  also  auch  für  je  drei  zugeordnete  Durchmesser. 

Wir  können  den  eben  bewiesenen  Satz  auch  aus  dem  entsprechenden  Satze  der  Ebene,  dass  für 
einen  gegebenen  Kegelschnitt  die  Quadrat-Summe  irgend  zweier  zugeordneten  Durchmesser  constant 
ist,  ableiten.  Es  seien  zu  diesem  Ende  p,  <r  und  t  irgend  drei  zugeordnete  Durchmesser  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  und  überdiess  p'  irgend  ein  vierter  Halb-Durchmesser  derselben.  Dann  kön- 
nen wir  in  der  Ebene  von  <r  und  t  statt  dieser  beiden  zugeordneten  Halb-Durchmesser  der  Durch- 
schnitts- Curve  zwei  andere  er"  und  t"  in  der  Art  bestimmen,  dass  er"  mit  p  und  p'  in  derselben 
Ebene  liegt,  p,  er"  und  t"  sind  alsdann  drei  neue  zugeordnete  Halb-Durchmesser  der  Fläche. 
Die  beiden  ersten  derselben  können  wir  mit  zwei  andern  p'  und  er"'  vertauschen,  die  in  derselben 
Ebene  zugeordnete  Halb-Durchmesser  der  Durchschnitts-Curve  sind  und  von  welchen  der  eine  mit  dem 
vierten  ursprünglich  beliebig  angenommenen  zusammenfällt.  Endlich  können  wir  noch  in  der  Ebene 
von  er"'  und  t"  diese  beiden  Halb-Durchmesser  mit  irgend  zwei  andern  der  Durchschnitts-Curve,  mit 
a4  und  t',  vertauschen.  Dann  sind  p',  er'  und  t'  drei  Halb-Durchmesser  der  Fläche,  von  denen  einer 
mit  dem  vierten  beliebig  angenommenen  zusammenfällt  und  die  beiden  andern  irgend  zwei  ihm  zu- 
geordnete sind.    Es  ist  aber  nach  dem  angeführten  Satze: 

p2  _j_  a//2    =    p/2  _|_  9tUM9 
a<Jtl  _}_  T"2    =    a/2  _j_  T/2  . 

mithin  auch: 

p2  _^_  0-2  _}_  T2    __    p/2  _|_  o-/2  _|_  T/2# 

Dividircn  wir  die  Gleichung  (13)  durch  die  Gleichung  (9),  indem  wir  zugleich  die  Doppel- 
Gleichung  (12)  berücksichtigen,  so  kommt: 

•  (__i y+  ( L__y*  ( ! y = CB+  *  +  aifäf 

\  <tt sin  e  sind  J        \  px sin e'  sin eV  J        \per  sin  t"  sin  <5"/  *  \$  / 

Wenn  wir  die  Curven  in  jeder  von  irgend  drei  zugeordneten  Diametral-Ebe- 
nen auf  solche  drei  Ebenen  projiciren,  die  auf  dem  jedesmaligen  zugeordneten 
Durchmesser  senkrecht  stehen,  so  ist  die  Quadrat-Summe  der  reeiproken  Werthe 
der  Flächen  solcher  drei  Projectionen  constant. 

122.    Es  sei 

il  +  lUil-! 

p*   X  <T*  ^  T* 


§.  6.    Vollständige  Bestimmung  der  Flächen  zweiter  Ordnung.  165 

die  Gleichung  einer  gegebenen  Fläche  der  zweiten  Ordnung-,  bezogen  auf  irgend  drei  ihrer  zuge- 
ordneten Durchmesser.  Es  sei  ferner  p'  irgend  ein  Halb-Durchmesser,  der  mit  den  Coordinaten- 
Ebenen  (x),  (y)  und  (z)  bezüglich  die  Winkel  $,  S'  und  ä"  bilde.  Alsdann  erhalten  wir  für  die 
Coordinaten  des  Endpunctes  dieses  Durchmessers,  indem  wir  S,  S/  und  ö"  in  der  bisherigen  Bedeu- 
tung lassen: 

sinS  .    sinS7  /   sinS" 

X  ~~  P'*"sinT'        y  ==  p  '  sin  3"        Z  ~"  P  '  sin  5"  * 

Setzen  wir  diese  Werthe  in  die  Gleichung  der  Fläche  ein,  so  kommt: 

\psmSJ  T  VasinSV  ^  Vrsintf'y  j/*  »  U»J 

und  wenn  wir  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung-  (10)  multipliciren  und  zugleich  die  Doppel-Glei- 
chung (12)  berücksichtigen: 

•  1  d>3 

((tt  sine  sin  S) *  -f  (p-rsine'sin£/)i  +  (po- sine"  sin  2?'')^  = —  .-^r— .  (16) 

Es  ist  aber  o-ir sine,  noch  mit  der  Ludolp Ä'schen  Zahl  multiplicirt,  der  Flächen-Inhalt  der  Durch- 
schnitts-Curve  in  der  Ebene  der  beiden  Halb-Durchmesser  er  und  x;  multipliciren  wir  ausserdem 
noch  mit  sinS-,  so  erhalten  wir  diesen  Flächen-Inhalt,  projicirt  auf  eine  Ebene,  welche  auf  dem  be- 
liebigen Halb-Durchmesser  p'  senkrecht  steht,  und  also,  wie  die  Richtung  von  diesem,  durchaus  be- 
liebig angenommen  werden  kann.  Auf  diese  Weise  ergibt  sich  die  geometrische  Deutung  des  ersten 
Theiles  der  vorstehenden  Gleichung  und  somit  der  nachstehende  Satz. 

Wenn  wir  die  drei  Durchschnitts- Curven  einer  gegebenen  Fläche  der  zweiten 
Ordnung  in  irgend  drei  zugeordneten  Diametral-Ebenen  auf  irgend  eine  gege- 
bene Ebene  projiciren,  so  ist  die  Quadrat-Summe  der  drei  Projectionen  constant. 

123.  Es  bleibt  uns  jetzt  nur  noch  übrig,  für  den  Fall  der  beiden  Paraboloide  und  des  parabo- 
lischen Cylinders,  die  Dimensionen  der  Fläche  zu  bestimmen.  Wir  können  diese  Discussion  durch 
eine  einfache  Betrachtung  an  die  Entwickelungen  der  111.  Xummer  anknüpfen. 

Die  nachstehende  Gleichung: 

S6  +  (A+A,+  V0|3>s4+(-i+Hi  +  ^^|iys,  +  e^  =  0j  (1) 

deren  drei  Wurzeln  uns  in  der  111.  Xummer  die  reeiproken  Werthe  der  drei  Halb-Axen-Quadrate 
der  durch  die  allgemeine  Gleichung 

Ax^  +  A'y2  +  A"z2  +  2B"xy  -f-  2B'xz  +  2Bjz  +  2Cx  +  2C'y  +  2C"z  -f  D  =  0  (2) 

dargestellten  Fläche  gegeben  haben,  kann  ebenfalls  zur  Bestimmung  der  Dimensionen  dieser  Fläche 
dienen,  wenn  dieselbe,  durch  das  Verschwinden  von  03,  in  ein  Paraboloid  übergeht.  Alsdann  sind 
sämmtliche  drei  Werthe,  welche  die  Gleichung  (1)  für  s-  gibt,  gleich  Xull,  aber  zugleich  ist  er- 
sichtlich, dass  diese  drei  verschiedenen  Werthe  nicht  unendlich  kleine  Grössen  derselben  Ordnung 
sein  können.  Die  Summe  der  drei  Werthe  ist  nemlich  von  derselben  Ordnung  der  Kleinheit  als  das 
verschwindende  03,  das  ist  also  auch  die  Ordnung  der  Kleinheit  für  den  grössten  dieser  Werthe; 
die  Summe  der  Producte  je  zweier  der  drei  Werthe  ist  von  derselben  Ordnung  als  (©3)*,  woraus 
folgt,  dass  wenigstens  zwei  der  drei  Werthe  von  derselben  Ordnung  als  03  sind;  endlich  ist  das 
Product  der  drei  Werthe  von  derselben  Ordnung  als  (03)+,  woraus  folgt,  dass  der  dritte  Werth  von 
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s2  mit  (@^)2  von  gleicher  Ordnung  der  Kleinheit  ist.  Die  beiden  ersten  Wurzel- Werthe  wollen  wir 
zur  Unterscheidung  durch  <r2  bezeichnen.  Indem  wir  von  dem  dritten  Wurzel-Werthe  s'2,  als  einem 
unendlich  Kleinen  höherer  Ordnung-,  absehen,  erhalten  wir  unmittelbar  zur  Bestimmung  von  a'1  die 
quadratische  Gleichung : 

<r*+(A+A'  +  A'O  §*.  *a  +  (£2+ #i +  £)(§*)*=  0.  (3) 

Bezeichnen  wir  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  durch  o7'2  und  o-"'2,  so  ergibt  sich  für  das  Product 
derselben: 


und  da  das  Product  der  drei  Wurzeln  der  ursprünglichen  Gleichung-  (1)  gleich  ist 
so  finden  wir  für  s'2  sogleich  den  nachstehenden  Ausdruck: 

.i !         (©<) 


-  -  -&>+*<+ s-w-  {5) 

Wenn  wir  überhaupt,  in  dem  Falle,  dass  die  Fläche  einen  Mittelpunct  hat  -—  und  wir  wollen 
als  Normal-Fall  ein  Ellipsoid  betrachten  —  den  reeiproken  Werth  der  grössten  Halb-Axe  durch  s 
und  die  reeiproken  Werthe  der  beiden  andern  Halb-Axen   durch  o7  und  a"  bezeichnen,  so  bedeuten 

bekanntlich und die  reeiproken  Werthe  der  halben  Parameter  der  Durchschnitts-Curven 

,      s  s  r 

in  den  beiden  durch  die  grösste  Axe  gehenden  Hauptschnitten.  Dieselbe  Bestimmung  können  wir 
auch  auf  den  Fall  der  Paraboloide  übertrag-en.     Aus  der  Gleichung-  (3)  erhalten  wir 

an  +  *•»  ^   |  CA  +  A,  +  A/0.  _  2  QS2  +  E,  +  S) !  (  §^* 

und  hiernach  und  aus  den  Gleichungen  (4)  und  (5): 

«ft^*»  .  }(A4--V  +  A^-2(g2+gt  +  *){(**  +  Sx  +  *) 

s'2    "^s'2  0>  * 

a*+_    ^  (Si  +  S,  +  S)* 

Die  Quadrate  der  reeiproken  Werthe  der  halben  Parameter  der  Durchschnitts-Curven  in  den  beiden 
Hauptschnitten  des  Paraboloids  sind  hiernach  die  beiden  Wurzeln  der  nachstehenden  in  Beziehung- 
auf q*2  quadratischen  Gleichung: 

^^+\iA  +  A^A^2~2CS,  +  S1  +  S)\tS,  +  S1+S)^ql+CS2  +  S,  +  Sy  =  0.    (6) 

124.     Die  beiden  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  insbesondere  einander  gleich,  wenn 

{A  +  A<  +  A<<)  (Sz  +  St+  SY  \\(A  +  A<  +A«y  -  (S.2+  ->  +  S)\   =0,  (7) 

und  wir  erhalten  alsdann  für  den  gemeinschaftlichen  Werth  derselben: 

l(A-fA'  +  A'0-2-2(  =;,  +  £,  +  S)\(S2  +  Sl  +  S) 
f."T  i 2~$ '  W 
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Die  Gleichung  (7)  wird  erstens  befriedigt,  wenn 

A  +  A;-hA"  —  0: 

eine  Bedingung,   die  aber  nar  in  dem  Falle  des  hyperbolischen  Paraboloids,  wo  nach  der  27.  Num- 
mer <P  positiv  ist  und  3tt  -Hx  und  üf  negativ  sind,  Statt  finden  kann.     Alsdann  kommt: 

q2= ^— 

Die  Curven  in  den  beiden  Hauptschnitten  sind  hier  offenbar  Parabeln,  und  haben  gleichen  Parameter. 
Bezeichnen  wir  denselben  durch  2p,  so  ist: 

1  —  V® 

Die  Gleichung  (7)  wird  zweitens  befriedigt,  wenn 

(A  +  A'  +  A")2  =  4(Ä  +  Ä  -MO, 
wonach   das   Paraboloid,  weil  iT.2,  £it  JSfj  die   unter  sich   im  Zeichen  übereinstimmen,  hier  positiv 
sind,  ein  elliptisches  ist,  wonach  <E>  einen  negativen  Werth  hat.     Alsdann  kommt: 

y  —  i  -r  ^i  4-  —  )~ 


i  — 


V  = 


<P 


und  für  den  halben  Parameter  der  beiden  gleichen,  in  den  beiden  Hauptschnitten  liegenden  Parabeln 
des  elliptischen  Paraboloids: 


1  K_  o, 

P  =  —  =  — c= =  •  (9) 

Das  elliptische  Paraboloid  gehört  in  diesem  Falle  zu  den  Rotations-Flächen,  denen  wir  in  einem 
spätem  Paragraphen  noch  eine  besondere  Aufmerksamkeit  schenken  werden.  *) 

125.  Dasselbe  Verfahren,  welches  wir  in  der  vorigen  Nummer  ang-ewendet  haben,  um  die  Pa- 
rameter der  beiden  Hauptschnitte  eines  gegebenen  Paraboloids  zu  bestimmen ,  können  wir  auch  an- 
wenden, um  den  Parameter  des  Hauptschnittes  eines  parabolischen  CS  linders  zu  finden. 

In  dem  Falle  eines  Cvlinders  überhaupt  reducirt  sich  die  Gleichung  (1)  zur  Bestimmung  der 
reeiproken  Werthe  der  Quadrate  der  beiden  endlichen  Halb-Axen  desselben,  auf  die  folgende: 

s4+(A  +  A/  +  A/0|3#sl  +  (S2+H]+H)^|iJ-:=0>  (10) 

wobei   der  Ausdruck  ■— -  unter  unbestimmter  Form  erscheint  und  beliebig  durch  einen  der  folgenden : 
<j> 


*)     Um  die  beiden  Werthe  von  q  unmittelbar  durch  eine  quadratische  Gleichung   zu  besfimmen,    erhalten   wir 
aus  den  Gleichungen  (3),  (4)  und  (5) 

q'  +  q"  =   ±(A  +  *+A*).    ^(-  ^L±^L^) 


q'q"  = 


$ 


wonach    der  Coefficient  des    zweiten  Gliedes    dieser  quadratischen  Gleichung  irrational  wird  und  ein  dop- 
peltes Zeichen  zulässt,  was  jedoch,  wenn  wir  bei  q  vom  Zeichen   abstrahiren,  ohne  Bedeutung  ist 
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-—1  *-l 


0./      8l'       ®'      e24-©,+0 

ersetzt  werden  kann  (112).  Dieser  Ausdruck  wird  durch  das  Verschwinden  von  £2i  &\  un(l  ~> 
wenn  der  Cylinder  in  einen  parabolischen  ausartet,  gleich  Null  und  mit  ihm  die  beiden  Wurzeln  der 
vorstehenden  Gleichung.  Es  ist  aber  ersichtlich,  dass  diese  beiden  Wurzeln  nicht  unendlich  kleine 
Grössen  derselben  Ordnung  sind,  sondern  dass  die  grössere  Wurzel,  die  wir  durch  a3  unterscheiden 

©3 

wollen,  von  derselben  Ordnung-  als  —   ist ,    die    kleinere  sa  aber  von  derselben  Ordnung-  als   das 

Quadrat  dieses  Ausdrucks.  Indem  wir  diese  letztere  gegen  die  erstcre  vernachlässigen,  erhalten  wir 
zur  Bestimmung  von  dieser  unmittelbar: 

„1  ==__(A+A'+A")§-i, 
und  da  in  Folg-e  der  obigen  Gleichung-: 

zur  Bestimmung  der  kleinern  Wurzel: 


3z+3t  +  s  o3 


Hiernach   ergibt  sich  endlich   für   das  Quadrat   des   reeiproken  Werthes  vom  halben  Parameter  des 
Hauptschnittes : 

d*  (A  +  A'-f  A")3      03  _  (A-r-A^A'Q* 

s2  ""       Äf+Äi+Ä   "*  ""       02+0TT®~"' 

Der  halbe  Parameter  ist  gleich: 


L'  +  A"'       V       A-r-A'+A'V' 


<r*        A-fA'-f-A" 

und  dieser  Ausdruck  ist  immer  reell,  weil  für  den  parabolischen  Cylinder  A,  A'  und  A"  unter  sich 
im  Zeichen  übereinstimmen,  aber  mit  jedem  der  drei  Ausdrücke  0f,  0,  und  0  entgegengesetztes 
Zeichen  haben.     Es  ist  in  Folge  des  Verschwindens  von  £",,  JE?,,  3: 

—  0i==   AC'2  -f  A'C«  —  2CCB", 

—  0,  ==    AC"*  -f  A"C  *  —  2CC//B/ , 

—  0    =  A'C" 2  -f  A"C *  —  2  C'C'B . 

126.  Nachdem  wir  in  dem  Vorstehenden  die  Axen  der  Flächen  zweiter  Ordnung  nicht  nur  der 
Richtung-,  sondern  auch  der  Grösse  nach,  bestimmt  haben,  sind  diese  Flächen  vollkommen  bekannt. 
Ein  Blick  auf  die  Gleichung  (8)  der  111.  Nummer,  deren  Wurzeln  die  drei  Halb-Axen-Quadrate  der 
durch  die  allgemeine  Gleichung: 

Ax*-fA'y*  +  A"za-r-2B"xy-r-2B'xz-f  2Byz-f  2Cx  +  2C'y  -f  2C"z-f  D  ==  Q,  =  0,  (1) 
dargestellten  Fläche  sind,  zeigt  uns,  dass  das  Vcrhältniss  dieser  Axen  unabhängig  ist  von  <I>  und 
also  auch  dann  noch  bestimmbar  bleibt,  wenn,  durch  das  Verschwinden  von  <I>,  die  Fläche  in  einen 
Kegel  oder  einen  cllipsoidischen  Punct  ausartet.  Durch  dieses  Axcn-Verhältniss  ist  die  Natur  der 
Fläche    und  hiernach    sind   durch   c]>    die   Dimensionen    derselben   bestimmt.     Alle  Flächen,    welche 
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dasselbe  Axen- Verhältniss  haben,  heissen  ähnliche.  Ein-  und  zweischalige  Hyperboloide,  welche 
denselben  Asymptoten-Kegel  haben,  sind  hiernach  unter  einander  und  mit  diesem  ähnliche  Flächen 
zweiter  Ordnung.  Mit  reellen  und  imaginären  Ellipsoiden,  deren  Axcn-Verhältniss  dasselbe  ist, 
gehört  ein  ellipsoidischer  Puuct  als  ähnliche  Fläche  zweiter  Ordnung  zusammen.  Die  Natur  eines 
Kegels  (und  ellipsoidischen  Punctes),  die  in  dem  Vorstehenden  noch  unbestimmt  geblieben  ist,  wird 
durch  das  Verhältniss  der  drei  Axen  vollkommen  characterisirt.  Um  dieses  Verhältniss  zu  finden, 
ist  es  aber  nicht  nothwendig,  vorher  die  Axen  selbst  zu  bestimmen. 

Nennen  wir  überhaupt  die  drei  Halb-Axen  einer  gegebenen  Fläche  zweiter  Ordnung  a,  ß  und  y, 

so  bedeuten,  wenn  a  und  ß  beide  reell  oder  auch  beide  imaginär  sind,  —  und  —    die    trigonometri- 

sehen  Tangenten  der  Hälfte  derjenigen  beiden  Neben-Winkel,  welche  von  den  beiden  gleichen  zuge- 
ordneten Durchmessern  der  Durchschnitts-Curve  in  dem,  die  beiden  Halb-Axen  a  und  ß  enthaltenden, 
Hauptschnitte  oder  in  einer  beliebigen ,  diesem  Hauptschnitte  parallelen,  Ebene  gebildet  werden. 
Bezeichnen  wir  die  fraglichen  Nebenwinkel  durch  $  und  (je  —  4)  >  so  kommt : 

a*  -f  ß* 


und  da  überhaupt: 


so  ergibt  sich: 


tang  |$  +  cotg  |  g  jfa 
tang | §  +  cotg  \%  = 


aß 


isin$ 


2*P* 

Wenn  eine  der  beiden  Halb-Axen  a  und  ß  reell  und  die  andere  imaginär  ist,  so  wird  die 
Durchschnitts-Curve,  welche  in  der  vorigen  Voraussetzung  eine  reelle  oder  imaginäre  Ellipse  war, 
nun  eine  Hyperbel.  Dann  wird  der  Winkel  4  imaginär;  nach  bekannter  Formel  ist  aber,  wenn  wir 
die  Asymptoten- Winkel  der  Hyperbel  durch  a  und  (je —  6))  bezeichnen, 

sin  2  4  =  —  tang  2  o , 
und  somit  ergibt  sich: 

tangö=±^=i. 

Gleichzeitig  sind  also  in  dem  einen  Falle  die  Winkel  der  gleichen  zugeordneten  Durchmesser,  in 
dem  andern  Falle  die  Asymptoten -Winkel  durch  das  Verhältniss  der  beiden  Halb-Axen  a  und  ß 
gegeben. 

127.  Den  nächsten  Entwickelungen  wollen  wir,  statt  der  Gleichung  (8),  die  Gleichung  (7)  der 
111.  Nummer,  deren  drei  Wurzeln  die  reeiproken  Werthe  der  drei  Halb-Axen-Quadrate  der  Fläche 
(1)  sind,  also : 

111 
tt*f        pä»        Y1* 

zu  Grunde  legen  und,  mit  Rücksicht  auf  die  Bemerkungen  zu  Anfang  der  vorigen  Nummer,  diese 
Gleichung,  indem  wir  <£  der  Einheit  gleich  setzen,  sogleich  mit  der  nachstehenden  vertauschen: 
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Die  folgenden  drei  Ausdrücke: 

sind  hiernach  die  drei  Wurzeln  einer  neuen  Gleichung  dritten  Grades,  deren  Coefficienten  sich  auf 
bekannte  Weise  aus  den  Coefficienten  der  Gleichung  (2)  ableiten  lassen.  Wir  brauchen  zu  diesem 
Ende  bloss  in  den  Entwickelnden  der  beigefügten  Note  *)  a,  b,  c  mit  a2,  §'1,  y2  zu  vertauschen  und 


*)     Es  sei 

w3  +  pw2  -f-  qw  +  r  =  0 

eine  gegebene  Gleichung  des  dritten  Grades  und  a,  b,  c  seien  ihre  drei  Wurzeln.  Symmetrische  Func- 
tionen dieser  Wurzeln  wollen  wir,  der  Kürze  halber  durch  ein  einzelnes  Glied  derselben,  das  wir  um- 
klammern, darstellen,  in  der  Art,  dass  wir  zum  Beispiel 

a2b-f  a*c-J-b'a-r-b«c+  c2a-f  c'b  ==  [a2b] 


setzen.    Alsdann  ist 


ferner  ergibt  sich; 


—  p  =  [a],        q  =  [ab],        —  r  =  abc ; 


_pq  =  [a2b]-f  3abc, 
—  p3  =  [a3]  +  3[a2b]  +6abc, 
y  __  jyb3]  +  3abc[a2b]+6aib2c2, 
und  hieraus: 

[a2b]  =  -pq  +  3r, 
[a3]  =  ~P3+3pq-3r, 
[a3b3]  =  q3  —  3pqr  +  3r2. 

Die  folgenden  drei  Ausdrücke: 

1    0+b)*        i   (a  ±  c)  *        *   g  4-  c)2 

**       ab       !         *'       aT-'         »'        bc~ 

sind,  wenn  wir  der  Kürze  wegen: 

(a-f  b)2        (a+c)2        (b  +  c)* 
~r  ""       ab         +        ac        +        bc        ' 

(a-fb)*(a  +  c)*  _  _  (a-f-b)2(b+c)2  (a-f-c)2  (b-f  c)2 

U  =  a*bc  "  ab2c  abc*  ■ 

\(a  +  b)(a  +  c)(b  +  c)(* 


1 


**: 


abc 
setzen,  die  drei  Wurzeln  der  nachstehenden  Gleichung  des  dritten  Grades: 

*3+£Pt2  +  TVQt+£R  =  0, 

deren  Coefficineten  als  symmetrische  Functionen  der  Wurzein  der  ursprünglichen  Gleichung  sich  durch  die 
Coefficienten  dieser  letzteren  ausdrücken  lassen.     Entwickeln  wir  zu  diesem  Ende,  so  findeu  wir 
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p  =  -  (A  +  A'-f  A")03, 

r  =  -(03)S 

zu  setzen.    Die  Gleichung 

t3  +  ^  +  TVQt-}-JjR=0  (3) 

ist  alsdann  die  verlangte,  wobei 

(A  +  A'+A'Q  (£,+  £! +  5)  ,  0 
-P  =  ^  +3, 

_         (S4 +  £,  +  £)»         }&,+  *,  +  ,g-(A+A'  +  A")»t(A  +  A'  +  A")    ,    0 
Q  = _ _ +3, 

KA  +  A'  +  A'QCgi+g.  +  g)  \* 

Die  drei  Wurzeln  der  Gleichung  (3)  sind  nothwendig  reell,  weil  es  die  drei  Wurzel- Quadrate 
der  Gleichung    (2)  sind.    Da  ferner    das  letzte  Glied ,  in  Folge    des   vorstehenden  Werthes  von  R, 


(a  +  b)2c  +  (a  +  c)*b  +  Q  +  c)2a 
~~F  ~  abc 


abc 


+  6, 


«$  +  * 

(a-f  b)*  (a  +  c)2bc  +  (a+  b)2(b  +  c)2ac  +  (a+  c)'2(b  +  c)*ab 

[a'b*]     .     [a3]+5[a*b] 


a2b2c2     '  abc 

q3      (q  — Pa)P 


+  12, 


-im'- 

Die   drei   Coefficienten  P,  Q  und  R    können   nicht    von    einander   unabhängig   sein ;    dem  entsprechend 
ergibt  sich : 

-R  =  (P+4)2. 

Es  ist  klar,  dass  wir  die  drei  Wurzeln  der  ursprünglichen  Gleichung  auch  mit  ihren  reciproken  Wer- 
then  vertauschen  können;  an  die  Stelle  der  ursprünglichen  Gleichung  kann  also  auch  die  folgende: 

q  p  1 

W3  +  JLW2  +  ilw  +  _  _  o, 

r  r  r 

treten. 

22* 
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negativ  ist,  so  sind  nur  zwei  Fälle  möglich.  Es  können  erstens  die  Wurzeln  alle  drei  positiv 
sein  und  dann  bedeuten  sie  die  reeiproken  "Werthe  der  Quadrate  der  Sinus  der  von  den  gleichen 
Durchmessern  der  Durchschnitts-Curven  in  den  drei  Hauptschnitten  gebildeten  Winkel.  Das  ist  der 
Fall  der  ellipsoidischen  Flächen.  Es  kann  zweitens  eine  Wurzel  positiv  sein,  während  die  beiden 
andern  negativ  sind.  Das  ist  der  Fall  der  hyperbolischen  Flächen,  mit  Einschluss  des  Kegels.  Die 
positive  Wurzel  behält  hier  die  obige  Bedeutung  und  bezieht  sich  auf  denjenigen  Hauptschnitt,  wel- 
cher die  Fläche  in  einer  reellen,  imaginären  oder  verschwindenden  Ellipse  schneidet.  Die  beiden 
negativen  Wurzeln  bedeuten,  mit  verändertem,  positivem  Zeichen  genommen,  die  Quadrate  der  Cotan- 
genten  der  von  den  Asymptoten  der  Durchschnitts -Hyperbeln  in  den  beiden  andern  Hauptschnitten 
gebildeten  Winkel.  Für  den  Fall  der  Kegelfläche  sind  diese  Winkel  diejenigen,  unter  welchen,  wenn 
wir  aus  der  Fläche  irgend  einen  geraden  elliptischen  Kegel  schneiden,  die  beiden  Axen  der  Basis, 
von  der  Spitze  aus,  gesehen  werden.  Der  eine  dieser  beiden  Winkel  ist  der  grösste,  den  über- 
haupt irgend  zwei  Kegelseiten  mit  einander  bilden,  der  andere  der  kleinste ,  den  irgend  zwei  Seiten 
des  Kegels,  die  mit  der  Axe  desselben  in  einerlei  Ebene  liegen,  mit  einander  biiden.  Da  jeder  Seite 
des  Asymptoten -Kegels  eines  einschaligen  Hyperboloids  eine  Linie  in  jeder  der  beiden  Erzeugungs- 
weisen des  letztern  parallel  ist,  so  folgt  aus  der  ersten  der  vorstehenden  Bemerkungen,  dass,  wenn 
die  Gleichung  (1)  eine  Fläche  dieser  Art  darstellt,  eine  Wurzel  der  Gleichung  (3)  das  Quadrat  der 
Cotangcnte  des  grössten  Winkels  ist,  unter  welchem  irgend  zwei  Linien  der  beiden  Erzeugungen  auf 
der  Fläche  sich  schneiden,  oder  auch  des  grössten  Winkels,  den  die  Richtungen  irgend  zweier 
Linien  derselben  Erzeugung  mit  einander  bilden. 

In  dem  Falle  ellipsoidischer  Flächen  wollen  wir  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung  (3)  durch 

1  1  1 

sin**'         sin'^''        sin '£"' 

in  dem  Falle  hyperbolischer  Flächen  durch 

TT" ,         —  ™tg  2  oj  ,        —  cotg  2  «' 


sin 

bezeichnen. 

Es  kann  eine  der  drei  Wurzeln  der  Gleichung  (3)  nur  in  dem  Falle  des  Hyperboloids  ver- 
schwinden ,  wenn ,  indem  die  Durchschnitts-Curve  in  einem  der  drei  Hauptschnitte  eine  gleichseitige 
Hyperbel  wird,  etwa  »'  gleich  einem  rechten  Winkel  ist.    Diess  fordert 

(A  +  A'  +  A'OC^  +  ^+tO  =  03, 
und  gibt  alsdann 

—  ^P  =      .  —  cotg'2«   =  1, 

4  sin l ;  ö 

oder,  was  von  Vorne  herein  klar  ist: 


•;  =  *. 


Wir  haben  früher  schon  die  beiden  besondern  Fälle  hervorgehoben,  dass  einmal: 

A  +  A'-f-A"  =  0, 
das  andere  Mal: 

H»  +  S,  +  M  =  o. 
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Im  erstem  Falle  lassen  sich  dem  gegebenen  Kegel,  oder  überhaupt  dem  Asymptoten -Kegel  der  ge- 
gebenen Fläche,  rechtwinklige  dreiseitige  Ecken  ein-,  im  zweiten  Falle  umschreiben  (114,  115). 
In  beiden  Fällen  ergibt  sich  gleichmässig 

P  =  -3,  R  =  — 1, 

und  hieraus,  wenn  wir  8  und  R  durch  die  Wurzeln  der  Gleichung  (33  ausdrücken: 

1  3 

cotg^o+cotg*«'  =  — ^__, 

sini; 
cotgwcotgo/  =  — —  . 

o 

128.  Wenn  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  durch  die  allgemeine  Gleichung-  (1)  dargestellt 
werden,  ähnliche  sein  sollen,  so  muss  die  Constanten-Bestimmung  in  dieser  Gleichung"  von  der  Art 
sein,  dass  die  drei  Coefficienten  der  Gleichung-  (3)  dieselben  Werthe  behalten.  Während  wir,  um 
auszudrücken,  dass  Flächen  zweiter  Ordnung  identische  sind,  indem  wir  die  Gleichung  (8)  der  111. 
Nummer  an  die  Stelle  der  obig-en  Gleichung  (3)  setzen,  drei  Bedingungs-Gleichungen  erhalten,  er- 
geben sich  hier,  in  Folge  der  Abhängigkeit  der  drei  Coefficienten  der  letztgenannten  Gleichung  von 
einander,  nur  zwei  Bedingungs-Gleichungen,  für  welche  wir  die  folgenden  nehmen  können : 

(A  +  A'  +  A")(g,  +  ,g+|g) 

e3 =*' 

C^+^+g)»       (A  +  A'+A")3 

©3*  +  ©3 

wobei  x  und  vJ  zwei  ein  für  alle  Mal  bestimmte  Constanten  bedeuten. 

129.  Die  Discussion  des  Falles  der  beiden  Paraboloide  knüpft  sich  am  einfachsten  an  die 
Gleichung  (3)  der  123.  Nummer: 

<r*  +  (A  +  A'  +  A")|L.  ^  +  (»2  +  S1+S)^J2  =  0. 

03 
Das  Verhältniss  der  beiden  Wurzel  -  Quadrate  dieser  Gleichung  ist  unabhängig  von    —   und    bleibt 

also    auch  dann   unverändert,  wenn,   für  den  Fall   der    beiden  Paraboloide,   dieser  Ausdruck  ver- 
schwindet.   Bezeichnen  wir  die  beiden  Wurzel-Quadrate  durch 

1_         1_ 

OL1  '  ßl 

und  setzen,  analog  wie  in  der  127.  Nummer: 

4a2  ß* 


sin2  4  =  —  tang-2  w   = 


so  ergibt  sich  unmittelbar: 


sin2!  =  —  tang-'2  oi  =  4  . 


(A  +  A'+A")*" 

Wenn  das  Paraboloid  ein  elliptisches  ist,  so  sind  H2,  H,  und  S,  die  im  Zeichen  immer  über- 
einstimmen,   positiv,  und  %  bedeutet  den  Winkel,    den  die  gleichen  zugeordneteu  Durchmesser  der- 
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jenigen  Durchschnitts-Ellipsen  der  Fläche,  deren  Ebenen  auf  der  Axe  derselben  senkrecht  stehen,  mit 

einander  bilden. 

Wenn  das  Paraboloid  ein  hyperbolisches  ist,  so  sind  JE?,,  H4  und  £  neg-ativ  und  w  bedeutet 
die  Asymptoten -Winkel  derjenigen  Durchschnitts -Hyperbeln,  deren  Ebenen  auf  der  Axe  der  Fläche 
senkrecht  stehen;  insbesondere  die  Winkel,  welche  diejenigen  beiden  Erzeugenden,  die  in  der  Tan- 
gcntial-Ebenc  im  Scheitel  der  Fläche  liegen,  mit  einander  bilden.  Endlich  künnen  wir  diese  Winkel 
auch  als  diejenigen  bezeichnen,  unter  welchen  zwei  Ebenen,  denen  die  Linien  der  beiden  Erzeugun- 
gen in  allen  ihren  Lagen  parallel  bleiben,  sich  schneiden.*) 

Die  Natur  der  Paraboloide  ist  bezüglich  durch  den  Winkel  i;  oder  den  Winkel  i>)  characterisirt. 
Solche  Paraboloide  sind  unter  einander  ähnlich,  für  welche  dieser  Winkel  derselbe,  also  der  Ausdruck 

s2  +  gt+s 

(A-r-A'  +  A")'2 
constant  ist. 


Rotations  -  Flächen.  Hreisschnitte  der  Flächen  zweiter  Ordnung* 

Hreispuncte. 

130.     Wir  haben  in  dem  vorigen  Paragraphen  diejenig-en  Flächen,  welche,  unter  der  Voraus- 
setzung rechtwinkliger  Coordinaten  durch  die  allgemeine  Gleichung 

Ax2  +  A'y  2  +  A"z2  +  2B"xy  +  2B'xz  +  2B\z  +  2Cx  +  2C'y  +  2C"z  +  D  =  0  Cl) 

dargestellt  wurden,  vollständig  discutirt.  Nur  einen  besondern  Fall  haben  wir  hierbei  noch  tiner- 
ortert  gelassen,  nemlich  den  Fall,  dass  die  Fläche  eine  Rotations-Fläche  ist.  Diesem  wollen  wir 
die  nächstfolgenden  Entwicklungen  widmen  und  zuvörderst  wieder  (95),  unter  der  Voraussetzung, 
dass  die  Fläche  einen  Mittclpunct  habe,  statt  der  allgemeinen  Gleichung,  indem  wir 


*)     Wenn    ivir    die   Entwicklungsweise    der  118.  Nummer  beibehalten  und  nur,    damit  die    dortige  Gleichung 
(1)  mit  der  vorstehenden  Gleichung  (1)  des  Textes  übereinstimme, 

—  M  ==  2Cx  +  2C'y  +  2C"z  +  D  =  aw 

setzen,  so  erhalten  wir  für  den  Fall  der  beiden  Paraboloide  durch  das  Verschwinden  von  ©j 

Ax,a  +  =V,*+<iw  =  0, 
oder  auch 

(Ax,  +  »%.  y,)  (Ax,  -  KWh  v,)  +  A«w  -  0. 

Die  Winkel  co  sind  hiernach  diejenigen,  welche  die  beiden  Ebenen,  deren  Gleichungen 

ax,±  ^ätoy>  o, 

oder,  in  dein  ursprünglichen  Coordinaten-Systome,  die  folgenden  sind: 

A(x  +  a"y  +  a/z)  ±  Kä^  (y  +  b'z)  ==  0, 

mit  einander  bilden.     Auf  diesem  Wege  finden   wir  denselben  Ausdruck  für  lang  o  als  im  Texte. 
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i 

setzen,  die  folgende  zu  Grunde  legen: 

Ax*  +  A'y2  +  A"z*  +  2B"xy  -f  2B'xz  -f-  2Byz  =  M.  (2) 

Wir  haben  in  der  104.  Nummer  nachgewiesen,  dass  die  beiden  Gleichungen: 

(Aa  4-B"b  +  BQ  —  (B'a  +  Bb  +  A")a  =  o, 

(B"a  +  A'b  +  B)  —  (B'a  +  Bb  +  A")  b  =  0,  ^ 

für  a  und  b  immer  drei  reelle  Werthen-Paarc  geben,  und  hieraus  den  Schluss  gezogen,  dass  jede 
Fläche  der  zweiten  Ordnung  drei  reelle  Axen-Richtungcn  hat.  In  particulären  Fällen  können  indess 
die  vorstehenden  beiden  Gleichungen  einen  gemeinschaftlichen  Factor  des  ersten  Grades  in  a  und  b 
haben.    Diesem  entspricht,  dass  sie  sich  auf  die  folgende  Form  bringen  lassen: 

B'Ca+kb  +  OCa— m)  =  0, 
B'(a+kb  +  l)(b  —  n)  =  0  . 

Alsdann  ist  durch 

a  =  m ,  b  =  n, 

die  Richtung  einer  Axe,  wie  bisher,  vollkommen  bestimmt,  während  die  Richtungen  der  beiden  andern 
(auf  einander  senkrechten)  Axen,  unter  der  Bedingung,  dass  für  jede  derselben  die  Gleichung 

a  +  kb  -f  1  =0 

befriedigt  werde ,  beliebig  angenommen  werden  können.  Es  folgt  hieraus ,  dass  der  auf  der  ersten 
Axen-Richtung  senkrechte,  die  jedesmaligen  beiden  andern  Axen  enthaltende,  Hauptschnitt  ein  Kreis 
ist,  bei  welchem  bekanntlich  irgend  zwei  beliebige,  auf  einander  senkrecht  stehende,  Durchmesser 
zugeordnete  sind.  In  dem  bezeichneten  Falle  ist  die  gegebene  Fläche  der  zweiten  Ordnung  eine 
Rotations-Fläche,  die  zuerst  bestimmte  Axe  die  Rotations-Axe,  die  Ebene  des  auf  ihr 
senkrechten  Hauptschnittes  die  Aequatorial -Ebene  und  jede  durch  die  Rotations-Axe  gehende 
Ebene  eine  Meridian- Ebene  der  Fläche. 

Den  obigen  Form-Bestimmungen  entsprechend,  erhalten  wir  die  nachstehende  identische  Gleichung: 

|  Aa  -f  B"b  -f-  B'  —  (B'a  -f-  Bb  +  A")a  {  (b  —  n) 
sä  }B"a+A'b  +  B  —  (B'a  +  Bb-f  A"jb  {  (a-m), 
oder  vereinfacht : 

(Aa  +  B"b  -f  BO  (b  —  n)  +  (B'a  -f  Bb  +  A")  an 
=  (B"a  -r-  A'b  -f  B)  (a  —  m)  -f-  (B'a  +  Bb  -f  A")  bm , 

und  diese  identische  Gleichung  löset  sich  in  die  nachstehenden  sechs  Gleichungen  auf: 

B'n  =  B",        Bm  ==  B",        B'n  =  Bm ,  (4) 

Bn-j-A  =  B'm  +  A',        j 
CA"— A)n  =  B-B"m,         j   (5) 
B'— B"n  =  (A"  —  A')m.  | 

Die  drei  Gleichungen  (4)  geben  übereinstimmend: 

m==B-'  n==F'  (6) 
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Die  drei  Gleichungen  (5)  können  zunächst  auf  nachstehende  Weise  geschrieben  werden : 

A-B'm  =  A'-Bn, 

A-B".-  =  A"-B.i, 
n  n 

A'-B".-  =  A"-B'.i, 
m  in 

und  lassen  sich  dann,  indem  man  für  m  und  n  die  eben  gefundenen  Werthe  einsetzt,  in  folgende 
Doppel-Gleichung  zusammenfassen : 

*_*»l_A'--25i_v'-—  ™ 

A  ß  Ä   -  ß/        Ä  ß//     9  V'i 

welche  somit  die  beiden  Bedingungen  ausdrückt ,  unter  welchen  die  gegebene  Fläche  eine  Rotations- 
Fläche  ist.  Nach  der  Bezeichnungsweise  der  10.  Nummer  geht  die  letzte  Doppel-Gleichung  in  die 
nachstehende  über: 

B    ~~  B'        B"  *  l  } 

Um  den  gemeinschaftlichen  Factor  (a  +  kb  -f-  1)  der  beiden  Gleichungen  (3)  zu  bestimmen, 
brauchen  wir  bloss  etwa  die  erste  derselben  durch  (a — m)  zu  dividiren.  Alsdann  ergibt  sich  zu- 
nächst als  Quotient  des  ersten  Theiles  dieser  Gleichung: 

B'a  +  Bb, 
und  als  Rest: 

(A"— A  +  B'm)a  +  (Bm— B")b  —  B', 
ein  Ausdruck,  der,  wenn  wir  für  m  seinen  Werth  aus  (4)  und  für  (A"  —  A)  seinen  Werth  aus  (7) 
einsetzen,  in  den  folgenden  übergeht: 

BB'  n/         BB' 

— >.*-Vm  -ß^(a-m). 

Der  vollständige  Quotient  ist  also: 

I    mtWJ  ßß/ 

B'a  +  Bb  +  -gjj-  ==  B'(a  +  kb  + 1).  (?) 

131.    Wenn  die  durch  die  allgemeine  Gleichung 

Ax 2  +  A'r*  +  A"z2  -f-  2B"xy  +  2B'xz  +  2Byz  +  2Cx  -f  2C'y  +  2C"z  +  D  =  0  (1) 

dargestellte  Fläche  einen  Mittelpunct  hat,  und  wir  die  Coordinaten  dieses  Mittelpunctes  durch  z',  >' 
und  x'  bezeichnen,  so  wird,  nach  dem  Vorstehenden,  die  Rotations-Axe  durch  die  folgenden 
Gleichungen  dargestellt: 

x  —  x'  =s  m(z  —  z'),  y  —  y'  =  n(z — z'), 

welche,  indem  wir  für  m  und  n  die  obigen  Werthe  substituiren,  in  die  folgende  Doppel -Gleichung 
übergehen : 

B(x-x')  =  B'(y— y')  =  B"(z—  z').  (10) 

Nehmen  wir  ferner: 

x-x'  =  a(z-zO,  (y  — y')  =  b(z-z), 
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für  die  Gleichungen  einer  der  unendlich  vielen  Axen,  die  auf  der  Rotations-Axe  senkrecht  stehen,  so 
müssen  a  und  b  den  ersten  Theil  der  identischen  Gleichuug  (9)  befriedigen,  wonach 

B  ~*~  B'  "*"  B"  ~~ 

Eliminiren  wir  a  und  b  zwischen  den  letzten  drei  Gleichungen ,  so  kommt : 

x — x'  .    y  —  >'       z  —  z' 

für  die  Gleichung  der  Aequatorial-Ebene. 

Dieselbe  Gleichung  hätten  wir  auch  unmittelbar  durch  die  Erwägung  erhalten  können,  dass  die 
Aequatorial-Ebene  auf  der  Rotations-Axe  senkrecht  steht. 

132.  Für  den  Fall  der  beiden  Paraboloide  ist  die  Richtung  der  eigentlichen  Axe  durch  die 
folgenden  beiden  Gleichungen  (107) : 


^23  ^13  i  ^2  3    _  ^ 


b    = 


03 


w  w     '  xis 

*0  3  "-*•!  Y13  •-"2. 

gegeben.  Wenn  die  Fläche  eine  Rotations -Fläche  sein  soll,  so  verwandeln  sich  die  vorstehenden 
Ausdrücke,  nach  der  Bedingungs-Gleichung  (8),  die  auch  hier  ihre  Geltung  offenbar  behält,  in  die 
folgenden : 

B"  t         B" 

a  =  F  =  m,  b=^"  =  n- 

Die  Doppel-Gleichung  (10)  stellt  also,  wenn  wir  hier  durch  z',  y'  und  x'  die  Coordinaten  des  Scheitels 
der  Fläche  bezeichnen,  die  Rotations-Axe,  und  die  Gleichung  (11)  die  Tangeutial-Ebene  im  Scheitel  dar. 
(107).  Alle  Durchschnitts-Curven  in  Ebenen,  die  dieser  Tangential-Ebene  parallel  sind,  sind  Kreise. 
Es  ist  klar,  dass  nur  ein  elliptisches  Paraboloid  eine  Rotations-Fiäche  sein  kann,  und,  dem 
entsprechend,  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  dieWerthe  von  H,  J?n  £i,  wenn  03  verschwindet,  in  Folge 
der  Bedingungs-Gleichungen  (8)  sämmtlich  positiv  sind.  Denn  aus  der  Zusammenstellung  der  vor- 
stehenden doppelten  Werthe  für  a  und  b  ergibt  sich: 

B"    _  B"    _ 

TJ3    —  jj     •■wj»  Y03    ß/    *f*2» 

und  wenn  wir  in  den  verschwindenden  Ausdruck  für  @3,    dem  wir  auch  nachstehende   Form  geben 

können: 

a//w    pur      n/ay 

A    i-<2  —  D*03  °   *13» 

substituiren  und  den  gemeinschaftlichen  Factor  B.x  fortlassen: 

BB"        BB" 
A"+-^-  +  -ß-  =0.  (12) 

Neben  diese  Bedingungs- Gleichung  stellen  sich,  nach  dem  Principe  der  Symmetrie,  sogleich  die  fol- 
genden beiden: 

BB'        B'B" 

B  B  02,  a) 

^     B"    ^    B' 

33 
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Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  erhalten  wir  nach  einer  einfachen  Multiplication: 

/BB'V 
St  m  AA'-B"*  =  B*  +  B'*  +  ^—J  ,  (13) 

woraus  wir  sehen,  dass  S2  und  folglich,  nach  den  Gleichungen  IV  der  10.  Nummer,  auch  S,  und  5 
positive  Werthe  haben.  Zugleich  erhalten  wir  hier,  für  den  Fall  des  elliptischen  Rotations -Parabo- 
loids,  die  folgende  symmetrische  Bedingungs-Glcichung: 

ii      «        1  /  BB'    ,    BB"    ,    B'B"V 

Für  den  Fall  des  Cylinders  bestehen  die  Bcdingungs-Gleichungen  (8)  in  Verbindung  mit  den 
Bedingungen,  dass  &3  und  <I>  gleichzeitig  verschwinden.  So  wie  eine  Rotations- Fläche,  was  eben 
bewiesen  worden,  kein  hyperbolisches  Paraboloid  sein  kann,  so  kann  sie  auch  kein  hyperboli- 
scher Cylinder  sein. 

133.  Wenn  wir  zusammenfassen,  so  ist  ersichtlich,  dass  eine  Rotations-Fläche  der  zweiten 
Ordnung  entsteht,  wenn  irgend  eine  Curve  derselben  Ordnung  um  eine  ihrer  beiden,  immer  reellen, 
Axen  sich  dreht.  Diese  Curve  kann  eine  reelle  oder  imaginäre  Ellipse  sein:  dem  ersten  Falle  ent- 
spricht ein  reelles,  dem  zweiten  ein  imaginäres  Rotations-EIlipsoid.  Die  Curve  kann  eine  Hyperbel 
sein,  und  je  nachdem  diese  um  ihre  reelle  oder  imaginäre  Axe  sich  dreht,  entsteht  ein  zweischaliges 
oder  einschaliges  Rotations-Hyperboloid.  Die  Curve  kann  in  ein  System  von  zwei  reellen  oder  ima- 
ginären geraden  Linien  übergehen,  und  sich  um  eine  derjenigen  beiden  immer  reellen  geraden  Linien, 
welche  die  Winkel  derselben  halbiren,  drehen:  dann  ergibt  sich  ein  Rotations-Kegel  oder  Rotations- 
Punct.  Dreht  sich  eine  Parabel  um  ihre  eigentliche  Axe,  so  entsteht  ein  Rotations-Paraboloid ; 
drehen  sich  zwei  reelle  oder  imaginäre  oder  zusammenfallende  parallele  gerade  Linien  um  ihre 
Mittel-Linie,  so  geht  ein  Rotations-Cylinder  hervor,  der  reell  oder  imaginär  ist,  oder  in  eine  gerade 
Linie  ausartet. 

In  den  Fällen  der  Parabel  und  zweier  Parallel-Linien  liegt  die  zweite  Axe  unendlich  weit:  eine 
Drehung  um  eine  solche  Linie  aber  ist  eine  parallele  Verschiebung  nach  einer  Richtung,  die  auf  der 
Ebene  der  Parabel  und  der  beiden  Parallel-Linien  steht ;  so  dass  einmal  ein  parabolischer  Cylinder, 
das  andere  Mal  ein  System  zweier  parallelen  Ebenen,  die  reell  und  imaginär  sein  und  auch  zusammen- 
fallen können,  hervorgeht.  Hiermit  in  Uebereinstimmung  lassen  sich  aus  den  drei  Bedingungs- 
Glcichungcn 

2i  =  0,        £,  =  0,        E  =  0, 

die  Bcdingungs- Gleichungen  (8),  welche  überhaupt  anzeigen,   dass  die  bezügliche  Fläche  eine  Rota- 
tions-Flächc  ist,  sogleich  ableiten. 

134.  Wenn  die  beiden  Gleichungen  (1)  identisch  werden,  und  dicss  fordert: 

A  =  A'  =  A",  B  =  B'  =  B", 

so   kann  die  Richtung  jeder  beliebigen  geraden  Linie  als  Axcn-Richtung  genommen  werden.     Unter 
diesen  Bedingungen  ist  die  bezügliche  Fläche  eine  Kugel. 

135.  Wenn  wir  überhaupt  eine  Rotations -Fläche,  unter  der  Voraussetzung,  dass  sie  einen 
Mittclpunct  hat,  wie  in  der  111.  Nummer  durch  folgende  Gleichung  darstellen: 

Ax*  +  A'y*  +  A"z*  +  &ff"xy  +  2Z?'xz  +  2Byz  =  1, 

m 
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so  gehen  die  Gleichungen  (4)  derselben  Nummer,  wenn  wir  für  a  und  b  die  auf  die  Rotations-Axe 
sich  beziehenden  Werthe  (6)  einsetzen  und  zugleich  den  reciproken  Werth  der  halben  Länge  dieser 
Axe  durch  s  bezeichnen,  in  die  folgenden  über: 

A     '  ~5~"r   B4    ~S  ' 
B'B44      BB4 

'     B4     +   B44    ""     ' 
Addiren  wir  diese  Gleichungen,  so  kommt: 


[B'B44      BB'4        BB'\ 


A  +  A'+A"  +  2(-1ß-  + 

Da  ferner,  wenn  wir  das  Quadrat  des  reciproken  "Werthes  jeder  der  beiden  andern  einander  gleichen 
Halb-Axen  durch  <r'1  bezeichnen  (111,(8)), 

ÄfÄ+  A"  =  s2  +  &r* 
ist,  so  findet  sich,  wenn  wir  abziehen  und  den  gemeinschaftlichen  Factor  2  fortlassen: 

B'B"  .    BB"       BB4 


B4    T    B44 


=  s2  —  <r'K  (15) 


Eliminirt  man   endlich  nach    einander  aus  jeder   der  Gleichungen    (14)   und   der  vorstehenden  s2, 
so  kommt: 

BB4  BB44  B4B44 

#'—jST'='4 —  =  A  -f^L  =  „i.  (16) 

n  js  ti 

Wenn  wir,  der  Kürze  wegen, 

A-\-A4  +  A44  m  2, 

BB4        BB44    ,   B4B44  = 
B44   +    B4    +    B  ' 

setzen,  so  erhalten  wir,  nach  dem  Vorstehenden,  die  folgenden  symmetrischen  Ausdrücke: 

2+211  =  3s2, 

2  —  n  =  3a2 .  ♦)  (17) 


*)  Wenn  einer  der  drei  Coefficienten  B,  B'  B",  etwa  der  letzte  derselben,  verschwindet,  so  verlieren  die 
vorstehenden  Gleichungen  (14)  —  (17)  ihre  unmittelbare  Geltung.  Wir  sehen  zunächst,  dass  alsdann 
zugleich  mit  B"  noch   ein  zweiter  der   drei  Coefficienten,  etwa  B'}  verschwinden  muss.     Dann    erscheint, 

B'B"  B"  0 

wahrend  — - —  verschwindet,  unter  der  unbestimmten  Form  — ,  und  wenn  wir  diesen  Ausdruck  zwi- 

B  B'  0 


sehen  den  beiden  Gleichungen: 


B44  ...      _    B4 


A'-B.-^r  =  A,  A'-B.-^t  =  * 

eliminiren.  so  kommt : 

(A-A4)(A— A4f)  =  Bl, 


23* 
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B 


Wenn  die  Ausdrücke  für  s*  und  a*  beide  positiv  sind,  so  ist  die  Fläche  ein  Rotations-Ellipsoid  oder 
Sphäroid  wenn  beide  negativ  sind,  ist  dieselbe  imaginär.  Wenn  die  Ausdrücke  für  s2  und 
o1  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  ist  die  Fläche  ein  Hyperboloid  und  zwar,  je  nachdem  der  Aus- 
druck für  s2  oder  der  Ausdruck  für  a1  positiv  ist,   ein  zw  eischaliges  oder  ein  cinschaliges. 

136.  Jede  Curve  der  zweiten  Ordnung  mit  einem  Mittelpuncte  hat  bekanntlich  vier  Brennpuncte, 
von  denen  zwei  immer  reell  und  zwei  immer  imaginär  sind.  Dreht  eine  solche  Curve  sich  um 
diejenige  Axe,  auf  welcher  die  beiden  reellen  Brennpuncte  liegen,  so  fallen  die  beiden  reellen  Brenn- 
puncte aller  Meridian-Curvcn  der  entstehenden  Rotations-Fläche  in  dieselben  beiden  Puncte  zusammen 
und  heissen  alsdann  auch  die  beiden  Brennpuncte  dieser  Fläche.  Dreht  sich  hingegen  eine 
Curve  der  zweiten  Ordnung  um  diejenige  Axe,  welche  durch  die  beiden  imaginären  Brennpuncte  geht, 
so  beschreiben  die  beiden  reellen  Brennpuncte  einen  Kreis,  welcher  in  der  Aequatorial-Curve  der 
entstehenden  Rotations -Fläche  liegt  und  der  geometrische  Ort  für  die  Brennpuncte  aller  Meridian- 
Curvcn  ist.  Diesen  Kreis  nennen  wir  den  Focal-Kreis  der  Rotations-Fiäche.  Ein  verlänger- 
tes Sphäroid  entsteht  durch  die  Umdrehung  einer  Ellipse  um  ihre  grosse  Axe,  ein  abgeplattetes 
Sphäroid  durch  die  Umdrehung  einer  Ellipse  um  ihre  kleine  Axe.  Es  unterscheiden  sich  hiernach 
diese  beiden  Arten  von  Ellipsoiden,  zwischen  denen  die  Kugel  den  Uebergang  bildet,  durch  das  Zei- 
chen des  Ausdrucks  von  (s1  —  a'2),  der  im  ersten  Falle  negativ,  im  zweiten  positiv  ist.  Jenem  ent- 
spricht also; 

n  <  0, 
diesem  entspricht: 

n  >  0. 

Im  ersten  Falle  hat  die  Fläche  zwei  Brennpuncte,  aber  keinen  reellen  Focal-Kreis.  Um  auf  der 
Rotations-Axe  die  Lage  von  jenen  zu  bestimmen,  brauchen  wir  bloss  ihren  Abstand  vom  Mittel- 
puncte zu  kennen.    Für  das  Quadrat  desselben  erhalten  wir  sogleich : 


Diese    Gleichung    drückt  also,    in  Verbindung  mit  B"  =t  0  und  B'  SB  0,   aus,   dass  die   fragliche    Fläche 
eine  Rotalions-Fläche  ist.     Ferner  ist  alsdann 

er«  ==  A,  s*  ==  A'  +  A"—A, 

und 

n  =  A'+A"  —  *A. 

Die  geometrische  Not  hw  endig  keit  der  vorstehenden  analytischen  Resultate  ergibt  sich  leicht. 
Eine  Rotations-Flächc  wird  nemlich  von  jeder  durch  den  Mittelpunct  gehenden  Ebene  so  geschnitten,  dass 
ein  Durchmesser  der  Durchschnitts  -Curve  mit  einem  Durchmesser  der  Aequatorial-Curve  zusammenrillt. 
Dieser  Durchmesser  ist,  weil  er  überhaupt  der  grosste  oder  kleinste  Durchmesser  der  Flache  ist,  eine 
Axe  der  Durchschnitts-Curve,  und  fällt,  wenn  Avir  die  Schnitt-Ebene,  welche  eine  ganz  beliebige  Richtung 
hat,  als  Ebene  XZ  nehmen  und  B"  £=  0  setzen,  entweder  mit  der  Coordinatcn- Axe  X  oder  der  Coordi- 
naten-Axe  Y  zusammen.  Findet  das  Erstere  Statt,  so  kommt  s'ri,  Dann  ist  aber  auch  derselbe  Durch- 
messer eine  Axe   der  Durchsi-Iimlts-Curvc  in  der   Coordiuatcn-Ebcnc  XZ  und  somit  auch  B'  =z  0. 

Ebenso  löset  sich  auch  die  Bedingungs-Glcichuiig  (7),  welche  sich  auf  die  Cocfficientcn  der  ursprüng- 
lichen Gleichung  der  Fläche  bezieht,  für  besondere  Lagen  dieser  letztern  gegen  die  Coordinaten-Axen,  in 
die  folgenden  Systeme  von  drei  Gleichungen  auf: 

B"  =  0,  B'  =  0,  (A  —  AQ(A  _  A")— B*   =  0, 

B"  =  0,         B   m  0,         (A' — A)(A'  -A")  — B'2=  0, 
B'   =  0,         B    =  0,  (A"— A)(A"-A')-B"2=  0. 
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1       1  ) 1_  _J I 

7*     ff*  ""    J2+211      z-n(*  (18) 

Im  zweiten  Falle  hat  die  Fläche  keine  reellen  Brennpuncte,  aber  einen  reellen  Focal- Kreis  in  der 
Aequatorial-Ebene,  dessen  Radius  gleich  ist: 

J_      Jl_  J !_  1 ( 

a2     s2  j  2  — n      s+2n^'  t19} 

Ein  zweischaliges  Rotations-Hyperboloid,  für  welches  immer  II  ^>  0,  hat  zwei  reelle  Brennpuncte, 
deren  Abstand  vom  Mittelpuncte  der  Fläche  durch  den  Ausdruck  (19)  bestimmt  ist.  Ein  einschali- 
ges Rotations-Hyperboloid,  für  welches  immer  II  <C  0,  hat  keine  reellen  Brennpuncte,  aber  in  der 
Aequatorial-Curve  einen  reellen  um  den  Mittelpunct  beschriebenen  Focal-Kreis ,  dessen  Radius  dem 
Ausdrucke  (18)  gleich  ist.  • 

Auch  eine  imaginäre  Rotations-Fläche  hat  entweder  zwei  reelle  Brennpuncte  oder  einen  reellen 
Focal-Kreis.  . 

Ein  elliptisches  Rotations-Paraboloid  hat  nur  einen  reellen  Brenn punct,  ein  parabolischer 
Cvlindcr  nur  einen  Focal-Kreis,  der  in  eine  gerade  Linie  ausgeartet  ist. 

137.  Um  die  in  dem  Vorstehenden  entwickelten  Werthe  von  s2  und  a2  durch  die  Coefficieuten 
der  ursprünglichen  Gleichung  der  Fläche 

Axa  +  A'y *  -r-  A"z2  +  2B"xy  +  2B'xz  -f  2Byz  -f  2Cx  +  2C'y  +  2C"z  +  D  =  0 
auszudrücken,  brauchen  wir  bloss  die  Coefficienten   der  zu  Grunde  gelegten  Gleichung   mit  den  ent- 
sprechenden dieser  ursprünglichen  (die  Cursiv-Schrift  mit   der  gewöhnlichen)  zu  vertauschen  und  s2 

und  (x1  mit  M  zu  multipliciren,  indem  wir  für  M,  im  Allgemeinen,  f  — ■>  —  j  und  in  dem  Falle  des 

Cylinders  ( ~j  einsetzen.   (111) 

Für  den  zuletzt  genannten  Fall  des  Cylinders  verschwinden  die  Ausdrücke  für  s2,  wonach: 

2  + 2n  =  0, 
und  für  den  Radius  der  parallelen  Kreis-  und  Hauptschnitte  erhält  man 

I      JL 

<r "~~  v— n' 

wonach  das  Zeichen  von  II  bestimmt,  ob  der  Cylinder  ein  reeller  oder  imaginärer  ist. 

Was  die  Bestimmung  der  Dimensionen  des  Rotations -Paraboloids  betrifft,  so  ist  diese  bereits 
schon  in  der  124.  Nummer  enthalten.  Denn  der  dort  betrachtete  Fall,  dass  die  beiden  Parameter  des 
elliptischen  Paraboloids  einander  gleich  sind,  ist  derjenige,  dass  dieses  Paraboloid  eine  Rotations- 
Fläche  ist.  Die  Gleichungen  (12)  und  (12,  a)  nemlich,  welche  im  letztern  Falle  bestehen  müssen, 
führen,  wenn  wir  addiren,  zu  der  folgenden : 


/  BB'         BB"    ,    B'B"\ 


die,    wenn    wir  quadiren   und  zugleich    die    Gleichung    (13,   a)    berücksichtigen,    die   Bedingungs- 
Gleichung 

(A+  A'  +  A")2  =  4  (Ha  +  S,  +  H) 
liefert,  welche  nach  den  angezogenen  Nummern  ausdrückt,  dass  die  beiden  Parameter  einander  gleich  sind. 
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Der  Abstand  des  Breunpunctcs  des  Rotations  -  Paraboloids  vom  Scheitel  desselben  ist,  wie  für  den 
Fall  der  Parabel,  dem  vierten  Theile  des  Parameters  gleich. 

138.  Mir  können  noch  einen  andern  Weg1,  der  von  dem  bisher  verfolgten  ganz  verschieden 
ist,  einschlagen,  um  die  Rotations-Flächen  zweiter  Ordnung  zu  discutiren. 

Im  Allgemeinen  schneiden  sich  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  nicht  in  ebenen  Curven.  Es  ge- 
schieht dicss  nur  dann,  wenn  ihre  Gleichungen  sich  zu  der  Gleichung  eines  Systems  zweier  Ebenen 
verbinden  lassen.  Ist  in  diesem  Falle  eine  der  beiden  Flächen  insbesondere  eine  Kugel,  so  sind  die 
Durchschnitts-Curven  offenbar  Kreise,  und,  umgekehrt,  wenn  eine  Fläche  von  irgend  einer  Ebene  in 
einem  Kreise  geschnitten  wird,  so  lassen  sich  durch  diesen  Kreis  unendlich  viele  Kug-eln  legen,  von 
welchen  jede  die  Fläche  noch  in  einem  zweiten  Kreise  schneidet.  Wenn  zwei  sich  schneidende 
Flächen  einen  gemeinsamen  Mittelpunct  haben,  so  ist  dieser  auch  der  Mittelpunct  ihrer  Durchschnitts- 
Curvc  und  also,  in  dem  particularisirten  Falle,  der  gemeinsame  Mittelpunct  der  beiden  Durchschnitts- 
Kreise.  Ueberdiess  ist  augenscheinlich,  dass  die  Radien  dieser  beiden  Kreise  unter  einander  und  dem 
Radius  der  Kugel  gleich  sind. 

Die  Richtungen,  nach  welchen  eine  Fläche  der  zweiten  Ordnung  in  Kreisen  geschnitten 
wird,  ordnen  sich,  wenn  überhaupt  solche  Richtungen  vorhanden  sind,  immer  paarweise  zusammen 
und  hangen,  wenn  überdiess  der  Mittelpunct  der  Fläche  auch  ihr  Mittelpunct  sein  soll,  paarweise  von 
dem  Radius  einer,  mit  der  Fläche  concentrischen,  Kugel  ab. 

Es  sei 

Axi  +  A'y2  +  A"z*  +  2#"xv  +  2B'xz  +  2Byz  =  1  (1) 

die  Gleichung  der  Fläche,  bezogen  auf  ihren  Mittelpunct,  und 

<r2x«  +  <rV  +  <r2z*  =  1  (2) 

die  Gleichung  einer  concentrischen  Kugel;   dann  ist  — der  Radius  dieser  Kug-el.    Wenn  wir  diese 

er 

beiden  Gleichungen  zu  der  Gleichung  eines  Systemes  zweier  Ebenen  verbinden  wollen,  so  muss  not- 
wendig, in  Folge  dieser  Verbindung,  das  constante  Glied  aus  der  resultirenden  Gleichung  ausfallen. 
Ziehen  wir,  dem  gemäss,  die  beiden  vorstehenden  Gleichungen  von  einander  ab,  so  kommt: 

(A  —  o-2)x*-r-G4'  —  o-2)y2+(^"— o-2)z*-f  2#"xY  +  2£'xz-f2#yz  =  °*  (3) 

Damit  der  erste  Theil  dieser  Gleichung-  sich  in  zwei  Factoren  des  ersten  Grades  zerlegen  lasse,  muss 
die  Bedingungs-Gleichung : 

CA— <x^(A'— <r'l')(A"-<r'i^  —  (A—<r'l>)B'L  —  tAl—<Ti~)B'i  —  (<A"—a'i~)B"*+2BB'B"  =  0  (4) 

bestehen,  und  a2  so  bestimmt  werden,  dass  diese  Gleichung  befriedigt  wird. 

Die  vorstehende  Gleichung  (4)  stimmt  genau  mit  der  Gleichung  (5)  der  111.  Nummer  überein, 
durch  welche  die  drei  Halb-Axen  der  gegebenen  Fläche  bestimmt  werden,  in  der  Art,  dass  <r  dem  re- 
eiproken  Wcrthc  einer  solchen  Halb-Axe  gleich  ist.  Es  schneidet  also  eine  Kugel,  die  aus  dem  Mit- 
tclpunctc  der  gegebenen  Fläche  mit  einem  Radius  beschrieben  wird,  der  einer  der  drei  Halb-Axen 
gleich  ist,  die  Fläche  in  zwei  Kreisen.  Diese  Kugeln  sind  also  reell,  je  nachdem  es  die  drei  Halb- 
Axen  der  Fläche  sind.  Wenn  die  Kugeln  reell  sind ,  so  können  die  Durchschnitts  -  Ebenen  immer 
noch  imaginär  sein.  Auch  wenn  die  Durchschnitts-Ebcncn  reell  sind,  können  die  Durchschnitts-Kreise 
in  ihnen  noch  imaginär  sein. 
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Auf  diesen  allgemeinen  Fall  werden  wir  später  zurückkommen,  zunächst  aber  den  besondern  in 
nähere  Betrachtung'  ziehen,  wo  die  beiden  Factoren,  in  welche  sich  der  erste  Theil  der  Gleichung  (3) 
zerlegen  lässt,  einander  gleich  sind,  und  der  durch  die  nachstehenden  drei  Bedingungs- Gleichungen 
bezeichnet  wird: 

CA—  cr^iA'  —0-2)  =  £"2, 

CA  -  ff*)  U"  -  er2)  =  j?" ,  (5) 

CA'—  a2K^"  —  <*2)  =  B-- 
Dann  fallen  die  beiden  zusammengehörigen  Kreisschnitte  zusammen ,  in  der  Art,  dass  die  bezügliche 
Kugel,  welche  früher  die  Fläche  in  zwei  Ebenen  schnitt,  nun,  indem  diese  Ebenen  zusammenfallen, 
dieselbe  in  dem  Umfange  eines  Kreises  berührt.  Es  lässt  sich  überhaupt  durch  irgend  zwei  Kreis- 
schnitte, deren  Ebenen  den  eben  bestimmten  Diametral-Ebenen,  in  welchen  zwei  zusammengehörige 
Kreisschnitte  liegen,  parallel  sind,  immer  eine  Kugel  legen:  in  dem  fraglichen  besondern  Falle  gibt 
es  also  auch  immer  eine  Kugel,  welche  die  Fläche  in  einem  beliebigen  Kreise  berührt,  in  welchem 
diese  Fläche  von  irgend  einer  Ebene,  die  den  zusammenfallenden  Diametral -Ebenen  parallel  ist,  ge- 
schnitten wird.  Es  umhüllt  also  die  Fläche  eine  Kugel  von  veränderlichem  Radius,  deren  Mittel- 
punet  auf  einer  geraden  Linie  fortrückt.  Die  Fläche  ist  also  eine  Rotations-Fläche  und  diese  gerade 
Linie  die  Rotations-Axe. 

Der  reeiproke  Werth  des  Radius  der  Aequatorial -  Curve  der  durch  (1)  dargestellten  Rotations- 
Fläche  zweiter  Ordnung  befriedigt,  für  <x  eingesetzt,  jede  der  drei  Gleichungen  (5).  Eliminiren  wir 
<r2  zwischen  diesen  drei  Gleichungen,  so  erhalten  wir  diejenigen  beiden  Bedingungs  -  Gleichungen, 
welche  ausdrücken,  dass  die  Fläche  (1)  wirklich  eine  Rotations- Fläche  ist.  Wenn  wir  je  zwei  der 
drei  Gleichungen  (5)  mit  einander  multipliciren  und  das  Product  durch  die  jedesmalige  dritte  dividiren, 
so  kommt: 

Aß'J5"\2  _        .  /BB"\*  tl  /BB'\* 

Wenn  wir  die  Quadrat- Wurzeln  aus  diesen  Gleichungen  ausziehen,  so  müssen  wir  die  positiven  Vor- 
zeichen nehmen;  denn  einerseits  stimmen  die  Ausdrücke  (A  —  ff2),  CA' — ff2)  und  CA" —  a2)  im 
Zeichen  überein,  und  andrerseits  zeigt  die  Gleichung : 

tA'  —  <r^B'i  +  tA/'  —  <r2)B"*—2BB'B"  =  0, 

welche  wir  erhalten,  wenn  wir  die  erste  der  Gleichungen  (5)  mit  CA"  —  ff'2)  multipliciren  und  dann 
von  derselben  die  Gleichung  Q-i)  abziehen,  dass  dann  ferner  die  genannten  drei  Ausdrücke  mit  dem 
Producte  der  drei  Coefficienten  B,  B'  und  B"  und  also  auch  mit  dem  Producte  je  zweier  derselben, 
g-etheiit  durch  den  jedesmaligen  dritten,  gleiches  Zeichen  haben.     Hiernach  ergibt  sich 

B'B"  BB"  BB< 

**  =  A--^-  =  A'--^-  =  A"--^i  C6) 

djf  selbe  Gleichung,  die  wir  früher  (135,  Cl6))  auf  anderm  Wege  für  die  Bestimmung,  dass  die  ge- 
gebene Fläche  eine  Rotations-Fläche  ist,  und  für  die  Bestimmung  des  Werthes  von  er'2  gefunden  haben. 
Wenn  wir  auf  zwiefache  Weise  zwei  der  Gleichungen  (?)  zusammenstellen  und  beidesmal  ff* 
eliminiren,  dann  ferner  zwischen  den  beiden  resultirenden  Gleichungen  auch  <r2  fortschaffen,  so  er- 
gibt sich  die  folgende  symmetrische  Bedingungs-Gleichung-: 

(AA*  —  B'^CA-A'^  +  WA"  —  B^QA'-A'O  +  W'A-B^QA"  —  A)  =  0, 
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welche  wir  für  eine  derjenigen  beiden  nehmen  können,  welche  ausdrücken,  dass  die  Fläche  (1)  eine 
Rotations  -  Fläche  ist.  Wenn  wir  diese  durch  die  allgemeine  Gleichung,  welche  den  Erörterungen 
der  137.  Nummer  zu  Grunde  gelegt  ist,  darstellen,  so  können  wir  der  letzten  Gleichung  die  folgenden 
Formen  geben: 

8  CA'  -  A")  -f  H,  CA"— A)  +  S„  CA  -  A')  =  0, 
A(H1-H.2)+A'CSa-H)-f  A"CS-B,)  =  0,  UJ 

und  dann  neben  die  Doppel-Gleichung-  C5)  der  eben  angezogenen  Nummer  stellen.*) 

Wenn  wir,  unter   der  Voraussetzung,   dass  die  Bedingungs- Gleichungen  Ca)  befriedigt  werden, 
aus  dem  ersten  Theile  der  Gleichung  C3)  die  Quadrat-Wurzel  ziehen,  so  ergibt  sich 

|/4  —  <r«.x±  VA'  —  ff2.y±  V A"  —  a2.z  =  0, 

wo  die  Vorzeichen  so  zu  bestimmen  sind,  dass  das  Product  der  Coefficienten  von  x  und  y  mit  B", 
der  Coefficienten  von  x  und  z  mit  B'  und  der  Coefficienten  von  y  und  z  mit  B  im  Zeichen  überein- 
stimmen.    Setzen    wir  für   o-'2    die   gefundenen  Werthc   und    dividiren   wir  dann  durch    VßB'B", so 

kommt : 

x       y         z 

B+B'  +  ~B"  =  0# 

Diese  Gleichung  stellt  also  die  Aequatorial-  Ebene  der  Fläche  dar.  Die  Rotations-Axe  erhalten  wir, 
unmittelbar  und  in  Lebereinstimmung  mit  der  Gleichung  C4),  durch  die  Bedingung,  dass  dieselbe  auf 
der  Aequatorial-Ebene  senkrecht  steht. 

139.  Wenn  wir  die  drei  Gleichungen  (o'J  addiren,  so  kommt: 

^A-a^iA'  —  aO  +  C^-o-OC^'-o-O  +  C^'-^DC^"  —  <r2)  —  B*  —  B'1  —  B"*  =  0,  (?) 

und  wir  erkennen  sogleich,  dass  diese  Gleichung  keine  andere  ist,  als  diejenige,  welche  wir  erhalten, 
wenn  wir  die  Gleichung-  (4)  in  Beziehung  auf  a'1  differentiiren.  Wir  können  hieraus,  wie  bekannt, 
den  Schluss  ziehen,  dass  die  Gleichung-  (4)  zwei  gleiche  Wurzeln  hat,  deren  gemeinsamer  Wcrth 
auch  die  Gleichung  (6)  befriedigt.  Zwei  der  dreiAxen  einer  Fläche  der  zweiten  Ordnung  müssen  dem 
nach  einander  gleich  sein,  wenn  die  Fläche  eine  Rotations-Flächc  sein  soll. 

140.  Auch  das  Umgekehrte  findet  Statt  und  eine  Fläche  der  zweiten  Ordnung-  ist  dann  not- 
wendig eine  Rotations-Fläche,  wenn  zwei  ihrer  drei  Axcn  einander  gleich  sind.  Diess  kommt  darauf 
hinaus,  dass  die  Gleichung  C9),  in  Folge  der  Gleichung  00»  'n  die  drei  Gleichung-en  (5)  sich  auf- 
löset. Es  ist  leicht  nachzuweisen,  dass  dieses  wirklich  der  Fall  ist.  Zu  diesem  Ende  bemerken  wir 
zuvörderst,  dass  die  folgenden  drei  Ausdrücke: 

(A-tr^dA'  —  a^  —  B"*,         CA-<T^tA"  —  <r'^  —  B'1,  QA'—ar^tA—a^  —  B*, 

im  Zeichen  übereinstimmen.  Denn  der  erste  Theil  der  Gleichung-  (4)  geht,  wenn  wir  (_A  —  ff'2), 
04'—  <r*),(i*"  — <r *),£",#'  und  B  bezüglich  mit  A,  A',  A",  B",  B'  und  B  vertauschen,  in  das  03  d«r 
10.  Nummer  über.  Wenn  aber  (")3  verschwindet,  so  haben  nach  den  identischen  Gleichungen  IV 
der  eben  angezogenen  Nummer  JEf.2,  B^  und  "E  dasselbe  Zeichen.     Diesen  Ausdrücken  entsprechen  aber 


*)     In  Gleichungen,  die  in  Beziehung  auf  die  Coiutanten  der  Gleichung  (1)  homogen  sind,  können  wir  sogleich 
dir  Cursiv-Schrift  mit  der  gewöhnlichen  Schrift  vertauschen. 
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die  fraglichen  drei  Ausdrücke,  die  also  ebenfalls   unter  einander  gleiches  Zeichen  haben.    Schreiben 
wir  hiernach  die  Gleichung-  (9)  unter  der  nachstehenden  Form: 

so  ist  klar ,   dass   sie  nur  dadurch   befriedigt  werden  kann ,    dass  sie  in  die  drei  Gleichungen  (o~) 
zerfällt. 

Wir  haben  hiernach  in  dieser  Nummer  einen  dritten  gleich  einfachen  Weg  gezeigt,  den  wir  bei 
der  Discussion  der  Rotations-Flächen  einschlagen  können.*) 

141.  Wir  haben  in  der  138.  Nummer  g-ezeigt,  dass,  wenn  wir  durch  <r  den  reeiproken  Werth  der 
Länge  einer  der  drei  Halb-Axen  der  durch  die  Gleichung-  (1)  dargestellten  Fläche  zweiter  Ordnung  bezeich- 
nen, die  Gleichung-  (3)  ein  System  von  solchen  zwei  Ebenen  darstellt,  welche  die  Fläche  in  zwei  Kreisen 

*  *)  Auch  Herr  Cauchy  knüpft  die  Bestimmung  der  Rotations -Flächen  daran ,  dass  eine  solche  Fläche  zwei 
gleiche  Axen  hat.  Er  verfährt  hierbei  im  Wesentlichen  auf  folgende  Art.  Die  Gleichung,  deren  Wurzeln 
die  Quadrate  der  reeipoken  Werthe  der  drei  Halb-Axen  sind: 

Ca2_^)(ff2_^/)(o.i_^")  — <y>—  AyBi-i^-AOB'*— O*— A")B"2—2BB'B"  =  0, 

lässt  sich  unter  der  folgenden  Form  schreiben: 


BB<\ 
B"  ) 


und  wenn  wir,  der  Kürze  halber, 

A        ß     — *»         A        ß*    — "»  B"  — 

setzen  und  dnreh  BB'B"  (<j*  — >.)(crl —  fO(<>*  —  ?)  dividiren,  auch  folgendergestalt : 

1  1  1 

ßi  ßn  ßm  1 


ai_X   '   <ri  —  p  '   ffl-v      BB'BU 
Differentüren  wir  diese  Gleichung  in  Beziehung  auf  a-,  so  kommt: 

1  1  1 

B*  B'i  B"1       _ 

<yi__X)*+(yi_  fO*      O*  — *04  ~~ 

ond  diese  Gleichuug  kann  nur  dann  befriedigt  werden,  wenn 

<r2  =  X  =  ft  =  v. 

Diese  Gleichungen  sind  keine  andern,  als  die  Gleichungen  (16)  der  135.  Nummer.  —  (Eigentlich 
folgt  nur,  dass  a-  irgend  zweien  der  drei  Werthe  X,  fi  und  v  gleich  ist.  Das  Mangelhafte  der  Schluss- 
weise wird  aber  durch  das  Princip  der  Symmetrie  ergänzt.)  Ueber  die  Theorie  des  Lichtes.  Nach  einem 
lithographirten  Memoire  des  Freih.  A.  L.  Cauchy,  frei  bearbeitet  von  F.  X.  Moth.  Wien  1942.  (II.  Ueber 
Flächen  der  zweiten  Ordnung). 
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schneidet  und  welche  nur  dann  zusammenfallen,  wenn  diese  Fläche  eine  Rotations-Fläche  ist.  Um  in 
eine  genauere  Discussion  solcher  Kreisschnitte  einzugehen,  wollen  wir  die  Gleichung  der  Fläche  auf 
die  drei  Axen  derselben  als  Coordinaten-Axcn  beziehen  und  zuvörderst  den  Fall  des  Ellipsoids  be- 
trachten.   Diese  Gleichung  sei  demnach: 

x*    ,  y*   ,  z* 

3 +p?:f ?.  ",*■  a0) 


x2      y2      z- 


dann  ist 

die  Gleichung  einer  Kugel,  die  um  denselben  Mittclpunct  mit  einer  der  drei  Halb  Axen,  für  welche 
wir  hier  ß  genommen  haben,  als  Radius  beschrieben  ist.     Ziehen  wir  ab,  so  kommt: 


ß-z)  )fx      p 

Diese  Gleichung  entspricht  der  Gleichung  (3)  und  stellt  zwei  Diametral -Ebenen  dar,  welche  die 
Fläche  in  Kreisen  schneiden,  deren  Radien  gleich  ß  sind.  Diese  Ebenen  sind  nur  dann  reell,  wenn 
die  Halb-Axe  ß,  der  Grösse  nach,  die  mittlere  der  drei  Halb-Axen  der  Fläche  ist.  Ist  ß  die  grösste 
oder  die  kleinste  Axe,  so  sind  diese  beiden  Ebenen  imaginär,  schneiden  sich  aber  fortwährend  in 
einer  reellen  geraden  Linie,  nemlich  eben  in  dieser  Axe,  oder,  was  hiermit  gleichbedeutend  ist,  dann 
stellt  die  letzte  Gleichung  einen  elliptischen  Cylinder  dar,  der  durch  das  Verschwinden  zweier  seiner 
Dimensionen  sich  auf  diese  Axe  reducirt  hat.    Wir  wollen  in  dem  Nachstehenden  voraussetzen,  es  sei: 

«2  >  0*  >  y«,  (13) 

Dann  sind  nur  die  beiden  durch  die  Halb-Axe  ß  gehenden,  und  also  auf  der  Ebene  der  grössten 
und  kleinsten  Axe  des  Ellipsoids  senkrecht  stehenden ,  Kreisschnitt  -  Ebenen  reell ;  die  Kreisschnitt- 
Ebenen,  welche  durch  jede  der  beiden  andern  Halb-Axen  a  und  y  gehen,  sind  imaginär.  Jede  der 
drei  mit  den  drei  Halb-Axen,  als  Radien,  um  den  Mittclpunct  beschriebenen  Kugeln  berührt  das 
Ellipsoid  in  den  beiden  Endpuncten  der  bezüglichen  Axe,  aber  nur  die  mit  der  mittlem  Halb-Axe 
als  Radius  beschriebene  Kugel  schneidet  die  Fläche,  indem  sie  dieselbe  berührt.  Für  die  beiden 
reellen  durch  den  Mittelpunct  der  Fläche  gehenden  Kreisschnitt- Ebenen  ergeben  sich,  indem  wir 
die  Gleichung  (12)  in  ihre  beiden  Factoren  zerlegen,  die  folgenden  beiden: 

Alle  Schnitte  des  Ellipsoids,  die  in  Ebenen  liegen,  die  diesen  beiden  Diametral-Ebenen  parallel  sind, 
sind  ebenfalls  Kreise  und  der  Ort'  der  Mittelpunctc  dieser  Kreise  diejenigen  beiden  Durchmesser 
der  Fläche,  welche  den  beiden  Diametral -Ebenen  conjugirt  sind.  Diese  beiden  Durchmesser  liegen 
also  in  der  Ebene  der  grössten  und  kleinsten  Axe  und  bilden  mit  denjenigen  beiden,  in  welchen  die- 
selbe Ebene  von  den  beiden  Kreisschnitt  -  Ebenen  (14)  geschnitten  wird  und  deren  Länge  gleich  2ß 
ist,  zwei  Paare  zugeordneter  Durchmesser  der  Ellipse,  welche  a  und  y  zu  ihren  Halb-Axen  hat.  Sie 
werden  hiernach  durch  die  folgenden  beiden  Gleichungen  dargestellt: 


oder 


§.  7.     Rotations-Fläclien.  187 

a  y 

and  wenn  vir  ihre  gemeinschaftliche  Länge  durch  S  bezeichnen,  ergibt  sich 

34+02   =   a2  +  y2.  (16j 

Jeder  Punct,  der  beliebig  auf  einem  der  beiden  durch  die  Gleichung-  (15)  dargestellten  Durch- 
messer angenommen  wird,  ist  der  Mittelpunct  eines  Durchschnitts -Kreises,  dessen  Ebene  auf  der 
Ebene  der  grössten  und  kleinsten  Axe  senkrecht  steht.  Der  Radius  dieses  Kreises  nimmt  ab,  wenn 
der  Mittelpunct  desselben  auf  einem  dieser  beiden  Durchmesser  vom  Mittelpunct  der  Fläche  sich  ent- 
fernt, und  reducirt  sich  auf  einen  Punct ,  wenn  dieser  Mittelpunct  mit  dem  Endpuncte  eines  dieser 
beiden  Durchmesser  zusammenfällt.  Die  vier  auf  diese  Weise  bestimmten  Puncte,  heissen  dicKreis- 
punete  der  Fläche:  sie  bilden  den  Uebergang-  von  den  reellen  zu  imaginären  Durchschnitts- 
Kreisen.  Ihre  Entfernung  vom  Mittelpuncte  der  Fläche  ist  #,  ihre  Coordinaten  bei  den  vier  mög- 
lichen Zeichen-Zusammenstellung-en : 

7  =  0,        i=±„k(^!),        *=±r^(g=ll).  (17) 

Um  die  Kreisschnitte  eines  Ellipsoids,  dessen  drei  Axcn  gegeben  sind ,  zu  construiren ,  brauchen 
wir  nur,  nach  dem  Vorstehenden,  in  der  Ebene  der  grössten  und  der  kleinsten  Axe  um  den  Mittel- 
punct einen  Kreis  zu  beschreiben  mit  einem  Radius,  der  der  halben  mittlem  Axe  gleich  ist.  Dieser  Kreis 
schneidet  diejenige  Ellipse,  welche  die  beiden  erstgenannten  Axen  auch  zu  den  ihrigen  hat,  in  vier 
Puncten,  die  sich  paarweise  durch  zwei  Durchmesser  verbinden  lassen.  Senkrecht  auf  der  bezeich- 
neten Ebene  und  parallel  mit  diesen  beiden  Durchmessern  sind  die  Kreisschnitt -Ebenen  der  Fläche. 
Die  vier  Kreispnncte  der  Fläche  sind  diejenigen  vier  Puncte  der  eben  bestimmten  Ellipse,  in  welchen 
sie  von  einem  Kreise  geschnitten  wird,  der  aus  demselben  Mittelpuncte  mit  einem  Radius  d  beschrie- 
ben ist.  Um  S  zu  erhalten,  brauchen  wir  nur  einen  Brennpunct  derjenig-en  Ellipse,  welche  die  grösste 
und  mittlere  Halb- Axe  den  Fläche,  a  und  ß,  zu  den  ihrigen  hat  (ein  solcher  Brennpunct  liegt  auf  der 
grössten  Axe),  mit  dem  Endpuncte  der  kleinsten  Axe  zu  verbinden ;  die  Länge  dieser  Linie  ist  als- 
dann gleich  8.  Wir  könnten  auch  aus  dem  Endpuncte  der  mittlem  Axe,  als  Mittelpunct ,  in  der 
Ebene  der  grössten  und  kleinsten  Axe,  einen  Kreis  beschreiben,  mit  einem  Radius,  der  der  Entfer- 
nung- der  Scheitel  der  letztgenannten  beiden  Axen  gleich  ist.  Dieser  Kreis  schneidet  alsdann  die 
Ellipse  mit  der  grössten  und  kleinsten  Axe  in  den  vier  Kreisponcten  der  Fläche. 

142.  Für  den  Fall  der  beiden  Hyperboloide  wollen  wir  ebenfalls  an  den  Bedingungen  (13)  fest- 
halten. Ist  das  Hyperboloid  ein  zweischalig-es,  wo  alsdann  ß'2  und  yi  negative  Werthe  erhalten  und 
wir  ß,  und  y,  für  ß  V — 1  und  y  ^ — 1  schreiben  wollen*),  so  gehen  die  fraglichen  Bedingungen 
in  die  folgenden  über: 

«*  >  o,         7r-  >  ß,1.  im 

Die  Gleichung  der  Fläche  ist: 


*)  Zum  Behuf  der  Bestimmung  der  Dimensionen  einer  hyperbolischen  Fläche  bedienen  wir  uns,  um  das  Ima- 
ginäre zu  umgehen,  des  Ausdrucks  Neben- Axen.  Jeder  der  Grosse  nach  imaginären  Axe  entspricht 
eine  reelle  NeAn-Axe.  Die  Quadrate  von  beiden  sind  einander  gleich,  haben  aber  entgegengesetzte 
Zeichen. 

24* 
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Ü-Z!-^«!,  (19) 

das  bisher  reelle  System  der  beiden  Kreisschnitt-Ebenen  (12)  wird  aber  imaginär  und  muss  mit  dem 
folgenden  vertauscht  werden: 

|i+JUx«-|*        JL{7«  =  0.  (20) 

Diese  Gleichung  löset  sich  in  die  folgenden  beiden  auf: 

|/ji~|-J-{.x±   l/ji JLj.y  =  0,  (21) 

welche  zwei  reelle  Ebenen  darstellen,  die,  in  der  grossem  Neben-Axe  (2y,)  sich  schneidend,  auf  der 
Ebene  der  reellen  Axe  und  der  kleinern  Neben-Axe  senkrecht  stehen.  Die  Durchschnitts-Kreise  selbst 


aber  sind  imaginär,  weil  ihr  Radius  y  oder  y,  V —  1  imaginär  ist.  Jene  reellen  Schnitt-Ebenen  be- 
gegnen der  Fläche  also  nicht,  woraus  zugleich  folgt,  dass  die  beiden  ihnen  zugeordneten  Durch- 
messer, deren  Gleichungen 

z  =  0,  ^r,l_fi,ij..*l  +   Klf^l.,!-  0,  (22) 

die  Fläche  in  reellen  Puncten  schneiden.  Die  vier  Kreispuncte  der  Fläche,  die  in  der  Ebene  der 
reellen  Axe  und  der  kleineren  Neben-Axe  liegen,  sind  also  reell;  für  ihre  Coordinaten-Werthe 
finden  wir: 


z  =  0,         x  =  ±  et  K 


&m-  '-^-(ftS'    <»> 


Für  die  Entfernung  dieser  Puncte  vom  Mittelpuncte  der  Fläche,  oder  mit  andern  Worten,  für  die 
Länge  desjenigen  Halb-Durchmessers  der  in  dem  eben  bezeichneten  Hauptschnitte  liegenden  Hyperbel, 
dessen  zugeordneter  yV —  1  ist,  ergibt  sich,  ähnlich  wie  früher: 

32-r,2  =  a2-pV.  (24) 

Um  <?  zu  construiren,  wollen  wir  durch  einen  Scheitel  der  reellen  Axe  der  Fläche,  senkrecht 
auf  dieser,  eine  Ebene  leg-en.  Diese  Ebene,  welche  die  Fläche  berührt,  schneidet  ihren  Asymptoten- 
Kegel  in  einer  reellen  Ellipse,  deren  Halb-Axen  yf  und  ß,  sind.  Die  Brennpuncte  dieser  Ellipse  liegen 
auf  der  grossem  dieser  beiden  Halb-Axen  y„  welche  der  Axe  Z  parallel  ist.  Der  Abstand  dieser 
Brennpuncte  von  dem  Scheitel  der  reellen  Axe  der  Fläche  ist  gleich  V\y,'1  —  p1,2},  ihr  Abstand  vom 
Mittelpuncte  der  Fläche  ist  also  gleich  <?.  Um  die  Kreispuncte  eines  zweischaligen  Hyperboloids  zu 
bestimmen,  brauchen  wir  hiernach  nur  um  den  Mittelpunct  desselben,  in  der  Ebene  der  reellen  Axe 
und  der  kleineren  Neben-Axe,  mit  einem  Radius  8  einen  Kreis  zu  beschreiben.  Dieser  Kreis  schneidet 
die  schon  eben  bezeichnete  Hyperbel,  welche  dieselbe  Axe  und  Neben-Axe  auch  zu  den  ihrigen  hat, 
in  vier  Puncten,  die,  weil  in  Folge  der  zweiten  Bedingung  (18)  d2  ^>  a2,  nothwendig  reell  sind. 

Die  Kreisschnitt -Ebenen  des  zweischaligen  »Hyperboloids  sind  zugleich  auch  die  Kreisschnitt- 
Ebcncn  des  Asymptoten-Kegels  desselben.  Diejenige  Ebene,  welche  die  Fläche  in  einem  Kreispuncte 
berührt,  schneidet  den  Keg-el  in  einem  Kreise,  dessen  Radius  der  halben  grössern  Neben-Axe  gleich 
ist.  Sind  zwei  nicht  parallele  Kreisschnitte  des  Kegels  bekannt ,  so  schneiden  diejenigen  beiden 
Durchmesser  desselben,  welche  durch  den  Mittelpunct  dieser  Kreisschnitte  gehen,  die  Flächen  in  den 
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vier  Kreispuncten.  Diese  beiden  Durchmesser  sind  der  geometrische  Ort  für  die  Kreispuncte  aller 
zweischaligen  Hyperboloide,  welche  denselben  Asymptoten-Kegel  haben. 

143.  Für  das  einschalige  Hyperboloid  wollen  wir  die  folgende  Gleichung 

o  1  2 

nehmen,  und  in  Uebereinstimmung  mit  (13)  • 

«2  >  §2 
setzen.    Dann  erhalten  wir  für  das  System  der  beiden  reellen  Kreisschnitt-Ebenen  die  Gleichung: 

oder  aufgelöset: 

und  für  die  Gleichungen  derjenigen  beiden  Durchmesser,  welche  der  geometrische  Ort  für  die  Mittel- 
puncte  der  Kreisschnitte  sind: 

x  =  0,  v\a~  +  rr\T+  ^l«*~^|-  =  0.  (28) 

P  7/ 

Die  Kreisschnitt-Ebenen  (27)  schneiden  sich  in  der  grössern  reellen  Axe  der  Fläche  und  stehen  also 
auf  der  Ebene  der  kleinern  reellen  Axe  und  der  Neben-Axe  senkrecht.  Wir  können  sie  am  einfach- 
sten construiren,  wenn  wir  ihre  Durchschnittslinien  mit  dieser  Ebene  bestimmen.  Zu  diesem  Ende 
beschreiben  wir  in  dieser  letztern  aus  dem  Mittelpuncte  der  Fläche  mit  einem  Radius  gleich  a  einen 
Kreis.  Dieser  Kreis  schneidet  die  Durchschnitts-Hyperbel  in  derselben  Ebene  in  vier  Puncten,  welche 
nothwendig  reell  sind ,  weil  die  reelle  Halb-Axe  dieser  Hyperbel  gleich  ß ,  und  also  der  Voraus- 
setzung nach  kleiner  als  a  ist.  Diejenigen  beiden  Durchmesser,  welche  diese  vier  Punctc,  paarweise 
genommen,  verbinden,  sind  die  gesuchten  beiden  Durchschnittslinien. 

Da  die  beiden  Ebenen  (27)  das  einschalige  Hyperboloid  in  reellen  Kreisen  schneiden  (der  Ra- 
dius dieser  Kreise  ist  gleich  a),  so  folgt,  dass  die  beiden  zugeordneten  Durchmesser  (28)  der  Fläche 
nicht  begegnen.    Das  einschalige  Hyperboloid  hat  keine  reellen  Kreispuncte. 

144.  Eine  Kegelfläche  ist  als  ein  einschaliges  oder  zweischaliges  Hyperboloid  zu  betrachten, 
dessen  Axen  verschwinden,  aber  bis  zum  Verschwinden  ein  bestimmtes  Verhältniss  behalten.  Stellen 
wir  dieselbe  durch  die  folgende  Gleichung  dar: 

^!__z!__il  —  o 

«2        rV       t( 

so  können  wir,  indem  wir  aus  derselben  einen  geraden  elliptischen  Kegel  schneiden,  die  Halb-Axen 
der  Basis  durch  ßf  und  y,  (wir  nehmen  letztere  für  die  grössere)  und  die  Höhe  desselben  durch  a 
bezeichnen.  Dann  bleiben  (21)  die  Gleichungen  der  durch  den  Mittelpunct  desselben  gehenden  Kreis- 
schnitt-Ebenen, in  welchen  der  Kreis  sich  auf  einen  Punct  reducirt,  und  (23)  die  Gleichungen  der 
diesen  Kreisschnitt-Ebencn  zugeordneten  Durchmesser.  Diese  liegen  in  demjenigen  Hauptschnitte  des 
Kegels,  welcher  die  kleinere  Axe  der  Basis  enthält;  senkrecht  auf  diesem  Hauptschnitte  stehen  die 
Kreisschnitt-Ebenen,  deren  zwei  in  der  grössern  Axe  der  Basis  sich  schneiden. 
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145.  Auch  die  Discussion  des  Falles  eines  elliptischen  Paraboloids  können  wir  aus  dem 
Vorstehenden  unmittelbar  ableiten,  wenn  wir  uns  dasselbe  als  aus  einem  Ellipsoid  dadurch  hervor- 
gegangen denken,  dass  a,  ß  und  y  unendlich  gross  geworden  sind,  zugleich  aber  berücksichtigen, 
dass  a  von  derselben  Ordnung-  ist,  als  ß'1  und  y2.  Wenn  wir  zu  diesem  Ende  den  Anfangspunct 
der  Coordinaten  in  einen  Scheitel  der  grössten  Axe  des  Ellipsoids  (10)  verlegen,  so  wird  die  Glei- 
chung desselben: 

x2       j2       z2  2x 

aJ        p~        y  a 

Für  den  Fall  des  Paraboloids  und  für  Puncte  desselben,  die  nicht  unendlich  weit  liegen,  verschwin- 
det das  erste  Glied  dieser  Gleichung  gegen  die  übrigen,  so  dass  die  Gleichung  dieser  Fläche  die 
folgende,  auf  ihren  Ursprung  hinweisende,  Form  annimmt: 

«*         2x 

0«-.  ~Z  —  ~a 

die  Mir  auch,  indem  wir 

a        ~  a 

setzen,  wo  p  und  q  die  halben  Parameter  der  beiden  Hauptschnitte  bedeuten,  auf  folgende  Weise 
schreiben  können: 

y2        z*2 

- — h  —  =  2x.  (30) 

p  q 

Hiernach  verwandelt  sich  ferner,  um  die  Richtung  der  Kreisschnitt-Ebenen  für  das  elliptische  Para- 
boloid  zu  bestimmen,  die  Gleichung  (12)  in  die  folgende: 


«+rä  =  -r»  (29) 


=(f~1)z2'  c31) 


ß2 

wo  wir  —auch  durch  das  Verhältniss  der  beiden  Halb-Axen-Quadrate  irgend  einer  Durchschnitts-Ellipse, 

p 

deren  Ebene   auf  der  Axe  des  Paraboloids  senkrecht  steht,  so  wie  durch  —    ersetzen    können.     Die 

q 

durch  den  Scheitel  der  Fläche  gehenden  Kreisschnitt-Ebencn  sind  hiernach: 

»"T.x   ±    ^|p  — q|.z  =  0.  (32) 

Ebenso  ergibt  sich,  in  Folge  der  Gleichungen  (17),  für  die  Kreispuncte  des  Paraboloids,  deren  An- 
zahl sich  auf  zwei  reducirt: 

mithin: 


y  =  0,         x  =  i!q-p{,         Z   =  +    Vjp-q|q. 
Die  beiden  Kreispuncte  liegen  also  in  demjenigen  der  beiden  Hauptschnittc,  dessen  Parameter  der  klei- 
nere ist,  und  sind  in  demselben  unmittelbar  bestimmt,  weil  ihr  x  der  halben  Entfernung  der  beiden 
Brennpunctc  der  Hauptschnitte  von  einander  gleich  ist. 
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Ein  hyperbolisches  Paraboloid  hat  überhaupt  keine  elliptischen  Durchschnitts-Curven,  insbesondere 
also  auch  keine  Kreisschnitte. 

Bei  einer  Rotationsfläche  fallen  die  beiden  Kreispuncte  paarweise  h.  die  Scheitel  der  Rotations- 
Axe  zusammen. 

i . 
§.8. 

Vollständige  Diseussion  der  Flächen  zweiter  C'asse. 
Richtung  und  Grösse  ihrer  Axen. 

146.  Ein  Plan-Coordinaten  System,  das,  was  die  Leichtigkeit  der  Entwicklungen  betrifft,  dem 
gewöhnlichen  Systeme  der  Parallel -Coordinaten  durchaus  nicht  nachsteht,  ist  das  am  Ende  der  7. 
Nummer  der  einleitenden  Betrachtungen  entwickelte.  Wir  wollen,  indem  wir  dieses  System  zu 
Grunde  legen: 

At2  -f  A'u2  +  A"v  2  -f-  2B"tu  -f-  2B'tv  +  2Buv  -f  2Ctw  +  2C'uw  +  2C//vw  +  Dw2  =  r  =  0  (.1) 

für  die  allg-emeine  Gleichung  der  Flächen  zweiter  Classe  nehmen.  Zur  Construction  der  drei  Coor- 
dinaten-Werthe  einer  Ebene  sind  hier  wieder  drei  Coordinaten -Axen  X,  Y  und  Z,  von  denen  wir 
voraussetzen  wollen,  dass  sie  auf  einander  senkrecht  stehen,  gegeben  und  die  drei  Coordinaten-Werthe 

f ],( j  und  f LJ  bedeuten  die  reeiproken  Werthe  derjenig-en  Segmente,  -welche  die  be- 
zügliche Ebene  von  diesen  drei  Axen  abschneidet.     Irgend   ein  Punct  (z',  >',  x')   ist  alsdann  durch 

die  folgende  Gleichung  gegeben: 

■ 
w  -f-  z'v  -f  y'u + x't  sa  0. 

Wenn  wir  die  drei  Coordinaten-Axen,  parallel  mit  sich  selbst,  verschieben,  so  dass  der  Durch - 
schnittspunet  der  drei  neuen  Axen  in  irgend  einen  Punct  (z',  v',  x')  fällt,  so  brauchen  wir  bloss, 
während  t,  u  und  v  unverändert  bleiben,  w  mit 

(w  —  z'v  —  y'u  —  x't) 
zu  vertauschen.    Die  Gleichung  der  Fläche  (1)  g-eht  hiernach  in  die  folg-ende  über: 

At  J  -f-  J'u f  +  A"s2  +  2B"tu  -f  25'tv  -f  2Buv  +  2Ctw  +  2C"uw  +  2C"vw  -f-  Dw*  == 0 ,     (2) 
indem  wir,  der  Kürze  wegen, 

A  —  2Cx'  +  Dx'2  ~  A, 
A'  —  2C'y'  +  Dy'2  =  A\ 
A"— 2C/V+Dz'2  ==  A4', 
B  —C'z'—  C'yfH-Dy'*'  =  H, 
B'  —  Cz'  —  C"x'+DxV  =  B', 
B"_Cy'— CV  +Dx'y'  ~  £", 
C  — Dx'  =  C,        C— Dy'  m  C,       C"  — Dz'  =  (7", 

D  ==  D, 

setzen.  Um  die  neue  Gleichung  zu  vereinfachen,  können  wir  verschiedene  Annahmen  über  die  Lage 
des  neuen  Anfangspunctes  der  Coordinaten  machen. 
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147.     Wir  wollen  zuvorderst 

c  C  C" 

setzen-  dann  ergibt  sich,  wenn  wir  zugleich  auf  die  Bezeichnung  der  10.  Nummer  Rücksicht  nehmen: 

AD  ss  AD-    C*  m  Y,       A'D  s  A'D  —   C"  =  y4 ,         A"D  ~  A"D~  C"2  =  Y2 , 
BD  m  BD-C'C"  =  B'D,    ¥30  m  WD—  CC"  =  *ftf        B«D  =  B"D  -  CC  ss  W32, 

die  Gleichung  (2)  geht  hiernach  in  die  folgende  über: 

Yt*  +  Y4u«  +  Y2v2+2^2tu  +  2W31tv  +  2^30uv  +  D^w2  =  0.  (4) 

Die  Form  dieser  Gleichun«*  —  nach  welcher  beliebig  angenommenen  Werthen  von  t,  u  und  v,  das 
heisst  einer  beliebigen  Richtung  der  umhüllenden  Ebene,  zwei  gleiche  und  entgegengesetze  Werthe 
von  w  entsprechen  —  zeigt,  dass  die  bezügliche  Fläche  den  neuen  Anfangspunct  zum  Mittelpuncte 
hat.  Auf  das  ursprüngliche  Axen  -  System  bezogen ,  sind  also  die  durch  die  Gleichungen  (3)  be- 
stimmten Werthe  für  x',  y'  und  z'  die  Coordinaten  des  Mittelpunctes  der  Fläche  (1)  und  die 
Gleichung  dieses  Mittelpunctes  ist: 

Dw-f  C"v  +  C'u  +  Ct  ■*'}£«  0.*D  (5) 


*)  Der  Mittelpunct  einer  Fläche  zweiter  Classe  ist  der  Pol  einer  unendlich  weit  liegenden  Ebene  (t  rr  0, 
u  ss  0,  v  ==  0),  die  eine  bestimmte  Richtung  verloren  hat,  wonach  sich  unmittelbar  seine  Gleichung  (5) 
und  aus  dieser  die  Coordinaten  desselben  ergeben.  Ebenso  erhalten  wir  für  die  Pole  der  drei  ursprünglichen 
Coordinaten-Ebenen  YZ,  XZ  und  XY,  denen  bezüglich  w  =:  0,  u  =  0,  v  =  0;  w  =  0,  t  =  0,  v  =  fl 
und  w  =  0,   t  =  0,  u  =  0  entsprechen,  die  folgenden  drei  Gleichungen: 

<ir  <ir  ar 

-  =  o,        ^  =  0,        jj-  =  o, 

oder  wenn  wir  entwickeln: 

At  +  B"u  +  B'v  4  Cw  =0, 
B"t  4  A'u  +  Bv  4-  Cw  =  0, 
B't4-Bu  4-A"v4C"w  =  0. 

Bezeichnen  wir  diese  drei  Pole  bezüglich  durch  (x«,  yi,  zi),  (x*f  yi,  t-i)  und  (j3,  y»,  z3),  so  kommt: 

Xi  —  c '      Ji  ~"  c  *      Zl  ~~  c  ; 

B^  A^  B 

- 11  5_  tu. 

Setzen  wir,   unbeschadet   der  Allgemeinheit,    D  =  1,   so  erhalten  wir  aus  den  vorstehenden  Ausdrücken 
und  aus  den  Gleichungen  (3)  die  folgende  Constanten-Bestimmung  der  allgemeinen  Gleichung: 

C  =  x',  C  =  ft  &  =  z', 

A  =  x'x,,        A'  ==  ff4i        A"  =  z'z„ 
B"  m  x'y,  =  j'x2,       B'  =  x'Zl  =  z'x3,       B  =  ?Mt  =  z'y3. 
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Wenn  insbesondere 


D  =  0, 

so  rückt  der  Mittelpunct  nach  einer  Richtung,  welche  durch  die  Doppel-Gleichung- 

x'         y         tJ_ 
C  ~~  Ü>  ~~  C" 


(6) 


g-eg-ebcn  ist,  unendlich  weit.  Die  Fläche  zweiter  Classe  geht  alsdann  in  ein  Paraboloid  über  und 
die  durch  vorstehende  Doppel-Gleichung,  in  der  Voraussetzung,  dass  x1,  y'  und  z'  als  veränderliche 
Grössen  betrachtet  werden,  dargestellte  gerade  Linie  ist  ein  Durchmesser  desselben. 

148.  Um  die  Lage  einer  Fläche  im  Räume  zu  bestimmen,  ist  es  zunächst  erforderlich,  dass 
wir  die  Lage  eines  Punctes,  der  zu  derselben  in  einer  ausschliesslichen  Beziehung  steht,  kennen. 
Für  den  Fall  der  Flächen  mit  einem  Mittelpuncte,  ist  dieser  für  diesen  Zweck  der  geeigneteste  Punct, 
für  den  Fall  der  Paraboloide,  wo  der  Mittelpunct  unendlich  weit  gerückt  ist,  können  wir  den  Scheitel 
der  Fläche  nehmen  und  gleich  hier  schon  die  Lag-c  desselben  bestimmen.  Denn  dieser  Scheitel  ist 
der  Berührung-spunct  auf  derjenig-en  Tangential -Ebene  der  Fläche,  welche  auf  der  gemeinsamen 
Durchmesser -Richtung,  die  wir  eben  bestimmt  haben,  senkrecht  steht.  Die  fragliche  Tangential- 
Ebene  ist  also  der  durch  folgende  Gleichung"  dargestellten  Ebene 

Cx  +  C'y  -h  C"z  =  0 

parallel.    Es  sei  demnach  ihre  Gleichung 

Cx  +  C'y  +  C'z-fJl  =  0, 

wo  X  noch  zu  bestimmen  übrig  bleibt.    Die  vier  Coordinaten  der  Ebene  sind  hiernach : 

t  =  C,  u  =  C,  v  =  C",  w  =  X, 

und  wenn  wir  diese  Coordinaten- Werthe  in  die  Gleichung  der  Fläche,  die,  indem  wir  bloss  D  =  0 
setzen,  in  die  folgende  übergeht: 

At2  +  A/u2  +  A'V-i-2B"tu-f-2B/tv+2Buv-f  2Ctw  +  2C'uw  +  2C"vw  ==  r  =  0, 

einsetzen,  so  ergibt  sich  zur  Bestimmung  von  X: 

i  AC z  +  A'C *  -f  A"C" '  +  2B"CC  +  gB'CC"  +  2BCC" 

5*  C*-fC'2-r-C"*  *•' 

oder  auch,  wenn  wir  berücksichtigen,  dass  D  verschwindet,  in  Folge  der  drei  letzten  identischen  Gleichun- 
gen III  der  10.  Nummer 


Der   Berührung-spunct    auf   der  fraglichen    Tangential -Ebene  hat   (Einleitende   Betrachtungen,  23) 
folg-ende  Gleichung: 


©-©»HD-©— 


wobei  wir,  nach  der  Differentiation ,  in  den  umklammerten  partiellen  Differential  -  Coefficienten 
für  die  vier  Veränderlichen  bezüglich  C,  C,  C"  und  %  einsetzen.  Dann  ist  ferner,  wenn  wir  die 
drei  Coordinaten  des  fraglichen  Punctes  x0,  y0  und  z0  nennen: 

25 
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vir)  vv  ydvj 


Vdw/  \dw 

Entwickeln  wir,  so  kommt: 


)      "  ©' 


m  - 


-  AC-|-B"C'+B'C"+CJl, 
Uj-J  =  B"C-r-A'C'  +  BC"  +  Ca, 
i(;p)  =  B'C  +  BC'  +  A"C"  +  C"Jt, 

Endlich  finden  wir  für  die  Axe  des  Paraboloids,    als  desjenigen  Durchmessers,   welcher  durch 
den  Scheitel  desselben  geht ,  die  folgenden  beiden,  in  eine  einzige  zusammengezogene  Gleichung : 

x  — x0        y  —  y0        z  —  z° 


|[^L)ä=s  C*  +  C'«  +  C"2. 


C       ~~      C      ~~      C" 


(9) 


149.     Wenn  die  sechs  ersten  Glieder  der  Gleichung  (4)  sich  in  zwei  Factorcn  des  ersten  Grades 
auflösen  lassen,  was  unter  folgender  Bedingungs-Gleichung  Statt  findet: 

YY1Y2-Y(v30y-Yi(y3^-Y.z(y32y+2vuy31v3i  =  9**  m  o,     (io) 

und  also  fordert,  das  <£  verschwinde  —  so  treten  in  dieser  Gleichung  statt  der  drei  Veränderlichen 
t,  u  uud  v  zwei  lineare  Functionen  derselben  in  Eridenz  und  folglich  stellt  dann  diese  Gleichung, 
so  wie  auch  die  allgemeine  Gleichung  (1),  eine  ebene  Curve  zweiter  Classe  mit  einem  Mittelpuncte 
dar.  Für  die  Coordinaten  derjenigen  Ebene,  in  welcher  diese  Curve  liegt,  bestehen,  indem  wir 
wiederum  die  allgemeine  Gleichung  (1)  zu  Grunde  legen,  gleichzeitig  die  folg-enden  vier  Gleichungen: 

dr  dr  dr  dr 

dt  du  dv  dw 

Aus  den  drei  ersten  erhalten  wir  sogleich,  nach  Analogie  früherer  Entwickeluugen  (2  Nummer): 


w  "  '    e3  '  w  "      03  '  w   :  :   03  ' 


(H) 


also  für  die  Gleichung  dieser  Ebene  in  Punct-Coordinaten : 

AO3.x  +  A18.y  +  A„.z  +  03  _  o.  (12) 

Die  Mittelpuncts-Coordinaten  behalten  ihre  bisherig-en  Wcrthe: 

C  C  C" 

x         D'  y~D'  D» 

und  geben,  in  die  vorstehende  Gleichung  eingesetzt, 

CA03  +  C'A„  +  C«A„-D0s  =0:  (13) 

eine  Bedingungs  Gleichung,   welche  dem  Verschwinden  von  *P  entspricht. 
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Je  nachdem  die  beiden  Factoren,    die,   nach  dem  Vorstehenden,   den  sechs  ersten  Gliedern  der 
Gleichung  (4)  entsprechen,  reell  oder  imaginär  und  demnach  die  Ausdrücke 

YY^O^r^DO,,  YY.-^J^D©,,  Y1Y.2-(¥3O)2  =  D0,     (14) 

negativ  oder  positiv  sind,  ist  die  Fläche  eine  Hyperbel  oder  eine  Ellipse.    Den  Uebergang  zwi- 
schen beiden  bildet  ein  System  von  zwei  Puncten,   ein  Fall  der  dadurch  angezeigt  wird,  dass 

0  =  0,  04  =  0,  0.2  =  0. 

Dann  lässt  sich  die  Gleichung  (4)   in  die  folgenden  beiden  Gleichungen  ersten  Grades  auflösen: 


tV"-— Y  +  u  vrZxx+y  V— Y*  ±Dw  =  0.  (15) 

Die  beiden  dargestellten  Puncte  sind  reell  oder  imaginär,  je  nachdem 

Y  Y  Y 

negativ  oder  positiv  sind.    Ihnen  entsprechen,  indem  wir  den  Mittelpunct  zum  Anfangspunctc  nehmen, 
die  Coordinaten-Werthe: 

x  =  ±  v^zzy  v  —  ±  vzz^  7  —  ±  vz-*~* 

D  D  D 

mithin  bei  der  ursprünglichen  Lage  des  Anfangspunctes : 

C  4-  ^— Y                    C  ±  ^  —  Yx                   C"  ±  i^^l 
x  =    _=. __,  y  = ,  ,  =  m 1.  (16) 

Wenn  die  beiden  Puncte  zusammenfallen  sollen,  so  müssen  die  Coefficientcn  der  sechs  ersten 
Glieder  der  Gleichung-  (4)  verschwinden : 

Y  =  0,        Y1=0,        Y.2  =  0,        WS0  =  0,        <P3l=0,        ¥32  =  0, 

und  dann  sind  die  bisherigen  Coordinaten  des  Mittelpunctes  die  Coordinaten  der  zusammenfallenden 
Puncte  selbst. 

150.  Es  bleibt  noch  übrig,  in  demjenigen  Falle,  wo  die  Fläche  in  eine  Parabel  ausartet,  die 
Lage  dieser  Curve  zu  bestimmen.  Der  erste  Theil  der  Gleichung  (10)  ist  hier,  in  Folge  davon, 
dass  D  verschwindet,  identisch  gleich  Null.  Für  die  Ebene  der  Parabel  erhalten  wir  aber  immer 
noch,  wie  in  dem  Falle,  dass  die  Curve,  in  welche  die  Fläche  ausgeartet  ist,  einen  Mittelpunct  hat, 
unverändert  die  Gleichung  (12)  und  die  Bedingungs-Gleichung  (13),  welche  dem  Verschwinden  von  $, 
wodurch  neben  dem  Verschwinden  von  D  der  fragliche  Fall  characterisirt  wird,  entspricht,  verwan- 
delt sich  in  die  folgende: 

CA03  +  C'A13  +  C"A,3  =0.  (17) 

Die  Durchmesser-Richtung  der  Parabel  ist  durch  die  Doppel  -  Gleichung-  ~^6)  auch  hier  bestimmt,  so 

wie  es  auch  die  Coordinaten  ihres  Scheitels  durch  die  Gleichungen  (8)  sind. 

Wenn    endlich    auch  noch  die  Parabel   in  ein  System  von   zwei  Puncten  ausartet,    von   welchen 

einer  alsdann  nach  bestimmter  Richtung  unendlich  weit  liegt,  so  werden  durch  das  Verschwinden  von 

D  die  ersten  Theile  der  Gleichung-en  (14)  identisch  gleich  Null.    Die  Gleichungen  (16)  geben  für  die 

Coordinaten  eines  der  beiden  gegebenen  Puncte  unendlich  grosse  Werthe  und  zeigen  zugleich,   dass 

die  Richtung  nach  welcher  dieser  Punct  unendlich  weit  liegt ,    durch  die  folgende  Doppel  -  Gleichung 

gegeben  ist: 

x  y  z 

C     ~~   CT  ~  C"  ' 
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•während  die  Coordinaten  des  andern  Punctes : 


C-^C^-AD  C  —  ^C'2  — A'D  C"  —  V  C"2  —  A"  D 

x=  jj-  ,  v  =  —  jj-  ,  z_-  ^-  -, 

durch  das  Verschwinden  von  D,  unter  der  unbestimmten  Form  %  sich  darstellen.  Verfahren  wir 
nach  bekannter  Weise,  so  erhalten  wir  für  die  wahren  Werthe  dieser  Coordinaten: 

A  A'  JA* 

x  =2C'  y~~2C"  Z  —  2C7'* 

151.    Wenn  aus  der  Gleichung  (2)  durch  das  Verschwinden  von  A  das  mit  t'2  behaftete  Glied 

II  v  t 

ausfällt,  so  entspricht  gegebenen  Werthen  von  —  und  —  nur  ein  einziger  Werth  von  — ,    weil   der 

andere  unendlich  gross  wird  :  die  Ebene  YZ  ist  alsdann  eine  Tangential-Ebene  der  Fläche.  Auf  gleiche 
Weise  wird,  wenn  A'  und  A"  verschwinden,  die  Fläche  von  den  Coordinaten  -  Ebenen  XZ  und  YZ 
berührt.    Bestimmen  wir  also  den  neuen  Anfangspunct  so,  dass  gleichzeitig 

A     =  A   —  2C  x'+Dx'*  =  0, 

A'   =  A'  —  2C  j'  +  Dy'2  =  0,  (18) 

A"  =  A"  —  2C"z'  +  Dz'2  =  0, 

so  wird  die,  nun  durch  die  folgende  Gleichung 

2Z?"tu  +  2J5'tv4-2/>,uv  +  2aw  +  2C"uw-f2C"/vw  +  />2w2  ==  0  (19) 

dargestellte  Fläche  gleichzeitig1  von  der  drei  Coordinaten -Ebenen  berührt.  Die  Gleichungen  (18) 
bestimmen  die  acht  Winkclpuncte  eines  der  Fläche  umschriebenen  rechtwinkeligen  Parallclepipcds. 

Wenn  insbesondere  die  Fläche  ein  Paraboloid  ist,  so  reduciren  sich  die  Gleichungen  (18),  dem 
entsprechend,  dass  es  jedesmal  nur  eine  Tangential- Ebene  gibt,  die  einer  gegebenen  Ebene  parallel 
ist,  auf  den  ersten  Grad  und  geben 

A  A^  A^ 

X  ~~  2C'  y  ~~  2CT"  L  ~~  2C7'' 

Wir  erhalten  hier  also  nur  einen  einzigen  Punct,  in  welchem  drei  den  Coordinaten -Ebenen  parallele 
Tangential -Ebenen  der  Fläche  sich  schneiden.  Die  Gleichungen  einer  Ebene,  die  auf  der  Durch- 
messer-Richtung des  Paraboloids  senkrecht  steht,  ist  nach  der  148.  Nummer  im  Aligemeinen  die 
folgende : 

Cx  +  C'y  +  C'z-f  V  =  0 

und  wenn  diese  Ebene  durch  den  eben  bestimmten  Punct  gehen  soll,  kommt  insbesondere 

V  =  -4(A  +  A'  +  A"). 

In  der  eben  angezogenen  Nummer  haben  wir  die  Tangential-Ebene  im  Scheitel  der  Fläche  bestimmt, 
für  den  Abstand  der  beiden  Ebenen  von  einander  ergibt  sich  : 

■■■.■.i.h-rW .  .  __  ,      Q  +  ®i  +  ®« 

V  c  2  +  C  *  +  C" 2  *  (C2  -f-  C  *  -f  C" 2)  |* 

152.    Indem  wir  wieder  die  allgemeine  Gleichung 
Af2+A'u*+A"v2-f2B"tu+2B'tv-f213uv  +  2Ctw+2C'uw-h2C"vw-|-Dw2  ==  T  =  0     (1) 
zu  Grunde  legen ,   wollen   wir  zuvörderst    diejenigen  Flächen   zweiter  Classe  betrachten ,   die  einen 
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Mittelpunct  haben,  und,  in  Gemässheit  der  Gleichung  C-0  der  147.  Nummer, 

Ai*  +  A'  u2  +  A" v 2  +  2B"  tu  +  2B't\  +  2/?uv  ==  w*  (2) 

für  die  allgemeine  Gleichung  solcher  Flächen  nehmen,  wobei  wir,  der  Kürze  wegen, 


Y   —  4       _Xl_=  ai     _Xl_=  <// 
D*         '         D2  ~     '        D*  ~      ' 


(3) 


setzen,  und  dann  zunächst  an  diese  Gleichungs-Form  die  Bestimmung  der  Richtung  und 
der  Grösse  der  Axen  einer  gegebenen  Fläche  knüpfen. 

Wir  wollen  hierbei  von  der  Anschauung  ausgehen,  dass,  wenn  wir  eine  Schnitt-Ebene  durch 
den  Mittelpunct  legen,  der  Pol  dieser  Ebene  nach  bestimmter  Richtung  unendlich  weit  liegt,  und 
dass,  wenn  diese  Richtung  auf  der  Schnitt-Ebene  senkrecht  steht,  diese  ein  Haupts  chnitt  der 
Fläche  zweiter  Classe  ist. 

Die  Gleichung  der  Schnitt-Ebene  in  gewöhnlichen  Coordinaten  sei : 

t'x  +  u'y  +  v/z=0,  (4) 

wonach  die  beiden  Gleichungen  einer  auf  derselben  im  Anfangspuncte  senkrechten  geraden  Linie 
die  folgenden  sind: 

x       t'  y        u' 

—  =  — :  ?  —  =  — .  (o) 

Z  V*  Z  \d 

Für  die  Gleichung  des  Poles  der  Schnitt-Ebene  erhalten  wir,  indem  wir  berücksichtigen,  dass 
die  Coordinaten  dieser  letztern 

t  =  t',  u  =  u',  v=v/,  w  =  0, 

sogleich  die  folgende: 

(Jt'-f  £"11'  +  £SOt+(ß"t'  +  ^'u/  +  £v)u  +  (£'t'  +  .#u'+,4'V;)v  =  0. 

Dieser  Pol  liegt,  weil  in  seiner  Gleichung-  w  fehlt,  unendlich  weit;  die  Richtung  nach  welcher 
er  unendlich  weit  liegt,  muss  also  mit  der  Richtung  der  Linie  (5)  zusammenfallen,  wenn  die 
Gleichung  (4)  einen  Hauptschnitt  der  Fläche  darstellen  soll.     Diess  findet  Statt,  wenn 

^t'  +  ff"u'+  £'>•'         sf  B"t'  +  A'u'  +  Bx'  u^ 

jß't'  +  j?u'+^"v'  "~  v7'  j^t'  +  ^u'  +  ^'v'  ==   P 

°der,  nach  Fortschaffung  der  Nenner: 


(6) 


Diese    Gleichungen    stimmen  genau  mit    den    Gleichungen    (5)    der   103.   Nummer    überein,    wenn 
wir  für    ~  und  —bezüglich  a  und  b  setzen,  und  geben  also  immer   drei  reelle  Werthen -Paare  für 
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—  und  —  ,  wie  die  letztgenannten  Gleichungen  für  a  und  b.  Setzen  wir  nach  einander  jedes  der 
drei  reellen  Wcrthen-Paarc  in  die  Gleichung  (4) ,  so  stellt  diese  die  drei  Hauptschnitte  der  Fläche  dar. 
153.  Wenn  wir  einen  Hauptschnitt  der  Fläche  kennen,  so  ist  es  leicht  die  Länge  der  ihm  zu- 
geordneten Halb-Axe,  die  wir  r  nennen  wollen,  zu  finden.  Sie  ist  der  kürzeste  Abstand  des 
Mittel  punetes  von  einer  der  beiden  diesem  Hauptschnitte  parallelen  Tangential -Ebenen  der  Fläche. 
Zur  Bestimmung  solcher  Tangential-Ebenen  brauchen  wir  bloss  in  die  Gleichung  der  Fläche,  der 
wir  folgende  Form  geben  wollen 

<t)v-(")v-+-©(v)+-'(!)+-(7) = ©: 

für  —  und  —  die  auf  den  Hauptschnitt  sich  beziehenden  Werthe  einzusetzen ,    wo   alsdann  die  ent- 
v  v 

sprechenden  Werthe  von  —  f  —  J  die  von  den  fraglichen  Tangential-Ebenen    auf  der  Axe  Z   abge- 
schnittenen Segmente  bedeuten.    Das  Quadrat  dieser  Segmente  ist  offenbar  gleich 


(^ 


und  hiernach  ergibt  sich: 

t'  u' 

Diese    Gleichung   geht    wiederum ,    wenn    wir  —  und  —  mit  a  und  b    und    überdiess    r  2    mit   s  2 

vertauschen  in  die  Gleichung  (3)  der  111.  Nummer  über.  Wenn  wir  sie  daher  mit  den  Gleichungen 
C6)  verbinden,  um  a  und  b  zu  eliminiren,  so  können  wir  uns  allen  analytischen  Entwickelungen 
überheben  und  erhalten,  den  Gleichungen  ^)  (5)  und  (6)  der  zuletzt  angezogenen  Nummer  ent- 
sprechend, sogleich  die  folgenden: 

tf't'-ftfii'-fOl"—  r*)v'-2  =  0,   i 

B"t'  +  B\'  +  (A'  —  r 2)  u'2  =  0,  (7) 

B"u'+B\'+(A  —r*)t'2  =  0;  ! 

Of-rOC^'-r^Of'-r2)  —  B*(A  —  r^-B^QA'—  r*)— ^OF-r^-f 2£J?'.B"  =0,    (8) 

r6  —  (A  -\-A'+A")  r+-f-  j  {AA>  —  B"2)  +  (AA"-B'2)  +  {A'A"  —  B*)  j  r2 

—  \AA'A"—ABl—A'Bn—A"B"*  +  2BB'B"\   =  0.  (9) 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  (8)  und  (9)  ist  ersichtlich,  dass  die  Bestimmung  der 
Quadrate  der  drei  Halb-Axen  gerade  ebenso  von  den  Cocfficicntcn  der  Gleichung  (2)  abhängt,  als 
die  Bestimmung  der  reeiproken  Werthe  dieser  Quadrate  von  den  Coefficienten  der  entsprechenden 
Gleichung  (1)  der  111.  Nummer,  in  der  die  Punct-Coordinatcn  x,  v,  z  an  die  Stelle  der  Plan-Coordinaten 


QU  (af  © 


treten.     Hieraus  folgt,  dass  auch  —  so  lange  nemlich  die  Fläche  auf  ihren  Mittclpunct  als  Anfangs- 
punet  der  Coordinaten  bezogen  ist  —  dieselben  Bedingungen  zwischen  den  Coefficienten  der  Flächen- 
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Gleichung  ausdrücken,  ob  die  Axen  reell  oder  imaginär  sind,  oder  mit  andern  Worten,  ob  die 
Fläche  ein  reelles  oder  imaginäres  Ellipsoid,  oder  ein  ein-  oder  zweischaliges  Hyperboloid  ist. 
Wenn  durch  das  Verschwinden  des  letzten  Gliedes  der  Gleichung  (9)  eine  Wurzel  gleich  Null 
wird,  so  wird  auch  eine  Axe  gleich  Null,  während  unter  der  entsprechenden  Bedingung  früher  eine 
Axe  unendlich  gross  wurde.  Dann  geht  die  Fläche  in  eine  ebene  Curve  mit  einem  Mittelpuncte 
über  und  die  Quadrate  der  beiden  Halb-Axen  dieser  Curve  sind  durch  die  folgende  quadratische 
Gleichung  gegeben : 

r*  —  ( A  +  A'+  A'O  r*  +  }  iAA'— j?"2)  +  AA"—B'*)  +  (A'A"—B*')  |   =  0.  (10) 

Liegt  die  Curve  in  der  Ebene  XY,'  so  geht  ihre  Gleichung  durch  das  Verschwinden  von  A", 
B  und  B'  in  die  folgende  über: 

At2+A'u*+2B"ta  =  w2, 

wobei  wir  von  der  dritten  Dimension  ganz  absehen  können,  und  erhalten  dann  zur  Bestimmung 
der  beiden  Halb-Axen-Quadrate  die  Gleichung: 

v*  —  {A+A'^y*  -\-(AA'—B"^  =  0.  (10a) 

154.  Endlich  bleiben  auch  die  Bedingungen,  unter  welchen  zwei  oder  drei  Wurzeln  der 
Gleichung  (9)  einander  gleich  sind  und  mithin  die  Fläche  eine  Rotations-Fläche  ist,  identisch  die- 
selben als  früher.  Es  ist  nemlich,  wenn  wir  die  halbe  Länge  der  Umdrehungs-Axe  durch  r  und 
den  Radius  der  Aequatorial-Curve  durch  p  bezeichnen : 

B'B"  B  B"  BB' 

A _  =  ^____==^__7==p2j  (11) 

BB»      BB'  B'B"       BB'  _         B'B"       BB«  _ 

A+    B'    +B"-A^    B     +~FJ-A^    B     +    B'     -1'  (12) 

B'B"  ,  BB"    BB'        n       , 

Wenn  die  Fläche  ein  Ellipsoid  ist,  so  ist  dasselbe,  je  nachdem  der  Werth  für  (r2 — p  2)  positiv 
oder  negativ  ist  ein  verlängertes  oder  abgeplattetes  Sphäroid:  also  umgekehrt  wie  früher,  weil  an 
die  Stelle  der  Halb-Axen  ihre  reeiproken  Werthe  getreten  sind. 

Um  die  Richtung  der  Rotations-Axe  zu  bestimmen,  wenden  wir   uns   zu   den  Gleichungen  (6) 

zurück,  welche  in  diesem  Falle,  nach  Analogie   der  130.  Nummer  einen   gemeinschaftlichen  Factor 

von  der  Form : 

t'  u' 

-74-L-  +  1 
v'  v' 

haben  müssen,  was  uns  dann  wiederum  zu  den  beiden  Bedingungs-Gleichungen,  unter  welchen  die 
Fläche  eine  Rotations-Fläche  ist,  zurückführt.    Abgesehen  von  diesem  Factor,    erhalten  wir  alsdann 

t'  B"  u'  B" 

-=m  =  -,  _  =  n==_ 

und  wenn  wir  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  einsetzen: 

B  ^  B'       B"  \     • 

% 
t  I 

i 
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für  die  Gleichung  des   vollkommen    bestimmten  Hauptschnittes.,  in  welchem  der  Aequatorial- Kreis 
liegt  und 

Bx  =  J?'y  ==  B"z  (15) 

für  die  Doppcl-Gleichung  der  Rotations-Axe. 

Für  die  Coordinaten  der  Aequatorial-Ebene  erhalten  wir  unmittelbar: 

111 


und  um  die  Rotations-Axe  in  Plan-Coordinaten  auszudrücken,  die  beiden  Gleichungen  : 

Jede  Ebene    deren    Coordinaten    diese   Gleichungen   befriedigen,    ist  ein    durch   die    Rotations-Axe 
gehender  Hauptschnilt. 

155.  Die  bisher  Statt  gefundene  Uebereinstimmung  in  der  doppelten  Coordinaten-Annahme  hört 
auf,  wenn  die  Fläche  der  zweiten  Classe  nicht  mehr  auf  ihren  Mittelpunct  als  Anfangspunct  der 
Coordinaten  bezogen  wird.  Legen  Mir  die,  an  die  Spitze  dieses  Paragraphen  gestellte,  allgemeine 
Gleichung  zu  Grunde,  so  verwandeln  sich  in  Folge  der  Gleichungen  (3)  die  Gleichungen  (6),  wo- 
durch die  Richtung  der  drei  Axen  bestimmt  wird,  in  die  folgendeu  beiden: 

/      t'  u'  \         /  t'  u'  \  t' 

/  t'  u'  \         /  t'  u'  \  u' 

(*«-7+Y.  •^  +  *..)-(*.,v+»..-7  +  Y.)9  =  «. 

Wenn  die  Fläche  insbesondere  eine  Rotations-Fläche  sein  soll,  so  geht  die  Doppel-Bedingung 
(11)  in  die  folgende  über: 

XV        XV  XV        XV  XV        XV 

Y  31    *3  2    v  T30  *3'2       _  v  *ÜO  *3i  ,.fi. 

~XV  —    1 1  — •  ^  —    I  2 .  (15T) 

T,rt  Xji  Tj.2 


30 

Für  die  Aequatorial-Ebene  ergibt  sich  die  Gleichung: 

x  v     .     z 


=  0,  (20) 


und  für  die  Rotations-Axe: 
156.    Wir  haben: 


*3o  *3  1  *3-2 

*30.x  =  »i'V'.y  »  *i«.*  (20 

A  +  A>  +  A"  = 


Y  +  Y,  +  Y, 


Di         » 

ferner  mit  Berücksichtigung  der  identischen  Gleichungen  IV.  der  10.  Kummer: 

j  ,4,        ji/ii  Y^t  ~~(^f3j)'z    ®a 


'/ 


Df  D3' 
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mithin 

(=)4-(=)  _i_ß) 
(AA'— B"«)  +  (AA"-B'a;)  +  CA'A"-B*)  =  ■        p,       '.', 

Endlich  ist,  mit  Berücksichtigung  der  4.  identischen  Gleichung  VIII,  a  der  10.  Nummer 

Ait'A"— AB*— A'B'*— A"B"«+2BB'B" 

Hiernach  geht  die  Gleichung  (9)  deren  drei  Wurzeln  immer  reell  und  gleich  den  Quadraten  der 
drei  Halh-Axen  sind,  bezogen  auf  die  ursprüngliche  Gleichung  (1),  in  die  folgende  über: 

r^+(Y+Y,+YO~  +  (©+©i  +  ©2)   ^+|i  =  <>.  (22) 

157.  Wir  können  an  die  Discussion  der  vorstehenden  Gleichung  (22)  zuvörderst  die  Unter- 
scheidung der  verschiedenen  Fälle  von  Flächen  zweiter  Classe,  die  einen  Mittelpunct  haben,  an- 
knüpfen.   Wenn 

1  *  >  0,  (23) 

so  sind  die  drei,  immer  reellen  Wurzeln  dieser  Gleichung  entweder  alle  drei  negativ  oder  zwei 
derselben  sind  positiv  während  die  dritte  negativ  ist:  die  Fläche  selbst  ist  alsdann  entweder  imaginär 
oder  ein  einschaliges  Hyperboloid.    Ersteres  findet  Statt,  wenn  gleichzeitig 

Y+ Y4+  Ys  >  0,  D }  0+0,  +  ©.,  |  >  0:  (24) 

Bedingungen,  welche  sich  in  die  folgenden 

Y  >  0,  Yt  >  0,  Y.2  >  0, 

und  darin  auflösen,  dass  0,  0,,  02  unter  sich  und  mit  D  im  Zeichen  übereinstimmen.*)  Wenn 
neben  der  Bedingung  (23)  nicht  gleichzeitig  beide  Bedingungen  (24)  befriedigt  werden,  so  ist  die 
Fläche  ein  einschaliges  Hyperboloid. 

Wenn 

*  <  0,  (25) 

so  sind  die  drei  Wurzeln  entweder  alle  drei  positiv  oder  zwei  sind  negativ,  während  die  dritte 
positiv  ist.  Dem  entsprechend  ist  die  Fläche  entweder  ein  Ellipsoid  oder  ein  z  weise  haiiges 
Hyperboloid.    Im  Falle  des  Ellipsoids  bestehen  gleichzeitig  die  beiden  Bedingungen: 

Y4*t+*t<$        D(0+01+0.2)>O,  (26) 

welche  sich  dahin  auflösen,   dass  Yy  Yt  und  Y2  negativ  sind   und  0,  &t  und  0.2   unter  sich  und 


*)     In  Folge  der  letzten  der  beiden  Bedingungen  (24)  ist  nach  den  drei  letzten  identischen  Gleichungen  IV: 

YY1-f-YY.2  +  Y1Y2>0, 

ergibt  sich  und  hiernach  mit  Berücksichtigung  der  ersten  dieser  Bedingungen,  dass  wenigstens  zwei  der 
drei  Ausdrücke  Y,  Yi,  Ys  positiv  sind.  (112,  Note.)  Also  stimmen  nach  den  drei  letzten  identischen 
Gleichungen  IX  in  Folge  von  (23)  die  Ausdrücke  0,  ©i,  02  unter  sich  im  Zeichen  überein,  also  auch 
mit  D.     Nach  IV  und  der  ersten  Bedingung  (24)  sind  hiernach  Y,  Yi,  Yi  sämmtlich  positiv« 

26 
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mit  D  im  Zeichen  übereinstimmen.*)     Wenn  diese  Bedingungen   nicht   gleichzeitig  erfüllt  werden, 
so  ist  die  Fläche  ein  zweischaliges  Hyperboloid. 

158.    Wenn  insbesondere 

*  =  0,  (27) 

so  stellt,    dem  Verschwinden  einer  Wurzel  entsprechend,   die  allgemeine  Gleichung  (1)  eine  ebene 
Cur vc  dar,  deren  Axen  durch  folgende  Gleichung  gegeben  sind: 

r++e±^).r,+(?±^i)=0.  >w 

Wenn 

D(0+0,+0,)<O, 

eine  Bedingung,  die  sich  nach  den  drei  letzten  identischen  Gleichungen  IX  dahin  auflöset,  dass  0, 

04  und  0.2  unter  sich  gleiches  aber  mit  D  entgegengesetztes  Zeichen  haben,  so  haben  die  beiden 

Halb-Axen-Quadrate  entgegengesetzte  Zeichen  und  die  ebene  Curve  ist  eine  Hyperbel. 

Wenn  • 

D(0+01+02)>O, 

so  sind  die  Halb-Axen-Quadrate  beide  positiv  oder  beide  negativ  und  dem  entsprechend  ist  die  ebene 
Curve  eine  reelle  oder  imaginäre  Ellipse,  je  nachdem: 

Y+Y4+Y2<0    oder    Y+Y4+Y2>0. 

Dann  stimmen  die  Ausdrücke  0,  04  und  02  unter  sich  und  mit  D  im  Zeichen  überein,    während 
Y,  Yt  und  Y2  in  dem  einen  Falle  sämmtlich  negativ,  in  dem  andern  sämmtlich  positiv  sind. 
Wenn 

$  =  0, 
0  =  0,  01=  0,  02  =  0, 

so  artet  die  ebene  Curve  in  ein  System  von  zwei  Puncten  aus,  deren  halbe  Entfernung  durch 
die  folgende  Gleichung: 

r^+(Y+Y1+Y.i)^  =  0 

bestimmt  wird,  und  die  reell  oder  imaginär  sind,  je  nachdem 


Y<0, 

Y4<0, 

Y2<0, 

oder                                           Y>0, 

Y,>0, 

Y*>0, 

und  die  zusammenfallen,  wenn 

Y  =  0, 

Y,  =0, 

Y2  =0 

159.    Wenn 

D  =  0,  (29) 

so  werden  die  drei  Axen  der  Fläche,  die  alsdann  in  ein  Paraboloid  übergeht,   unendlich  gross, 
aber  die  Ordnung  des  Unendlichgrossen  ist  nicht  dieselbe,  was  ein  Blick  auf  die  Gleichung 


*)     In  Folge  der  zweiten  der  beiden  Bedingungen  (26)  ergibt  sich  nach  IV 

YY4+YY2+YY2  >  0 

wonach,  wenn  wir  zugleich  die  erste  der  genannten  Bedingungen  berücksichtigen,  wenigstens  zwei  der 
drei  Ausdrücke  Y,  Yi,  Yi  negativ  sind.  Nach  IX  stimmen  hiernach  0,  ©i  und  Qt  unter  sich  und  also 
auch  mit  D  überein,  nach  IV  sind  dann  endlich  Y,  V,   und  Yj  sämmtlich  negativ. 
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unmittelbar  zeigt.    Für  die  grösste  Wurzel  dieser  Gleichung  erhalten  wir  auf  der  Stelle : 

Y+Y1+Y.2 
r    —  Di  » 


(30) 


und  dann,  mit  Vernachlässigung  dieser  Wurzel,  zur  Bestimmung  der  beiden  übrigen,  die  folgende 
quadratische  Gleichung  in  p2: 

(Y+Yt+Y2)  P  ♦+  (©+©,+©,)  -£  +  ~  =  0.  (31) 

Die  beiden  Wurzeln  dieser  Gleichung,  die  nothwendig  reell  sind,  haben  entgegengesetzte  Zeichen, 
und  dann  ist  die  Fläche  ein  hyperbolisches  Paraboloid,  wenn 

<D  >  0; 

denn  nach  den  identischen  Gleichungen  I  der  10.  Nummer  ist: 

Y+Y,+Y.2  =  —  (C2  +  C/2-f  C"*), 

also  immer  negativ.    Wenn 

f  <0, 

so  stimmen  die  beiden  Wurzeln  im  Zeichen  überein,  wonach  die  Fläche  ein  elliptisches  Parabo- 
loid ist.  Wenn  wir  die  letzte  Gleichung  berücksichtigen,  und  die  Wurzeln  der  Gleichung  (31)  durch 
p'2  und  p"2  bezeichnen,  ergibt  sich : 

th   '         Q  +  Qi-r-Q-2       J_ 
P/2+P     —       c*+C'M-C"2  *   D' 

$.  1 

P    f  C2+C'2-r-C"2      D*' 

C2+C'2+C"2 
Di 

und  hiernach,  wenn  wir  die  halben  Parameter  der  beiden  Hauptschnitte   des  Paraboloids  p'  und  p" 

p/2  p//2 

nennen,  für  diese  —  und  L — ,  folglich 

vir*    ®+e<+g*       ,  (M) 

p'p"=(c+^+c^)"  (33) 

so  dass  wir  zur  Bestimmung  von  p'  und  p"  die  nachstehende  quadratische  Gleichung  erhalten: 

e+0,+0a  $  f34. 

P        (C+C'2+C"03/2  *  P      (C2-fC'*+C"2) *  '  *    J 

Wenn  4>  >>  0,  so  haben  die  beiden  halben  Parameter  entgegengesetzte  Zeichen,  die  Parabeln 
in  den  beiden  Hauptschnitten  öffnen  sich  nach  entgegengesetzter  Richtung  und  das  Paraboloid  ist 
ein  hyperbolisches.    Als  besonderer  Fall  gehört  hierher,  dass 

0-r-0a  +  02  =  0, 

26* 
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dann  sind  die  beiden  Parameter,  abgesehen  vom  Zeichen,  einander  gleich.    Das  hyperbolische  Para- 
boloid  hei ss t  alsdann  ein  gleichseitiges. 

Die  beiden  Wurzeln  der  vorstehenden  Gleichung  sind  einander  gleich,  wenn 

Dann  ist  die  Fläche  ein  elliptisches  Rotations-Paraboloid,   für   dessen  halben  Parameter  wir 

erhalten. 

Wenn  endlich 

<I>  =  0,  0  +  0J+02  =  0, 

so  werden  zwei  Axen  gleich  Null,  während  die  dritte  unendlich  gross  bleibt.  Die  Parabel  geht  in 
ein  System  zweier  Puncte  über,  von  welchen  einer  nach  gegebener  Richtung 
unendlich  weit  liegt.  ♦ 

160.    Die  Coefficienten  der  Gleichung 

deren  drei  Wurzeln  die  Halb-Axen-Quadrate  der  durch  die  allgemeine  Gleichung 

r  =  o  0) 

dargestellten  Fläche  sind,  bleiben  unverändert  dieselben,  wie  wir  auch  die  Lage  dieser  Fläche  gegen 
die  Coordinaten-Axen  ändern  mögen,  eine  Lagen-Aenderung,  die  sich  in  eine  parallele  Verschiebung 
der  Fläche  und  eine  Drehung  derselben  um  den  Anfangspunct  auflösen  lässt.  Bringen  wir  die  Fläche 
in  eine  solche  Lage,  dass  ihr  Mittelpunct  mit  dem  Anfangspuncte  zusammenfällt,  so  können  wir, 
indem  die  Gleichung  der  Fläche  in  die  folgende  übergeht: 

At2+A'u*+A"\2+2B"tu-t-2B'tv+2Buv  =  w2,  (2) 

die  Gleichung  (22)  unter  der  folgenden  einfacheren  Form  schreiben  : 

r«  —  (A+A'+A")r*  +  [(AA'-B"*)  +  (AA"~- B'i)  +  (A'A"-B*)]r* 

—  (AA'A"—AB*—A'B'*—A"B/'*+2BB'B//)  =  0.  (9) 

Es  bedeuten  aber  A,  A\  A"  die  Quadrate  derjenigen  Perpendikel  die,  vom  Mittelpuncte  der 
Fläche  aus,  auf  diejenigen  Tangential-Ebenen,  die  den  drei  Coordinaten-Ebenen  parallel  sind,  ge- 
fällt werden  können.  Die  Summe  dieser  Quadrate  ist  also,  da  wir  voraussetzen,  dass  die  Coordinaten- 
Ebenen  auf  einander  senkrecht  stehen,  gleich  dem  Quadrate  des  Abstandes  des  Durchschnittspunctes 
dreier  solcher  Tangential-Ebenen  vom  Mittelpuncte  der  Fläche.    Da  hiernach  der  Ausdruck 

bei  jeder  Drehung  der  Fläche  um  ihren  Mittelpunct  constant  bleibt,  so  ist  der  nachstehende  Satz 
bewiesen. 

Der  geometrische  Ort  für  solche  körperliche  Ecken,  welche  von  drei  belie- 
bigen paarweise  auf  einander  senkrechten  Tangential-Ebenen  einer  gegebenen 
Fläche  der  zweiten  Classe  gebildet  werden,  ist  eine  Kugel,  deren  Radius  der 
Quadratwurzel  aus  der  Summe  der  drei  Halbaxen-Quadrate  der  Fläche  gleich  ist. 
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Wenn  A  für  sich  constant  ist,  so  ist  es  auch  (A'-\-A'i~).  Diese  Bedingung  wird  erfüllt,  wenn 
die  Coordinaten-Ebene  YZ  ihre  Richtung  behält,  während  die  beiden  anderen  Coordinaten-Ebenen 
eine  beliebige  Lage  erhalten.  Dann  ergibt  sich  der  Satz,  dass  die  Durchschnitts-Linie  zweier  auf 
einander  senkrechten  Ebenen,  dir  sicfi  so  bewegen,  dass  sie  in  allen  ihren  Lagen  eine  gegebene 
Fläche  zweiter  Classe  mit  einem  Mittelpuncte  berühren,  einen  geraden  Cylinder  mit  kreisförmiger 
Basis  beschreiben.  Wenn  insbesondere  A  =  0,  so  ist  die  durch  denMittelpunct  gehende  Coordinaten- 
Ebene  YZ  selbst  eine  Tangential-Ebene  der  Fläche  und  also  zugleich  eine  Tangential-Ebene  des 
Asymptoten-Kegels.  Die  Fläche  ist  also  ein  Hyperboloid  und  der  Radius  des  beschriebenen 
Cylinders  gleich  der  Quadrat- Wurzel  aus  der  Summe  der  Quadrate  der  drei  Halb-Axen. 

Zwei  Ebenen,  die  einen  Kegel  in  geraden  Linien  berühren,  bilden  einen  Winkel,  dessen  Grösse 
sich  TT  (oder  0)  um  so  mehr  annähert,  je  näher  diese  Berührungs-Linien  einander  rücken.  Aber 
nicht  jedesmal  lässt  sich  demselben  eine  rechtwinklige  Kante  umschreiben:  es  gibt  im  Allgemeinen 
ein  maximum  der  Entfernung  des  Durchschnitts-Winkel  der  beiden  Berührungs-Ebenen  von  tz 
(oder  0).  Ist  für  dieses  maximum  der  fragliche  Durchschnitts-Winkel  ^>  \it  (oder  <C  f  w),  das  heisst, 
wird,  indem  wir  aus  der  unbegrenzten  Kegelfläche  einen  geraden  Kegel  mit  elliptischer  Basis  ab- 
schneiden, die  kleinere  Axe  dieser  Basis  von  der  Spitze  aus  unter  einem  Winkel  gesehen,  der 
grösser  ist  als  ein  rechter  —  so  lässt  sich  keine  rechtwinklige  Kante  der  Kegelfläche  umschreiben. 
Also  auch  nur  in  dem  entgegengesetzten  Falle,  wo  diess  möglich  ist,  können  wir  annehmen,  dass 
gleichzeitig  A  =  0  und  A4  =  0,  wonach  A"  constant  wird.  Wenn  man  also  senkrecht  auf  der 
Durchschnitts-Linie  irgend  zweier  auf  einander  senkrechter  Tangential-Ebenen  des  Asymptoten- 
Kegels  eine  Tangential-Ebene  an  das  Hyperboloid  legt,  so  ist  der  Abstand  einer  solchen  Tangential- 
Ebene  vom  Mittelpuncte  constant.  Wenn  insbesondere  auch  A"  =  0,  und  also  auch  die  Quadrat- 
Summe  der  drei  Halb-Axen-Quadrate  gleich  Null  ist,  so  verschwindet  der  fragliche  Abstand,  und  auch 
die  dritte  Coordinaten-Ebene,  berührt,  indem  sie  durch  den  Mittelpunct  geht,  den  Asymptoten-Kegel. 
Wir  haben  hiermit  zugleich  den  Satz  bewiesen,  dass  wenn  sich  einem  Kegel  zweiter  Ordnung  über- 
haupt eine  rechtwinklige  Ecke  umschreiben  lässt,  sich  demselben  solcher  Ecken  unendlich  viele  um- 
schreiben lassen,  in  der  Art,  dass  jede  durch  die  Spitze  des  Kegels  gehende  Ebene,  welche  auf 
zwei  auf  einander  senkrechten  Tangential-Ebenen  senkrecht  steht,  ebenfalls  den  Kegel  berührt. 

Der  allgemeine  Satz  dieser  Nummer  behält  seine  volle  Geltung,  auch  dann,  wenn  an  die  Stelle 
der  Fläche  eine  ebene  Curve  zweiter  Classe  tritt. 

Der  geometrische  Ort  für  solcheEcken,  die  von  drei  paarweise  auf  einander 
senkrechten  Ebenen,  die  fortwährend  eine  Curve  zweiter  Classe  berühren,  ge- 
bildet werden,  ist  eine  Kugel,  deren  Radius  gleich  ist  der  Quadrat-Wurzel  aus 
der  Summe  der  beiden  Halb-Axen-Quadrate  und  deren  Mittelpunct  mit  dem 
Mittelpuncte  der  Curve  zusammenfällt. 

Es  kann  auch  noch  die  ebene  Curve  in  ein  System  von  zwei  Puncten  übergehen  und  dann  eine 
körperliche  Ecke  gebildet  werden,  indem  zwei  der  drei  Tangential-Ebenen  und  also  auch  ihre 
Durchschnitts-Linie  (die  übrigens  eine  ganz  beliebige  sein  kann)  durch  den  einen  Punct  gehen, 
während  die  dritte  Tangential-Ebene,  die  auf  dieser  Durchschnitts-Linie  senkrecht  ist,  durch  den 
anderen  Punct  geht.  Dann  kommt  also  der  Satz  darauf  hinaus,  dass,  wenn  man,  von  einem  festen 
Puncte  aus,  auf  Ebenen,  die  durch  einen  zweiten  festen  Punct  gehen,  Perpendikel  fällt,  der  Fusspunct 
dieser  Perpendikel  eine  Kugel  ist,  welche  die  Verbindungs-Linie  der  beiden  festen  Puncte  zu  einem 
ihrer  Durchmesser  hat. 
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161.  Analoge  Sätze  gibt  es  auch  für  den  Fall  der  parabolischen  Flächen.  Um  diese  zu 
erhalten,  wollen  wir  an  die  Stelle  der  Gleichung  (22)  die  Gleichung  (34)  setzen,  deren  Wurzeln, 
in  dem  Falle  der  genannten  Flächen,  die  halben  Parameter  der  beiden  Hauptschnitte  sind.  So  lange 
die  Fläche  dieselbe  bleibt  und  nur  ihre  Lage  gegen  die  Coordinaten-Axen  sich  ändert,  behält  der 
Coefficient  des  zweiten  Gliedes 

e+0,+0, 

(C*-fC'*-fC"2):V* 

denselben  Werth,  indem  er  immer,  wenn  wir  sein  Zeichen  ändern,  der  Summe  der  beiden  halben 
Parameter  gleich  ist.  Diesem  Ausdrucke  sind  wir  bereits  schon  in  der  151.  Nummer  begegnet. 
Wenn  wir  nemlich  um  das  Paraboloid  eine  rechtwinklige  körperliche  Ecke  beschreiben,  die  von 
drei  den  Coordinaten-Ebenen  parallelen  Ebenen  gebildet  wird,  so  erhalten  wir  den  Abstand  dieser 
Ecke  von  der  Tangential-Ebene  im  Scheitel  der  Fläche  gleich  der  Hälfte  des  vorstehenden  Aus- 
drucks. Dieser  Abstand  bleibt  also  constant  bei  einer  beliebigen  Drehung  des  Coordinaten-Systems, 
und  somit  ist  der  folgende  Satz  bewiesen. 

Der  geometrische  Ort  für  die  Scheitel  rechtwinkliger  körperlicher  Ecken, 
die  einem  gegebenen,  elliptischen  oder  hyperbolischen,  Paraboloide  um- 
schrieben sind,  ist  eine  Ebene,  die  der  Tangential-Ebene  im  Scheitel  parallel 
ist  und  von  dieser,  auf  entgegengesetzter  Seite,  doppelt  so  weit  absteht,  als 
die  Mitte  zwischen  den  beiden  auf  der  Axe  der  Fläche  liegenden  B  rennpunete 
der  Hauptschnitte. 

Für  den  Fall  des  Rotations-Paraboloids  steht  diese  Ebene  doppelt  so  weit  von  dem 
Scheitel  ab,  als  die  Polar-Ebene  des  Brennpunctes  der  Fläche:  für  den  Fall  des  gleichseitigen 
hyperbolischen  Paraboloids,  das  durch  die  Bedingungs-Gleichung 

e+et+e.2  =  o 

characterisirt  ist,  fällt  diese  Ebene  mit  der  Tangential-Ebene  im  Scheitel  zusammen.  Wenn  endlich 
die  Fläche  in  eine  Parabel  ausartet,  so  geht  die  fragliche  Ebene  durch  die  Directrix  dieser  Parabel 
und  steht  auf  der  Ebene  derselben  senkrecht. 

162.  Zur  Veranschaulichung  füge  ich  noch  einige  Bemerkungen  hinzu.  Eine  körperliche  Ecke, 
die  überhaupt  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  und  Classe  umschrieben  ist,  ist  zugleich  auch  einem 
Kegel  umschrieben,  der  seinerseits  der  Fläche  umschrieben  ist.  Wenn  die  körperliche  Ecke  eine 
rechtwinklige  ist,  so  gibt  es  unendlich  viele  solcher  Ecken  mit  demselben  Scheitel,  die  alle  dem 
Kegel  und  also  auch  der  Fläche  umschrieben  sind,  in  der  Art,  dass  jeder  Punct  der  Kugel-Ober- 
fläche, die  wir  in  der  vorigen  Nummer  als  geometrischen  Ort  für  die,  der  Fläche  umschriebenen, 
rechtwinkligen  körperlichen  Ecken  erhalten  haben,  der  Scheitel  von  unendlich  vielen  solchen 
Ecken  ist.  Legen  wir  durch  irgend  einen  Punct  dieser  Kugel-Oberfläche  irgend  eine  Tangential- 
Ebene  an  die  Fläche,  so  gibt  es  immer  zwei  andere  durch  denselben  Punct  gehende  Tangential- 
Ebenen,  die  auf  der  ersten  senkrecht  stehen  und  auch  einander  rechtwinklig  durchschneiden.  Die 
fragliche  Kugel-Oberfläche  ist  hiernach  zugleich  auch  der  geometrische  Ort  für  die  Mittelpuncte 
solcher  Kegel,  denen  überhaupt  rechtwinklige  körperliche  Ecken  sich  einschreiben  lassen.  In  dem 
Falle  des  Ellipsoids  entspricht  jedem  Puncte  der  Kugel-Oberfläche  ein  reeller  Kegel  mit  unend- 
lich vielen  umschriebenen  rechtwinkligen  Ecken ;  ebenso  in  dem  Falle  des  zweischaligen  Hyper- 
boloids. In  diesem  letztern  Falle  wird  die  Kugel-Oberfläche  durch  den  As>mptotcn-Kcgcl 
in  drei   Zonen  getheilt.      Bezeichnen   wir   diejenigen    beiden    Puncte,    in    welchen  dieselbe  von  der 
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reellen  Axe  der  Fläche  geschnitten  wird,  als  ihre  Pole,  so  ziehen  sich  um  die  beiden  Pole  zwei, 
im  Allgemeinen,  durch  Linien  doppelter  Krümmung  umschlossenen  Zonen,  denen  Kegel  entsprechen, 
welche  die  näher  liegende  Schale  der  Fläche  in  einer  Ellipse  berühren.  Die  dritte  Zone  liegt  zu 
beiden  Seiten  des  Aequators  und  ihr  entsprechen  Kegel,  welche  beide  Schalen  in  einer  Hyperbel 
berühren.  Diejenigen  Kegel,  deren  Mittelpuncte  auf  der  Durchschnitts-Curve  der  Kugel-Oberfläche 
und  des  Asymptoten-Kegels  liegen,  berühren  die  näherliegende  Schale  in  einer  Parabel.  Wenn 
die  Fläche  ein  eins  chaliges  Hyperboloid  ist,  so  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Wir  wollen 
die  grössere  reelle  Halb-Axe  a,  die  kleinere  ß  und  die  halbe  Neben- Axe  /  {=^yVZZ\)  nennen 
und  überhaupt  voraussetzen,  dass  die  Kugel-Oberfläche  reell  ist,  was 

« ■  +  ß*  >  r72 

fordert.  Die  Kugel-Oberfläche  schneidet  entweder  die  Fläche  oder  schneidet  sie  nicht.  Im  letztern 
Falle  ist  ihr  Radius  kleiner  als  die  kleinere  reelle  Axe,  oder  was  hiermit  gleichbedeutend  ist: 

<*2  <  y9. 

Der  Asymptoten-Kegel  theilt  hier  wiederum  die  Kugel-Oberfläche  in  drei  Zonen  und  wenn  wir  hier 
die  Neben-Axe  als  die  Axe  der  Kugel  betrachten,  so  erhalten  wir  dieselbe  Bestimmung  wie  eben 
über  Kegel,  die  die  Fläche  in  Ellipsen,  Hyperbeln  und  Parabeln  berühren,  wodurch  zugleich  auch 
ein  Unterschied  üb«r  die  Art  gegeben  ist,  wie  die  entsprechenden  rechtwinkligen  Ecken  von  dem 
zwei-  oder  einschaligen  Hyperboloide  berührt  werden.  Wenn  der  Radius  der  Kugel  grösser  ist 
als  die  kleinere  reelle  Axe  und  demnach 

so  wird  das  einschalige  Hyperboloid  von  der  Kugel  geschnitten,  und  die  Durchschnitts-Curve  be- 
zeichnet auf  der  Kugel-Oberfläche  die  Gränze  zwischen  Puncten  die  die  Mittelpuncte  reeller  und  die 
Mittelpuncte  imaginärer  Kegel  sind.  Für  einen  Punct  der  fraglichen  Durchschnitts-Curve  artet  der 
entsprechende  Kegel  in  ein  System  von  zwei  zusammenfallenden  Ebenen  aus,  dem  eine  einzige 
körperliche  Ecke  zugehört.  Die  Berührungs-Ebene  ist  die  eine  der,  diese  Ecke  bildenden,  Ebenen, 
die  beiden  andern  (ebenfalls  als  Tangential-Ebenen  des  ausgearteten  Kegels  zu  betrachten)  schneiden 
sich  in  der  Normalen.  Die  beiden  durch  diese  Normale  gehenden  Tangential-Ebenen  der  Fläche 
müssen  sich  also  rechtwinklig  schneiden,  oder,  mit  andern  Worten,  die  beiden  in  dem  Durchs  chnitts- 
puncte  von  Kugel  und  Hyperboloid  sich  schneidenden  beiden  Erzeugenden  des  letztern  stehen  auf 
einander  senkrecht.    Beiläufig  ist  also  der  folgende  Satz  bewiesen. 

Der  geometrische  Ort  für  die  Scheitel  der  einem  gegebenen  einschaligen 
Hyperboloid  aufgeschriebenen  rechten  Winkel,  ist  die  Durchschnitts-Curve 
dieser  Fläche  und  einer  Kugel,  deren  Radius-Quadrat  der  Summe  der  drei  Halb- 
Axen-Quadrate  (a'1-\-ß'1 — y'2)  gleich  ist. 

Wenn 

so  reducirt  sich  die  Durchschnitts-Curve  auf  einen  Punct.    Sie  besteht  aus  zwei  Theilen,  wenn 

«2  >  72',  P  <  V'\ 

die  in  den  Scheiteln  der  grössern  Axe  zusammenstossen,  wenn 

ß2  =  /'2, 
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und   sich  wieder  in  anderem  Sinne  trennen,  wenn 

«*  >  ß1  >  /*• 
Der  Ort  für  die  Mittelpuncte  imaginärer  Kegel  bildet  einen  Theil  der  Aequatorial-Zonc  der  Kugel 
und  liegt  dem  Aequator  am  nächsten. 

Wenn  das  Hyperboloid  eine  Rotations-Fläche  ist,  so  wird  es  von  der  fraglichen  Kugel  in 
zwei  gleichen  parallelen  Kreisen  geschnitten,  die,  im  Falle  des  gleichseitigen  Rotations-Hyperbo- 
loids, mit  dem  Kreise  des  Hauptschnittes  zusammenfallen. 

In  dem  Falle  der  beiden  Paraboloide  artet  die  Kugel-Oberfläche  in  eine  Ebene  aus,  welche, 
wenn  das  Paraboloid  ein  hyperbolisches  ist,  dieses  in  einer  Hyperbel  schneidet.  Diese  Hyperbel 
ist  der  geometrische  Ort  für  die  Scheitel  der,  der  Fläche  aufgeschriebenen, 
rechten  Winkel.  In  dem  Falle  des  gleichseitigen  hyperbolischen  Paraboloids  fällt  die  frag- 
liche Ebene  mit  der  Tangential-Ebene  im  Scheitel  desselben  zusammen,  und  ist  mithin  auch  eine 
gemeinsame  Tangential-Ebene  aller  entsprechenden  Kegel.  Durch  jede  gerade  Linie,  welche  auf 
dieser  Tangential-Ebene  senkrecht  steht,  mit  andern  Worten  durch  jeden  Durchmesser  der  Fläche, 
lassen  sich  also  zwei  auf  einander  senkrechte  Tangential-Ebenen  an  dieselbe  legen.  Wir  erhalten 
diese  Tangential-Ebenen,  wenn  wir,  einerseits  durch  den  Durchmesser  und  andrerseits  durch  die, 
in  Durchschnittspuncte  der  Fläche  und  des  Durchmessers  sich  schneidenden,  beiden  Erzeugenden 
zwei  Ebenen  legen.  Und  somit  kommt  das  erhaltene  Resultat  darauf  hinaus,  dass  die  Linien  der 
beiden  Erzeugungen  eines  Paraboloides  überhaupt  zweien  gegebenen  Ebenen  parallel  sind,  die  auf 
der  Tangential-Ebene  im  Scheitel  der  Fläche  senkrecht  stehen,  so  dass  die  Projectionen  dieser 
Linien  in  der  letztgenannten  Ebene  mit  einander  einen  constanten  Winkel  bilden,  der  in  dem  Falle 
des  gleichseitigen  Paraboloids  ein  rechter  ist. 

Wenn  die  Fläche  in  eine  ebene  Cürve  ausartet,  so  ist  insbesondere  die  Ebene  der  Curve 
selbst  als  eine  Tangential-Ebene  derselben  anzusehen,  und  somit  erhalten  wir  den  bekannten  Satz 
der  Planimetrie,  dass  der  geometrische  Ort  für  die  Scheitel  rechter  Winkel,  die  einem  gegebenen 
Kegelschnitte  umschrieben  sind,  ein  Kreis  ist,  der,  wenn  der  Kegelschnitt  in  eine  Parabel  sich  ver- 
wandelt,  in  die  Directrix  derselben  übergeht. 

163.     Um  den  Ausdruck 

jÜMpt^S*.  (35) 

geometrisch  zu  deuten,  brauchen  wir  bloss  in  der  allgemeinen  Gleichung  (2) 

v  =  0 

zu  setzen,  wonach  wir  für  diejenigen  Tangential-Ebenen  der  Fläche,  die  auf  der  Ebene  XY  senk- 
recht stehen,  die  Gleichung 

Ati+A'ü*+2B"tu  =  f2 

erhalten.      Diese  Gleichung  stellt,    in  Verbindung    mit  der  vorhergehenden,   denjenigen    der   Eläche 

umschriebenen  CS  linder  dar,  welcher  auf  der  Ebene  XY  senkrecht  steht  oder  auch,  allein   für   sich, 

wobei  wir  von  der  dritten  Dimension  ganz  abstrahiren  können,  die  Projettion  der  gegebenen  Fläche  auf 

die  genannte  Coordinaten-Ebenc.     Die  identischen  Ausdrücke  (3>)  bedeuten  also,  in  Gcmässheit  der 

Gleichung  (loa),  das  Product  der  beiden  Ilalb-Axen-Quadrate  dieser  Projection.      Ebenso  bedeuten 

0,        ,  0 

=— •  und  — -  die  Producte  der  beiden  Halb-Axcn-Quadratc  der  Projection  der  Fläche  auf  die  Ebenen 

XZ  und  YZ.     Da  für  eine  gegebene  Fläche  der   Coefftcient   des  dritten  Gliedes    der  Gleichung  (9) 
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oder  (22)  unverändert  bleibt,  welche  Lage  die  gegebene  Fläche  gegen  die  Coordinaten-Axen  auch, 
haben  mag,  so  ergibt  sich  hiernach  der  folgende  Satz. 

Die  Quadrat-Summe  der  drei  Projections-Flächen  eines  gegebenen  Elli- 
psoids  auf  irgend  drei  auf  einander  senkrechte  Ebenen  ist  constant. 

Die  Modificationen  dieses  Satzes,  wenn  an  die  Stelle  des  Ellipsoids  eines  der  beiden  Hyper- 
boloide tritt,  ergeben  sich  leicht.  Für  den  Fall  des  zweischaligen  Hyperboloids  ist  die  Projection 
ein  reeller  Kegelschnitt  und  dann  immer  eine  Hyperbel,  wenn  derjenige  Durchmesser  der  Fläche, 
welcher  auf  der  Projections-Ebene  senkrecht  steht,  ausserhalb  des  Asymptoten-Kegels  liegt.  Für 
den  Fall  des  einschaligen  Hyperboloids  ist  die  Projection  reell  und  dann  nothwendig  eine  Ellipse, 
wenn  derjenige  Durchmesser,  welcher  auf  der  Projections-Ebene  senkrecht  steht,  innerhalb  des 
Asvmptoten-Kegels  liegt.  Wenn  also  in  dem  Falle  des  einschaligen  Hyperboloids  innerhalb  des 
Asvmptoten-Kegels  rechtwinkliche  Ecken  sich  legen  lassen,  so  behält  der  vorstehende  Satz  seine 
unmittelbare  Geltung.  "Wenn  die  Projections-Ebene  auf  irgend  einer  Seite  des  Asymptoten-Keg-els 
senkrecht  steht,  so  verschwindet  die  Fläche  der  Projection.  Nimmt  man,  wenn  es  überhaupt  möglich 
ist,  irgend  zwei  solche  Seiten  des  Kegels,  die  auf  einander  senkrecht  stehen,    für  die  Axen   Y  und 

0 
Z    so  wird  durch  das  Verschwinden  von  0.2  und  0t  der  Ausdruck—-    constant.      Die   Projection 

eines  °-e»ebenen  Hyperboloids  auf  jede  Durchmesser-Ebene,  die  den  Asymptoten-Kegel  in  einem 
rechten  Winkel  schneidet,  hat  einen  constanten  Flächen-Inhalt.  Auch  dieser  ist  insbesondere  gleich 
Null,  wenn  sich  eine  rechtwinklige  körperliche  Ecke  in  den  Asymptoten-Kegel  beschreiben  lässt. 
Die  auf  diese  Weise  particularisirte  Fläche  wird  durch  die  folgende  Bedingungs-Gleichung  charakterisirt : 

©i+0,+0  =  0. 

164.    Das  Product  der  drei  Halb-Axen-Quadrate  der  Fläche  ist  gleich  dem,    mit  entgegenge- 
setztem Zeichen  genommenen,  letzten  Gliede  der  Gleichung  (22),  nemlich  gleich 

"d^  mY~        =j2*  (36) 

In  eine  geometrische  Discussion  dieses  Ausdrucks  wollen  wir  hier  nicht  näher  eingehen,  und  ver- 
weisen in  dieser  Beziehung  auf  die  analogen  Erörterungen  des  6.  Paragraphen  (116).  Nur  eine 
Bemerkung  wollen  wir  an  die  Form  des    vorstehenden   Ausdrucks    noch    anknüpfen.      Es   bedeuten 

Y  Y  Y 

—  — ,  —  —  und  —  — |  die  Quadrate  derjenigen  Perpendikel,   die,  vom  Mittelpuncte  der  Fläche 

aus,  auf  diejenigen  Tangential-Ebenen  derselben,  welche  den  willkührlich  angenommenen,  auf  ein- 
ander senkrechten,  Coordinaten-Ebenen  parallel  sind,  gefällt  werden  können,  wonach 

-  Ö£j  te  *.  (37) 

das  Quadrat  des  achten  Theiles  des  Inhaltes  desjenigen  Parallelepipeds  ist,  dessen  Seiten-Flächen 
den  Coordinaten-Ebenen  parallel  sind,  so  wie  J'2  das  Quadrat  des  achten  Theiles  des  Inhalts  des- 
jenigen Parallelepipeds  ist,  dessen  Seiten-Flächen  den   drei  Hauptschnitten  parallel  sind.    Es   ist  in 

Folge  von  (36): 

(-Ya)D+J2  =  001-(Aol)2<00]j  (38) 

ferner,  in  Folge  der  drei  letzten  identischen  Gleichungen  IV: 
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|Y1YirLCP»,)'l  lYYa-Cg3.)2I^YYt(Ya)»  _ 

00,  = ^r  <_~1^ —  = 

/     YY,Y.A         J     „  -. ^9^ 


-Y2  (~^T^)  Sä  (-Y2)  D*J'*. 


Bei  diesen  Schlussfoig-en  ist  vorausgesetzt,  dass  die  Werthe  von  0  und  0,  im  Zeichen  überein- 
stimmen und  dass  Y,  Y4  und  Y2  sämmtlich  negative  Werthe  haben,  was  für  den  Fall  des  EUi- 
psoids  immer  Statt  findet.  Stellen  wir  hiernach  die  Ausdrücke  (38)  und  (39)  zusammen,  so  ergibt 
sich,  nach  Hinweglassung  des  positiven  Factors  ( — Ya)  D  4 : 

J*  <  J'2. 

Es  ist  hiermit  bewiesen,  dass  unter  allen,  einem  gegebenen  Ellipsoide  umschriebenen, 
rechtwinkligen  Parallelepipeden  dasjenige  das  kleinste  ist,  dessen  Seiten- 
Ebenen  den  drei  Hauptschnitten  parallel  sind. 

Hieraus  folgt  weiter,  dass  das  grösste  Ellipsoid,  welches  einem  geg-ebenen  Paral- 
lelepipcd  sich  einschreiben  lässt,  dasjenige  ist,  dessen  drei  Hauptschnitte  den 
Seitenflächen  desselben  parallel  sind,  und  das  also  diese  Seitenflächen  in  ihren  Mittel- 
puneten  berührt.  Denn  das  Product  der  drei  Axen  dieses  Ellipsoids  ist  dem  Inhalte  des  gegebenen 
Parallclepipcds  gleich  und  das  Product  der  drei  Axen  jedes  andern  eingeschriebenen  Ellipsoids 
nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  kleiner  als  derselbe.*) 

Da  alle  rechtwinkligen  Parallelepipede,  die  einem  g-egebenen  Ellipsoid  umschrieben,  zugleich 
einer  Kug-el  eingeschrieben  sind,  so  ist  das  grösste  dieser  Kugel  eingeschriebene  Parallelepiped, 
welches,  wie  bekannt  ein  Wür  fei  ist,  zugleich  auch  das  grösste  der  Fläche  umschriebene. 
Es  bleibt  nur  noch  nachzuweisen,  dass  einem  gegebenen  Ellipsoide,   das  wir,   in  der  Voraussetzung 


*)  Auf  maximum-  nnd  »nimmt/m -Bestimmungen  der  vorstehenden  Art  werden  wir  noch  ausführlicher  und 
im  Zusammenhange  zurückkommen.  Nur  bemerken  wir  gleich  hier  schon,  dass  die  Sätze  des  Texte* 
sogleich  in  die  nachstehenden  sich  verallgemeinern   lassen. 

Unter  allen  einem  gegebenen  Ellipsoid  umschriebenen  Parallelepipeden^  für  welche 
die  Neigung  der  Seitenflächen  gegen  einander  gegeben  ist,  hat  dasjenige  (wenn  über- 
haupt ein  solches  vorhanden  ist)  den  kleinsten  Inhalt,  dessen  Seitenflächen  dreie» 
zugeordneten  Durchmesser-Ebenen  parallel  sind. 

Vo  n  allen  irgend  einem  gegebenen  Parallelepiped  eingeschriebenen  Ellipsoide» 
hat  dasjenige  den  grüssten  Inhalt,  welches  drei  den  Seiten  desselben  parallele  zu- 
geordnete Durchmesser  hat. 

Wir  brauchen  hierbei  nur  zu  erwägen,  dass,  wenn  wir  die  Gleichung  (2)  auf  irgend  ein  schief- 
Avinkliges  Coordinaten-System  beziehen,  in  welchen  zwei  der  drei  Axen  den  AVinkel  e  einschliessen  und 
die  dritte  Axe  mit  der  Ebene  dieser  beiden  den  Winkel  6%  bildet  und  wir  dann 

YY,Ya  <D 

D*      ~  J    '  D+  ~  J  ' 

setzen,  die  Ausdrücke 

J'sinesin^,  .1- in  sin.' 

bezüglich  den  Inhalt  desjenigen  umschriebenen  Parallelepipeds,  dessen  Seitenflächen  den  Coordinaten- 
Ebenen  parallel  sind,  und  desjenigen,  in  welches  dieses  übergeht,  wenn  wir  das  Coordinaten-System  so 
drehen,  dass  es,  nach  der  Drehung,  mit  drei  zugeordneten  Durchmessern  zusammenfällt,  darstellen. 


§.  9.    Schiefwinklige  Coordinaten-Axen.  211 

rechtwinkliger  Coordinaten-Axen,  durch  folgende  Gleichung  darstellen  wollen: 

a«  t°-  +  S2  u*  +  72  v2  =  w*,  C40) 

sich  wirklich  ein  Würfel  umschreiben  lässt.  Ein  solcher  Würfel  muss,  weil  er  einer  concentrischen 
Kug-el,  deren  Radius  (a2+^*2+7'2)  zum  Quadrate  hat,  eingeschrieben  ist,  zugleich  einer  zweiten 
Kugel  umschrieben  sein,  deren  Radius-Quadrat  gleich  %  (a2  +  ^2~}~72)  ist,  und  deren  Gleichung 
hiernach 

Vi  O2+02-f-/2)  (t'2+u2  +  v^)  =  w2.  (41) 

Um  die  Richtung  der  Seiten  des  Würfels  zu  bestimmen,  müssen  wir  w2  zwischen  den  beiden  vor- 
stehenden Gleichungen  eliminiren;  wir  finden  alsdann 

(2a2—  £2— r2)  t2-{-(2£2— a2— f2)  u2-f  (2^2  — a2—  £2)  v*  =  0.  (42) 

Das  System  dieser  und  der  folgenden  Gleichung 

v  =  0 

stellt  einen  Regel  dar,  als  geometrischen  Ort,  der  von  allen  Ebenen  umhüllt  wird,  die,  parallel  mit 
den  Seitenflächen  aller  dem  Ellipsoid  umschriebenen  Würfel,  durch  den  Mittelpunkt  dieser  Fläche 
gehen.  Dieser  Kegel  ist  immer  reell,  denn  die  Summe  der  drei  Coefficienten  von  t2,  u2  und  v2 
ist  gleich  Null,  woraus  —  was  die  Natur  der  Sache  von  Vorne  herein  verlangt  —  zugleich  folgt, 
dass  demselben  sich  unendlich  viele  rechtwinklige  körperliche  Ecken  umschreiben  lassen.  Jeder 
solchen  Ecke  entspricht  ein  der  Fläche  umschriebener  Würfel.  Für  den  Fall  des  Ellipsoids  sind  die 
unendlich  vielen  umschriebenen  Würfel  sämmtlich  reell. 

Wenn  wir  statt  des  Ellipsoids  eines  der  beiden  Hyperboloide  betrachten,  so  gibt  es  keine  um- 
schriebenen Parallelepipede  mehr,  deren  Seitenflächen  den  drei  Hauptschnitten  parallel  sind;  wenn 
es  aber  umschriebene  rechtwinklige  Parallelepipede  gibt,  so  haben  unter  ihnen  die  Würfel  immer 
noch  den  grössten  Inhalt. 


§.9. 

Bestimmung  der  Aien  in  dein   Systeme  der  Piuiet-  und  Plan- 

i Koordinaten  bei  schiefwinkligen  Coordinaten-Axen. 

Discnssion  besonderer  Formen. 

165.  Bei  der  Bestimmung;  eines  Svstems  dreier  zugeordneter  Durchmesser  einer  Fläche  zweiter 
Classe  mit  einem  Mittelpuncte  kommt  es,  abgesehen  von  seiner  Lage,  auf  die  Länge  der  drei 
Durchmesser  und  diejenigen  drei  Winkel  an,  welche  dieselben,  paarweise  genommen,  mit  einander 
bilden.  Es  seien  p,  er,  t  die  drei  Halb-Durchmesser-Längen  und  e",  e',  e  die  drei  fraglichen 
Winkel.  Dann  geben  die  Sätze  der  119. — 121.  Nummer,  auf  deren  Beweis  in  dem  Systeme  der 
Plan-Coordinaten  wir  hier  nicht  mehr  zurückkommen  wollen,  die  folgenden  drei  Retationen 
zwischen  den  sechs  zu  bestimmenden  Stücken: 
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p2o-2sin2£"+p2T2sinV+a2T2sm2e:=  "  +  n3+0'> 

pV2T2(l  —  cos2£  —  cosV— cosV  +  Scosecose'cost'O  =  —  7^*) 

Die  vorstehenden  Gleichungen  bestimmen  unmittelbar  die  drei  Coefficienten  der  Gleichung  (22) 
der  156.  Nummer  wenn  die  Längen  irgend  dreier  zugeordneter  Durchmesser  der  Fläche  und  die 
von  je  zwei  derselben  gebildeten  Winkel  gegeben  sind.  Wird  also  diese  Fläche  zweiter  Ordnung 
und  Classe  in  dem  Systeme  der  Punct-  und  Plau-Coordinaten  durch  folgende  Gleichungen  dar- 
gestellt! 2  a  9 

p2  "+"     a2"1"    T2    ~       ' 

p*t2+crVM-TV=w2, 
indem  wir  beidesmal  irgend  drei  zugeordnete  Durchmesser  derselben  zu  Coordinaten-Axen  nehmen, 
so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  der  drei  Halb-Axen-Quadrate   die  folgende   Gleichung    des  dritten 

Grades: 

r«_(p*4-<r2+T2)r* 

+  (p2<r2sin,ie"-fp2T"sin2£'+o-2T2sin2£)r2 

—  p2<r2<r2  (1  —  cos2e—cosV — cos2t"+2cos£cos£/cos£//)=0.  (2} 

166.  Die  allgemeine  Aufgabe  „die  Grösse  der  Axen  einer  Fläche  zweiter  Ord- 
nung und  Classe  zu  bestimmen,  wenn  dieselbe,  bei  gegebener  Richtung  der 
Coordinaten-Axen,  durch  die  allgemeine  Gleichung  in  Punct-  oder  Plan-Coor- 
dinatcn  gegeben  ist"  haben  wir,  in  der  Voraussetzung,  dass  die  Coordinaten-Axen  sich  unter 
rechten  Winkeln  schneiden,  vollständig  in  der  111.  und  156.  Nummer  gelöset,  und  in  der  Voraus- 
setzung schiefwinkliger  Coordinaten-Axen  für  den  besondern  Fall,  dass  diese  mit  irgend  drei  zuge- 
ordneten Durchmessern  zusammenfallen  (165).  Um  diese  Aufgabe  bei  schiefwinkligen  Axen  voll- 
ständig zu  lösen  ist  uns  der  directe  Weg  unmittelbar  gewiesen,  indem  wir  die  frühern  Entwicklun- 
gen nur  zu  verallgemeinern  brauchen. 

Legen  wir  zum  Beispiel  Punct-Coordinaten  zu  Grunde,    indem    wir  wieder,    jedoch    unter   der 


*)  Wenn  wir,  was  die  Ableitung  der  letzten  Gleichung  betrifft,  wie  in  den  angezogenen  Nummern,  den- 
jenigen Winkel,  welchen  der  dritte  Durchmesser  mit  der  Ebene  der  beiden  ersten  bildet,  durch  h'f  und 
denjenigen  Winkel,  Avelcher  am  ersten  Durchmesser,  von  den  beiden  Ebenen,  die  gleichzeitig  mit  diesem 
Durchmesser  auch  noch  bezüglich  den  zweiten  und  dritten  enthalten,  gebildet  werden,  durch  £  bezeichnen, 
so  ist 

sintf"  =  sin*'  sin£, 

cosf  —  cos e' cos t" 
cos>  = .   \J—. 

Wenn  wir  zwischen   den    beiden    vorstehenden    Gleichungen    £    eliminircn,    so    ergibt   sich   nach    einfach«» 
Reductionen: 

(sind"  sin  £")*  =  1  —  cos2£— cosV — cos-£//-|-2cos£COS£/cos£//, 
wobei  wir  im  ersten  Theile  sinJ''  sine"  auch  mit  sino^sine'  und  sino'sitif  vertauschen  können. 
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Voraussetzung,  dass  die  drei  Coordinaten-Axen  paarweise  genommen  mit  einander  irgend  drei   ge- 
gebene Winkel  e",  e'  und  £  bilden,  von  der  Gleichung 

Ax*+Ay*+A"z5e  +  2B"xy+2B'xz4-2B'xz+2Byz  __  j 
ausgehen,  so  nehmen  wir  wieder  den  Anfangspunct  der  Coordinaten  in  dem  Mittelpuncte  der  Fläche 
an.    Dann  sind 

x  =  az,  y  =  bz,  (1) 

die  Gleichungen  irgend  eines  Durchmessers,  und  wenn  wir,  der  Kürze  wegen, 

Aa+  B"b+B'  =  g, 

B"a  +  A'b-f  B  ==  h, 

B'a-f  Bb+A"  =  k 

setzen,  erhalten  wir  für  die  Gleichung  der  zugeordneten  Diametral-Ebene: 

gx-+-hy+kz  =  0. 

Derjenige  Durchmesser,  welcher  auf  dieser  Ebene  senkrecht    steht,   hat,    wenn    wir    wiederum   der 
Kürze  wegen 

k  (cosecose"  —  cose')  +  h  (cosecose'  —  cose")  +  gsin2e 
k  sin  2  e" -J- h  (cose'cose"—  cose)  -f"  g(cos  £  cos  e" — cos  tf}  " 
k  (cose'cose" — cose)-f-hsin  ^e'-j-gCcostcose' — cose") 
ksin"2£//-f-h(cos£/cose// — cos£)-f  g(cos£COS£/y — cose7) 
setzen,  die  folgenden  beiden  Gleichungen : 

x  =  mz,  y  =  nz.*) 

Um  also  auszudrücken,  dass  die  Gleichungen  (1)  insbesondere  eine  der  drei  Axen  der  Fläche  dar- 
stellen, erhalten  wir  die  Bedingungen 

a  =  m,  b  ==  n,  (2) 

wodurch  die  Richtungen  der  Axen  vollkommen  bestimmt  sind. 

Stellen  wir  die  Axen-Gleichungen  (l)  mit  der  Gleichung  der  Fläche  zusammen,  und  nennen 
die  Länge  der  bezüglichen  halben  Axe  r,  so  kommt : 

(Aa2+Bb2+A/0+2B//ab+2B/a+2Bb)x2  =  1, 
r2  =  Cl+a'2+b2-f2abcos£//+2acos£'-}-2bcosOx2, 

und  hieraus 

(Aa2+A/b2+A//4-2B/'ab4-2B/a+2Bb)r2 
=  (l+a2+b-5-f-2abcos£//+2acos£/-f-2bcos£). 

Wenn  wir  zwischen  dieser  Gleichung  und  den  beiden  Gleichungen  (2)  a  und  b  eliminiren,  so 
ergibt  sich  die  verlangte  Gleichung  des  dritten  Grades  in  r2. 

167.  Der  am  Schlüsse  der  vorigen  Xummer  angezeigten  Elimination,  die,  wenn  auch  nicht 
unsere  Kräfte,  doch  unsere  Geduld  übersteigt,  können  wir  uns  überheben,  und,  durch  Induction  ge- 
leitet, das  Resultat  sogleich  hinschreiben,  und  dann  nachweisen,  dass  es  nothwendig  das  richtige  ist. 
Diesen  Weg  wollen  wir  bei  der  Bestimmung  der  Axen  der  Fläche  sowohl  in  dem  Systeme  der 
Punct-Coordinaten  als  auch  in  dem  Systeme  der  Plan-Coordinaten  einschlagen. 


*)     Vergl.  Magnus  S.  32. 
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Es  sei  hiernach,  indem  wir  zuerst  Plan-Coordinaten  zu  Grunde  legen, 

At2+A/u-h2A//v2+2B//tu-r-2ß/tv+2Buv+2Ctw+2C'uw+2C//vw-fDw2  =  0  (1) 

die  allgemeine  Gleichung  der  Fläche,  bezogen  auf  irgend  drei  gegebene  Coordinaten-Axen,  von 
welchen  die  erste  und  zweite,  die  erste  und  dritte  und  die  zweite  und  dritte  bezüglich  die  Winkel 
t",  e'  und  e  einschliessen.  Verschieben  wir  diese  Axen  parallel  mit  sich  selbst  bis  ihr  Durchschnitt 
mit  dem  Mittelpuncte  der  Fläche  zusammenfällt,  so  geht  die  vorstehende  Gleichung,  gerade  wie  in 
der  152.  Nummer,  indem  wir 

_    X=   A         —  —  =A'  —  Xi=>i" 

J)*~      '  D2~     '  D*  ' 

Di"-""     '  D2  '  D^~ 

setzen,  in  die  folgende  über: 

Atli-r-A/u*+A"\2+2B"tu-T-2B/ty+2B\iv  =  w2. 
Wir  behaupten,  dass  alsdann  folgende  in  Beziehung  auf  r2  cubische  Gleichung 
r6  —   }  J+^/+^//+25//cos£'/+2JB/cose/+2#cose(  r+ 
:   ( AA'— £"2)  smh"-2(A"B"-BB')  (cos e"  —  cos e cos e')  j 
+   -f  (AA"—B'*)  sm*e'—2CA'B'—BB")  Ccose'— cos  e cose'O      r2 
)  +  iA'A"— jB2)  sin2e— 2{.AB-B'B")  (cose-cose'cos  e")       \ 

—  {AA'A"—AB1—A'B,*—AuB"'l'\'2BB'B">)  X 

Cl — C0S2E — COsV — COS'2 e"+2C0S  £  COS  e'eOSe") 

=  0  (3) 

die  drei  Halb-Axen-Quadrate  der  Fläche  zu  ihren  Wurzeln  hat.  Beziehen  wir  uns  auf  die  ursprüng- 
liche Flächen-Gleichung  (1)  zurück,  so  geht  diese  Gleichung,  unter  Beibehaltung  der  Bezeichnung 
der  10.  Nummer  in  die  nachstehende  über: 

r6  +   jY-fY1+Y2-f2*3iCO^-r-2W31cos£'+2W30cos£J^ 
+    }0.2sinV'-f0lSinV-f-0sin'2£ 


—  2A  j  a(cos  £— cos  e'cos  e") — 2A0  2  (cos  £'— cos  £  cos  £")— 2A0  j  (cose"—  cos  £  cos  eO 


i) 


+  =T£   (1— COS2£— C0S2£'— C0S2£"  +  2C0S£C0S£'C0S£")   =  0.  (4) 

Bei  diesem  Uebergange  kommen  die  in  der  156.  Nummer  bereits  angewandten  Substitutionen 
wiederum  vor.  Ueberdicss  ist  noch,  in  Folge  der  drei  letzten  identischen  Gleichungen  VII.,  der 
10.  Nummer, 


AB-B'B' 


D+  *"~  DJ 


Aß    ""  d*  33  1)T~' 

A"B"—BB'=i  ^^^""^o^«  —  ^£1_ 
D*  :  DJ    ' 
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Die  Gleichungen  (3)  und  00  bleiben  unverändert,  wenn  wir  die  drei  Coordinaten-Axen  mit 
einander  vertauschen. 

Die  genannten  Gleichungen,  deren  Richtigkeit  nachzuweisen  uns  noch  obliegt,  müssen  ihre 
Geltung  auch  dann  behalten,  wenn  die  Fläche  zweiter  Classe  sich  particularisirt,  und  insbesondere 
also  auch  in  dem  Falle,  dass  sie  in  ein  System  von  zwei  Puncten  ausartet.  Alsdann  reducirt 
sich  die  Gleichung  (3),  indem  zwei  der  drei  Wurzel-Quadrate  verschwinden,  auf: 

r*  =  yl+^/+^//+2jB//cos£"+2B/cose'+2£cos£,  (5) 

wobei  r  die  Entfernung  jedes  der  beiden  Puncte  des  Systems  von  ihrer  gemeinschaftlichen  Mitte 
bedeutet. 

Indem  wir  das  System  der  beiden  Puncte,  deren  Coordinaten  wir  in  dem  zu  Grunde  gelegten 
Coordinaten-Systenie  durch  x,  y,  z  und  ( — x),  ( — y),  ( — z)  bezeichnen  wollen,  durch  die  Gleichung 

At^+A'u1  +  A"\*  +  2B"tu  +  2B'tv  +  2Buv  —  w2 
darstellen,  ergibt  sich 

A  =  x2,  A'  ==  y2,  A"  =  z2,  B"  =  xy,  B'  =  xz,  B  =  yz, 
wonach  die  vorstehende  Gleichung  folgende  wird: 

(xt+yu+zv)2  =  1. 
Für  den  Abstand  dieser  Puncte  vom  Anfangspuncte  erhält  man 

x2+y2+z2+2xycose"-f-2xzcos£/-}-2yzcoss: 
in  Uebereinstimmung  mit  der  Gleichung  (5). 

Der  Coefficicnt  des  zweiten  Gliedes  der  Gleichung  C3)  (und  mithin  auch  der  Gleichung  (4)) 
ist  also,  für  den  eben  betrachteten  besondern  Fall,  der  richtige.  Er  ist  überhaupt  der  richtige, 
weil  er  die  Coefficienten  der  Gleichung  (2),  die  von  der  zweiten  Dimension  sind,  nur  in  der  ersten 
Potenz  enthalten  kann,  und  die  Relationen,  welche  zwischen  diesen  Coefficienten  bestehen  müssen, 
wenn  die  Fläche  in  ein  System  von  zwei  Puncten  ausarten  soll,  durch  die  folgenden  nicht  linearen 
Gleichungen  zwischen  diesen  Coefficienten 

AB—B'B"  =  0,        A'B'—BB"  =  0 

ausgedrückt  werden,  und  also  die  allgemeine  Form  des  fraglichen  Coefficienten  nicht  modificiren 
können. 

168.  Wir  wollen  ferner  particularisiren,  indem  wir  annehmen,  dass  die  Fläche  zweiter  Classe 
in  eine  ebene  Curve,  etwa  eine  Ellipse  übergehe.  Weil  alsdann  eines  der  drei  Wurzel-Quadrate 
der  Gleichung  (3)  verschwindet,  geht  diese  Gleichung,  nach  Vernachlässigung  desselben,  in  die 
folgende  über: 

r4  —    }  A+A'+A"+2B"ee8  e"-f  25'cos  e'+2#cos  e  { r  2 
+  tAA'— J5"2)sin2£"—  2tA"B"— BBO  (cos  £"-cos£CoseO 
+  iAA"— ^/23  sin  V— 2U'-B'— Äff'O  (cos  £'— cos  £  cos  e") 
+  QA'A"— #2)  sin2  e—2(AB—B'B")  (cos  e  —  cos  e'  cos  £") 

=  0.  CG) 

Das  Product  der  beiden  Halb-Axen- Quadrate  der  ebenen  Curve  ist  also  gleich  dem  letzten,  von  r'2 
unabhängigem,  Gliede  dieser  Gleichung.  Dieses  Glied  können  wir  allgemein,  indem  wirdie  Neigungs- 
Winkel  der  Coordinaten-Ebenen  gegen  einander  durch  £,  £,'  und  if4  bezeichnen,  wonach 


216  Flächen  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Ciasse. 

cos  e  —  cos  e'  cos  e"  =  sin  e'  sine"  cos  4, 
cose' — cose  cose"  =  sin  e  sin  e"  cos  £', 
cose" — cose  cose'  =  sin e sin e' cos £", 

folgendergestalt  schreiben : 

j02sin2e'/+01sin2e/2+0sin2e 

—  2A,  a  sin  e'  sin  e"  cos  4  —  2A0  %  sin  e  sin  e"cos  4' — 2A0 ,  sin  e  sin  e'  cos£"  j  — 

und  für  den  besondern  Fall,  den  wir  betrachten,  wo  durch  das  Verschwinden  von  <E>,  in  Folge  der 
identischen  Gleichungen  IX.  der  10.  Nummer: 


i_ 


auch  folgend ergestalt: 

}  ©iSinV+Ö^inV+ösm*  t 

+  2  VQxQ.im  sin  e'sin  e"  cos  4  +  2  V<dW%  .  sine  sine"  cos  4'  +  2  ^004  .  sine  sine'  cos  4" 

oder  kürzer: 

L2+M2-fN2  +  2LMcos£+2LNcos£'+2MNcos£",  (7) 

indem  wir 

ili..sine"  =  L,  iii  .  sine'EE  M,  ^L.sine  =  N, 

D*  D*  J)3 

setzen.  Es  bedeuten  aber  hiernach  ttL,  crM,  wN  den  Flächen-Inhalt  der  drei  Projectionen  der 
Fläche  zweiter  Classe  auf  den  drei  Coordinaten-Ebenen,  hier  insbesondere  den  Flächen-Inhalt  der 
drei  Projectionen  der  ebenen  Curve  (Ellipse).  Bei  diesen  Voraussetzungen  aber  ist  der  Ausdruck 
(7),  wenn  wir  ihn  noch  mit  tt2  multipliciren  und  die  obern  Zeichen  nehmen  dem  Quadrate  des  Flächen- 
Inhaltes  dieser  Curve,  er  selbst  also  dem  Producte  der  Quadrate  ihrer  beiden  Halb-Axcn  gleich.  *) 


*)  Schneiden  wir  von  der  durch  die  drei  Coordinaten-Ebenen  gebildeten  Ecke  durch  eine  beliebige  Ebene 
eine  Pyramide  ab,  deren  Basis«  wir  in  dieser  Ebene  annehmen  und  durch  R  bezeichnen  wollen,  während 
wir  den  Flächen-Inhalt  der  drei  Seiten-Flächen  L,  M,  N  nennen,  so  ist  nach  bekanntem  Satze: 

R*  =  L2+M2-r-N2— 2LMcos£— 2LNcos£'—  2Mtfcos£".  (a) 

Dieses  Resultat  ergibt  sich  leicht.  Bezeichnen  wir  nemlich  diejenigen  Winkel,  welche  die  Basis  der 
Pyramide  mit  den  drei  Seitenflächen  derselben  bildet  bezüglich  durch  w,  w'  und  w",  so  ist: 

R  =  Lcos6)-f-McosG)'_j-NcosW", 
L  =  R cos ra  +  M cos  £+Ncos£', 
M  =  Rcos«'-f-'L  cos£  +Ncos£", 
N  =  Rcosw"-f-  Leos  £'  +  N cos 4". 

Multipliciren  wir  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  11,  und  nehmen  dann  aus  den  folgenden  drei  Gleichungen 
die  Werthe  von  Rcoso,  Rcosq'  und  Rcosq''  um  dieselben  in  die  erste  Gleichung  einzusetzen,  so  er- 
gibt sich  unmittelbar  die  Gleichung  (a). 

Wir  können  die  Gleichung  (a)  noch  unter  einem  allgemeinem  Gesichtspunctc  auffassen.  Wenn  wir 
nemlich  parallel  mit  den  Coordinaten-Axen  auf  die  gegenüberliegenden  Coordinaten-Ebenen  projiciren,  so 
sind  die  Seitenflächen  der  Pyramide  L,  M  und  N,  die  Projectionen  der  Basis  R.  Diese  Projectionen  aber 
behalten  denselben  Flächen-Inhalt,  wenn  wir  der  projeetirten   Fläche   R.   irgend    eine   andere    Begrenzung 
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Die  vorstehende  Bestimmung  der  Vorzeichen  bezieht  sich  nur  auf  die  numerischen  Werthe  von 
A,a,  A02  und  A01,  keinesweges  aber  auf  die  Vorzeichen,  mit  welchen  die  durch  diese  Symbole 
vertretenen  algebraischen  Ausdrücke  genommen  werden  müssen.  Das  Princip  der  Symmetrie  fordert 
von  Vorne  herein,  dass  diese  Vorzeichen  übereinstimmen  müssen,  aber  nur  ein  vorliegender  Fall 
kann  entscheiden,  ob  die  in  der  Gleichung  (6)  genommenen  negativen  Vorzeichen  die  richtigen  sind 
oder  mit  den  entgegengesetzten  vertauscht  werden  müssen.  Wir  wollen  zu  diesem  Ende  den  Fall 
der  Kugel  nehmen,  und  diese  auf  irgend  drei  beliebige  Durchmesser  beziehen.  Setzen  wir  überdiess 
den  Radius  der  Kugel  der  Einheit  gleich,  so  ist  ihre  Gleichung  die  folgende: 

t2  u2       (       v2  tu  cos 4"  tvcosg'  uv cos  j       _      2 

~sin28       sin2d'       sin2d"  ~~     '  sindsind'  '  sindsind"  '  sin3'sind"  ~-  *  •   ) 

Um  also  die  Gleichung  (3)  zu  entwickeln,  haben  wir 

1  11 

A A/ A"  =- 


sin2d'  sin2d''  sin2d"' 


sin  3  sind''  ~  sind  sind"'  sind'sind" 

und  finden  für  dieselbe,  wenn  wir,  der  Kürze  wegen, 

111  2  cos  e"  cos  4"       2  cos  e' cos  ^        2cosecos£ 

sin:d      sin2d'       sin2d"  sin d sind'        "  sin d sin  8~'        sind'sinö" 

setzen,  nach  einigen  trigonometrischen  Reductionen: 

r6  —  Kr4  +  Kr2  —  1  =  0. 

Um  darüber  zu  entscheiden  ob  im  Coefficienten  des  dritten  Gliedes  der  Gleichung  (3)  die  drei  letzten 
Glieder  wirklich  das  negative  Zeichen  haben,  oder  ob  das  entgegengesetzte  Zeichen  das  richtige  ist, 
setzen  wir  K  der  Summe  der  Producte  je  zweier  der  drei  Halb-Axen-Quadrate  gleich,  also  gleich 
3;  dann  kommt: 

„*   .  ,*,  .  n,/  ^     /COS£/yCOs£"    I     COSE'COS^'  COSECOS  4  \ 

cotg2d-f  cotg-d'4-  cotg2d"  =  2  ■  f  — — ~  H -  -\ ] : 

°  °  \  sin d sind'        sindsind"      sind'sind'y 

eine  Gleichung,  die  wir  nicht  weiter  zu  verificiren  brauchen,  weil  es  in  die  Augen  springt,  dass  der 
zweite  Theil  derselben  unmöglich  statt  des  positiven  Zeichens  das  neg-ative  haben  kann. 


geben,  ohne  dabei  ihren  Inhalt  zu  ändern,  und  die   Ebene  dieser  Fläche,    mit  sich  selbst  parallel,   beliebig 
verschieben.     Nach  diesen  Bemerkungen  ergibt  sich  unmittelbar  der  folgende  Satz. 

Wenn  wir  eine  begränzte  ebene  Fläche  nach  der  Richtung  dreier  gegebener  Coor- 
dinaten-Axen  auf  die  gegenüberliegenden  Coor diu  aten-Ebenen  projiciren,  so  ist  die 
Quadrat-Summe  der  drei  Projectionen  weniger  der  doppelten  Producte  je  zweier 
dieser  Projectionen  mit  dem  jedesmaligen  Cosinus  des  von  den  Ebenen  derselben 
gebildeten  "Winkel  multiplicirt,  gleich  dem  Quadrate  der  projicirten  Fläche. 

*)     Die  vorstehende  Gleichung  ergfbt  sich  unmittelbar  aus   dein  Ausdrucke,  dem  wir  in  der  172.  Nummer   be- 
gegnen werden,  um  den  Abstand  des  Anfangspunctes  der  Coordinaten  von  der  durch  die  Gleichung 

ax  +  a'y-f-  a"z  +  1  =  0 
dargestellten  Ebene  zu  bestimmen;  wir  brauchen  nur  diesen  Abstand  der  Einheit  gleich  zu  nehmen   und  a, 


t        u  v 

a'  und  a"  bezüglich  mit  — ,    —   und   —  zu  vertauschen. 
w       w  w 
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Der  Coefficient  des  dritten  Gliedes  der  Gleichung  (3),  so  wie  der  Gleichung  (4),  ist  also,  für 
den  fraglichen  Fall,  wo  die  Fläche  in  eine  ebene  Curve  ausartet,  auch  was  die  Zeichen  betrifft,  der 
richtige.  Er  ist  überhaupt  der  richtige,  weil  in  diesem  Coefficienten  die  Constanten  der  Glei- 
chung ftl  nur  im  Quadrate  oder  paarweise  mit  einander  multiplicirt  (Ausdrücke  von  der  vierten 
Dimension)  vorkommen  können,  und  daher  die  allgemeine  Form  dieses  Ausdrucks,  durch  die  Be- 
dingungs-Gleichung 

—  —  ==  AA'A"—AB2—  A'B'*-A"B"*+2BB'B"  =  0, 
D* 

welche  den  particulären  Fall  characterisirt,  n  i  ch  t  modificirt  werden  kann. 

169.  Das  von  rz  unabhängige  Glied  der  Gleichung  (3)  ist  nothwendig  in  Beziehung  auf  die 
Constanten  der  Gleichung  (2)  von  der  dritten  Dimension,  und  kann  daher,  da  es  verschwinden 
muss,  wenn  in  Folge  der  letzten  Gleichung  der  vorigen  Nummer,  die  Fläche  in  eine  ebene  Curve 
zweiter  Classe  ausartet,  nur  die  folgende  Form  haben 

X     * 

wobei  X  unabhängig  von  den  Constanten  der  Gleichung  (2)  ist.  Um  X  zu  bestimmen  brauchen  wir 
also  nur,  indem  wir  ein  Coordinaten-Svstem,  dessen  Axen  nicht  auf  einander  senkrecht  stehen,  zu 
Grunde  legen,  die  Gleichung  zu  kennen,  deren  Wurzeln  die  Axen-Quadrate  der  gegebenen  Fläche 
sind.  Beziehen  wir  die  Fläche  auf  irgend  drei  ihrer  zugeordneten  Durchmesser  als  Coordinaten- 
Axen,  wonach  ihre  Gleichung  die  folgende  wird: 

A2+A'u+A"v'2  =  w*, 

so  sind,  in  Gemässheit  der  165.  Nummer  die  Quadrate  ihrer  Halb-Axen  durch  folgende  Gleichung 

gegeben 

rs  —  (A+A'-fA")r* 

-i-  A A'sin * e" + A  A"sin ! £'+A'A"sm2 e 

—  AA'A"(1—  cos^e— cosV—  cosV-f^cosecose'cose")  =  0. 

Es  hat  sich  hier  durch  das  Verschwinden  von  B,  B'  und  B"  der  Ausdruck  —  auf  ( — AA'A")  re- 
ducirt,  wonach 

X   =    (1  —  C0S*£-C0SV—  COS2e''-^2cOS£COS£/COS£//) 

und  also  die  Form  der  Gleichung  (3),  die  auf  die  ursprüngliche  Flächen  -  Gleichung  (1)  bezogen, 
in  die  Gleichung  (4)  übergeht,  vollständig  gerechtfertigt  ist. 

170.  Wenn  wir  von  der  Annahme  schiefwinkliger  Coordinaten-Axen  wieder  zu  der  Voraus- 
setzung, dass  die  Coordinaten-Axen  sich  rechtwinklig  schneiden,  zurückgehen  wollen,  so  brauchen 
wir  nur 

cose  sa  cose'  =  cose"  =  0 

zu  setzen,  wonach  die  Gleichung  (4)  in  diejenige  übergeht,  welche  wir  in  der  156.  Nummer  direct 
entwickelt  haben. 

Wenn  wir  endlich  in  der  allgemeinen  Gleichung  der  Fläche  (1) 

A"  =0,     B  =  0,    B'  =  0,    C"  =  0, 

setzen,  so  ist  die  resultircnde  Gleichung 
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At"24-A'u*-f-2B"tu-r-2Ctw-f-2C/uw-fDw'2  ==  0 

die  allgemeine  Gleichung  einer  in  der  Ebene  XY  liegenden  Curvc  zweiter  Classe,  die  wir,  indem  wir 
von  der  dritten  Dimension  ganz  abstrahiren,  uns  durch  eine  gerade  Linie  in  der  fraglichen  Ebene 
umhüllt  denken  können,  und  zur  Bestimmung  der  beiden  Halb-Axen-Quadrate  dieser  Curve  erhalten 
wir  alsdann  aus  (4): 

r*+ 1  YHt-Y1+»3Ff?C09V'  |  g-f  +  gr£  sin  V'= 0  (8) 

eine  Gleichung,  die  ich  im  zweiten  Bande  der  Entwickelunge n  n.  511  direct  abgeleitet   habe. 
171.    Es  sei  zweitens 

AxHA/y2+A//z-+2B//xy-^2B/xz-}-2Byz+2Cx+2C/y-f2C//z-f-D  ==  0  (1) 

die  allgemeine  Gleichung  der  Flächen  zweiter  Ordnung,  wobei  wir  wiederum  ein  schiefwinkliges 
Coordinaten-System "zu  Grunde  legen.  Wenn  der  Anfangspunct  in  den  Mittel punet  der  Fläche  rückt, 
so  geht  die  vorstehende  Gleichung  in  die  folgende  über: 

Ax*+A'v*-r-A"z*  +  2B"xy-f2B'xy-f  2Byz-f-  §-  =  0.  (2) 

Wir  behaupten,  dass  die  drei  Halb-Axen-Quadrate  der  Fläche  die  Wurzeln  der  nachstehenden  Glei- 
chung des  dritten  Grades  sind: 

St  +  St  +  H— 2W03cose— 2¥,  3  cose'— 2W.2  3cos£"    3> 

r6-f-  — — -. —  .r* 

Asin^e-f-A'sin-e'-f  A//sin2£-2B"(cos£//-cos£COse/)-2B/(cose'-cos£Cos£/0-2B(cos£-cose'cose//)  /<E>  \* 
4" 


©3 


•«,)' 


1 — cos*£ — cosV— cosV-f  2  cosecose'cose"  /  <£  \  3 

+ w, y=°-  » 

Setzen  wir,  unbeschadet  der  Allgemeinheit, 

er-*- 

so  geht  die  Gleichung  der  Fläche  in  die  folgende  über 

Ax2-f  A^s-f  A"z2+2B'/xy-f-2B/xz-f-2Byz  =  1,  (4) 

I 

und  bei  dieser  Bezeichnung  verwandelt  sich  die  Gleichung  (3)  nach  einigen  trigonometrischen  Sub- 
stitutionen, die  in  den  bisherigen  Entwickelungen  öfter  schon  vorgekommen  sind,  in  die  folgende: 

03  r6  —  (S.j-fSi+S  -  VS03  coss  —  2WI3cos£'  -2¥23cosc")r* 

•      +  (A  sin  2£-|-A'sin"2£y-r-A/'sin2£// — 2B"sinesin£/cos^//—  2B/sin£sint"cos£/ — 2Bsin£/sin£//cos£)  r* 
—  sin2fsin'2tf  =  0.  (5) 

Es  bleibt  uns  übrig,  die  Richtigkeit  der  Gleichungen  (3)  und  (5)  darzulegen,  wobei  wir  auf 
ähnliche  Weise,  wie  in  dem  Falle  der  Plan-Coordinaten  verfahren  können.  Zuvörderst  sehen  wir, 
dass  diese  Gleichungen  die  Bedingung  der  Symmetrie  erfüllen.  Ferner  können  wir  dieselben  in 
zwei  Voraussetzungen  verificiren,  einmal  in  der^  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinaten-Axen, 
wobei  sie  in  die,  in  der  11 1.  Nummer  direct  abgeleiteten  Gleichungen  übergehen;  das  andere  Mal  in 

28* 


w 


onach 
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der  Voraussetzung,  dass  die  Coordinaten-Axen  mit  irgend  drei  zugeordneten  Durchmessern  zusam- 
menfallen.   Nehmen  wir  nemlich,  hiermit  in  Uebereinstimmung,  statt  der  Gleichung  (1)  die  folgendet 

x2      y2      z2 

p'2       ari       Ti 
B  =  B'  ==  B"  =  0,        OsC'a  C"  =  0, 

A    _  A/--_  A// T)    —    I 

A  —  p2»     A    —  <r*'      A     —  T2       ö  —  *' 

und  also  die  Gleichung  (5)  in  die  Gleichung-  (2)  der  165.  Nummer  übergeht. 

Wenn 

$  =  0, 

so  gibt  die  Gleichung  (3),  der  Kegelfläche  entsprechend,  für  r2  drei  verschwindende  Werthe.  Die 
Gleichungs-Form  (4)  ist  hier  unmöglich  und  wollen  wir  der  Gleichung  (5)  noch  ihre  Geltung  lassen, 
so  müssen  wir  03  unendlich  gross  nehmen.  Alle  Gleichungen  erhalten  ihre  unbedingte  Geltung 
wieder,  wenn  die  Kegelfläche  in  eine  C) linderfläche  übergeht,  wobei  <I>  und  03  beide  verschwinden  und 

<D  0* 

Die  Gleichung  (5)  muss  also,  wenn  03  verschwindet  eine  Wurzel  haben,  die  unendlich  gross  wird 
und  0,  daher  als  Coefficient  des  ersten  Gliedes  erscheinen.  Nehmen  wir  03  als  vollständigen 
Coefficienten  dieses  Gliedes,  so  ist,  im  Falle  rechtwinkliger  Coordinaten-Axen,  das  letzte  Glied  gleich 
( —  1)  und  dieses  Glied  kann,  wenn  wir  diese  Axen  ganz  beliebig  annehmen,  nur  eine  Function  der- 
jenigen Winkel  sein,  von  welchen  die  gegenseitige  Richtung  der  Coordinaten-Axen  abhängt.  Diese 
Function  können  wir  in  dem  speciellen  Fall,  dass  diese  Axen  mit  irgend  drei  zugeordneten  Durch- 
messern der  Fläche  zusammenfallen,  direct  bestimmen  und  erhalten  alsdann  nach  dem  Vorstehenden 
für  dieses  letzte  Glied : 

sin2£sin23  =  sinVsin2^  =  sinV'sin2d" 

=  1 — cos2£ — cosV — cosV/+2cos£Cose'cose//.  (6) 

Betrachten  wir  den  Fall  des  Cylinders,  so  ergibt  sich,  indem  wir 

03  —  AA'A"— AB2-A'ß'2—  A"B"2-}-2BB'B//  sx  0 

setzen,  die  folgende  quadratische  Gleichung  in  r2  : 

J  (E*  +£, +E  —  2¥0  3  cose—  2*4  3  cose'—  2W 2  3  cose")  r* 
—  (Asin2£-f-A/sin2£/-f-A"sinV  —  2B"sin£sin£/cos£// 
—  2B'sin  £  sin  £y/cos£' —  2Bsin  fi'sin  £"cos£)  r  2 

+  sin2£sin'^  =  0,  (7) 

in  deren  Coefficienten  durch  das  Verschwinden  von  03  keine  Form-Aenderung  hervorgebracht  werden 
kann.  Es  ist  also,  um  die  Richtigkeit  des  zweiten  CoefOcienten  der  Gleichungen  (3)  und  (5)  zu 
constatiren,  bloss  zu  zeigen  nöthig,  dass,  in  dem  Falle  des  Cylinders,  der  Coefficient  des  zweiten 
Gliedes  durch  das  letzte  Glied  gctheilt,  dem  reeiproken  Werthe  des  Productcs  der  beiden  Halb-Axen- 
Quadrate  des  Cylinders  gleich  ist. 
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Dem  Verschwinden  von  03  entspricht  (10,  IV): 


wonach  der  fragliche  Quotient  die  folgende  Form  annimmt: 

£t+£i+£±  ^S752C0S£±  KEE2cos£'±  ^BB\  cose" 

sin2 e sin2 d  ^   * 

Bezeichnen  wir         Product  der  beiden  Halb-Axen  der  drei  Durchschnitts-Curven  des  Cylinders  mit 
den  drei  Coordinaten-Ebenen  XY,  XZ  und  YZ  durch  L,  M  und  N,  so  ist*) 

sin'2«"  _  sin2e'  _         sin2e 

S«  =  HL2""'  ~*  =   "M2"'  "  =  "N2"' 

wonach  der  vorstehende  Ausdruck,  mit   Berücksichtigung  der  Gleichungen    (6),   in   den   folgenden 
übergeht : 

1  \_  _J_ 

L'ftift**"         M2sin2~d'  +  X2sin2d 

cos*  ±  2         C0S£/  .    2         C0S£"  (9) 

-      LM  sind"  sin  3'  "        LX  sind"  sin  d  ~        MX  sind'  sind' 

Wenn  überhaupt  irgend  ein  gerades  Prisma,  oder  irgend  ein  gerader  Cylinder,  deren  Basis  wir 
?rS  nennen  wollen,  durch  drei  beliebige  Ebenen  —  diejenigen,  die  wir  zu  Coordinaten-Axen  ge- 
nommen haben  —  geschnitten  wird  und  wir  die  Flächen  der  Durchschnitte  durch  ttL,  71M,  und  tvN9 
und  die  Winkel,  welche  diese  Ebenen  mit  der  Ebene  der  Basis  bilden,  durch  w",  co'  und  g>  be- 
zeichnen, so  ist 

—  =  cosoj",  —  =  coso/,  —  =  cosw. 

L  •  M  X 

Zwischen  den  drei  Winkeln  co",  «'  und  &j,  von  welchen  zwei  den  dritten  bestimmen,   besteht  die 
folgende  Relation: 

COS2«"         COS263'         C0S201 


1  = 


sin2d"        sin2d'  ^  sin2d 


COSO0//COS6)/  C0S«"C0S09  C0S63'C0S6) 


-f  2  .  cos  £  +  2 .  cos  £'  +  2 .   cose".**)  C*©) 


sin  d"  sin  d'  sind"  sind  sind'sind 


*)     Analyt.  geom.  Entwickelungen,  erster  Band,  n.  351. 

*•)    Um  diese  Gleichung  der  Coordinaten-Geometrie  abzuleiten,    Avähle  ich  vorzugsweise  den  folgenden  Weg, 
der  uns  zugleich  zu  einer  allgemeinen  Bemerkung  führt. 

Stellen  wir  mit  unserm  Coordinaten-Systeme  ein  zweites  zusammen,  dessen  Axen  auf  den  Ebenen 
des  ersten,  und  dessen  Ebenen  also  auch,  umgekehrt,  auf  den  Axen  des  ersten  senkrecht  stehen,  so  können 
wir  die  positive  Richtnng  der  neuen  Axen  so  nehmen,  dass  die  von  den  Coordinaten-Axen  jedes  der 
beiden  Systeme  gebildeten  Winkel  diejenigen  Winkel,  welche  von  den  Coordinaten-Ebenen  des  andern 
gebildet  werden  zu  zwei  Rechten  ergänzen.  (Es  entsprechen  die  von  den  Coordinaten-Axen  der  beiden 
Systeme  gebildeten  körperlichen  Ecken  zweien  sphärischen  Dreiecken,  von  welchen  eines  das  Polar-Dreieck 
des  andern  ist.)  Bezeichnen  wir  in  dem  zweiten  Systeme  die  Winkel  der  Axen,  indem  wir  uns  zur 
Unterscheidung  unten  angehängter  Marken  bedienen,  durch  £o,  £, }  £//  und  die  Winkel  der  Ebenen 
durch  £o,  i/}  itn  so  *s*  insbesondere 

cos£0==  —  cos£,  cos^,  =  —  cose',  cos£„  =  —  cose".  (a) 
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Wenn  wir  in  diese  Gleichung  für  cosw",   cosw'  und  cos»    die   vorstehenden  Werthe   einsetzen    und 

dann  durch  S2  dividircn,  so  geht  der  erste  Theil  dieser  Gleichung  in  —  und  der  zweite  Theil  der 

selben  in  den  Ausdruck  (9)  über,  vorausgesetzt,  dass  wir  in  diesem  die  obern  Vorzeichen  nehmen. 
Hiernach  können  wir,  wenn  die  Flächen  der  Durchschnitte  eines  geraden  Prismas  oder  eines  geraden 
Cvlinders  mit  irgend  drei  Ebenen,  deren  gegenseitige  Lage  bekannt  ist,  der  Grösse  nach  gegeben 
sind,  die  kleinste  Schnittfläche  S,  bestimmen.  Nehmen  wir  insbesondere  den  oben  betrachteten 
C> linder,  so  ist  bewiesen,  was  bewiesen  werden  sollte. 

Die  Bestimmung  der  Vorzeichen  in  den  Ausdrücken  (8)  und  (9)  beruht  darauf,  dass  wir  die 
Wurzeln  in  dem  erstem  Ausdrucke,  denen  L,  M  und  N  in  dem  zweiten  entsprechen,  als  absolut 
positive  Grössen  ansehen,  und  hat  keine  directe  Beziehung  zu  den  Vorzeichen  von  ^3,  Wl3  und 
*P.,3  in  der  Gleichung  (6),  so  wie  in  den  Gleichungen  (5)  und  (3),  wobei  die  genannten  drei  Aus- 
drücke, an  und  für  sich,  sowohl  positive  als  auch  negative  Werthe  haben  können.  Ob  dieselben 
alle  drei  mit  positivem  oder  alle  drei  mit  negativem  Zeichen  genommen  werden  müssen,  darüber 
gibt  uns  erst  ein  anderer  besonderer  Fall  Aufschluss. 

Die  Gleichung  einer  Kugel,  bezogen  auf  ihren  Mittelpunct  als  Anfangspunct  der  Coordinaten, 
ist   indem  wir  den  Radius  derselben  gleich  Eins  nehmen,  die  folgende: 

x2  +  y2+z'i-H2xycose/'-}-2xzcose/-{-2yzcose  =  |. 

Hierbei  ergibt  sich 


In  dem  zweiten  Systeme  bleiben  diejenigen  Winkel,  welche  jede  der  drei  Axen  mit  den  gegenüberliegenden 
Coordinaten-Ebencn  bildet,  dieselben  als  im  ersten  Systeme:  sino',  sinS'  und  sin5"  behalten  dieselbe  Be- 
'  deutung  auch  in  dem  zweiten  Coordinaten-Systeme.  Wenn  wir  eine  gerade  Linie  willkührlich  annehmen, 
welche  mit  den  Axen  dieses  zweiten  Systems  die  drei  Winkel  o,  o'  und  a"  bildet,  so  bildet  eine  Ebene, 
welche  auf  der  Richtung  dieser  geraden  Linie  senkrecht  steht,  dieselben  Winkel  mit  den  Coordinaten- 
Ebenen  des  ersten  Systems.  Nach  Magnus  (Seite  5)  besteht  aber,  zwischen  den  drei  Winkeln  o,  o' 
und  ©",  welche  in  dem  zweiten  Systeme  eine  beliebige  gerade  Linie  mit  den  drei  Coordinaten-Axen 
bildet  die  folgende  Relation: 

(l — cos2e0  —  COS5£, —  C0S'7£„+2C0Se0C0SE/C0SE„) 

—  sin^f^cos  2<o" —  sin'f,  cos2»'—  sin'2e0cos2o 
-f2(cose0 — cos^cose^cosw'cosoy'-f-S^cose, — cos£0cose„)coswcosoD"4-2(cose„-cose0coS£r)coswcosw'=0* 
die  wir,  nach  bekannter  Umformung,  auch  folgendergestalt  schreiben  können: 


1    = 


COS  '2  «"  COS2  «'  COS '2  6J 


sin 


2d"         sin'^'  ^    sin2* 


Ä      COSM"COSO)'  COSO/'COS«  C0S65'C0S6) 

—  2 . cos£  —  2 . cos  i'  —  2 cos  £". 

sintf"sino'  sintf"sind  sintf'sintf 

Gehen  wir  zum  ersten  Systeme  zurück,   so  finden  wir  die  Gleichung   (0)  des  Textes,    wobei  dann    o,    a' 
und  o"  diejenigen  Winkel  bedeuten,   die  eine  beliebige  Ebene  mit  den  drei  Coordinaten-Ebenen    bildet. 

Das  Vorstehende  enthält  ein  Beispiel,  welches  uns  darauf  hinweiset,  in  diejenigen  Entwickelnngen, 
welche  an  die  Annahme  eines  schiefwinkligen  Coordinaten-Systems  sich  auknüpfen,  solche  Betrach- 
tungen aufzunehmen,  die  der  Betrachtung  der  Polar-Dreieckc  in  der  sphärischen 
Trigonometrie  entsprechen,  und  den  Erklärungs-Grund  für  die  Form-Verwandtschaft  analytischer 
Ausdrücke  enthalten. 
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03  =  sin2esin2# 
£2  =  sin2e",  äi  =  sin2e',  5  =  sin2e, 

*p03  =  sin  e"  sin  e'  cos  £,  Wl3  =  sine"sin  e  cos  £',  ^.23  =  sine'  sine  cos  £", 

•wonach  die  Gleichung  (5)  in  die  nachstehende  übergeht: 

r6—  KrHKr2- 1  =  0, 

indem  wir  wiederum  der  Kürze  wegen 

111  2cose"cos£"         2cose'cos£'         2cosecos£ 

4_    . , J_ _    _?    IT 


sin2tf      sin2#'       sin2  5"  sintfsintf'  sin#sin#"  sin#'sin#" 

setzen.  Diese  Gleichung  ist  die  richtige  (16S)  und  namentlich  der  Coefficient  von  r*  gleich  (—3). 
Somit  ist  bewiesen,  dass  wir  ^3,  *P13  und  Wi3,  wie  geschehen,  mit  dem  negativen  Zeichen  nehmen 
müssen. 

172.  Der  zweite  Coefficient  der  allgemeinen  Gleichungen  (3)  und  (5),  dessen  Richtigkeit 
vollständig  nachgewiesen  worden  ist,  moss,  abgesehen  von  jeder  besonderen  Annahme  der  Coordinaten- 
Axen  zugleich  mit  03  verschwinden,  wenn  der  in  der  vorigen  Xummer  betrachtete  Cylinder  in  ein 
System  von  zwei  parallelen  Ebenen  ausarten  soll.    In  diesem  Falle  ist  (29,  18): 

nx  =  0,       St  =  0,       8  =  0. 

woraus  folgt,  dass  auch 

<P0J  =  0,  ¥1S  =  0,        ¥23  =  0. 

In  Folge  dieser  Bedingungs-Gleichungen  verschwindet  wirklich  der  fragliche  Coefficient,  während 
dieselben,  so  wenig  als  das  Verschwinden  von  03,  irgend  einen  Einfluss  auf  die  Form  des  Coeffi- 
cienten  von  r-  haben  können.  Es  bleibt  uns  hiernach  bloss  nachzuweisen  übrig,  dass  der  letztge- 
nannte Coefficient  für  den  besondern  Fall  der  richtige  ist.  In  diesem  Falle  können  wir  die  Gleichung 
(4)  auf  folgende  Weise  schreiben: 

(ax+a'y+a"z)2  =  1, 
so  dass 

A  =  a2,       A'  =  a'2,      A"  =  a"2,       B"  =  aa',      B'  =  aa",      B  =  a'a", 

hiernach  geht  die  Gleichung  (5),  nachdem  zwei  ihrer  Wurzeln  unendlich  gross  geworden  sind, 
auf  den  esten  Grad  sich  reducirend,  in  die  folgende  über: 

1  a"*  a'2  a* 


r2       sin2  S"       sin2  d'       sin2  3 
2a'a"cos$  2aa"cos£'  2aa'cosg"  (11) 

sind'sin<3"  sin#  sintf"  sin  d  sin  SJ 

Es    bedeutet    hierbei  r   die   Höhe   einer   Pyramide,     deren    Basis   in   einer    der   beiden   parallelen 

Ebenen  liegt,  und  deren  drei  Seiten  in  die  drei  Coordinaten-Axen  fallen  und   bezüglich  gleich  — ,  — 

**  et 

und  —  sind.    Die  drei  Seitenflächen  einer  solchen  Pyramide  sind  aber 


1    sine" 

1 
2' 

sine' 
aa"   ' 

1 
2 

sine 

2  '   aa'    ' 

'  aa"! 

und  hiernach  ergibt  sich,  in  Gemässheit  der  Note   zur   16S.  Nummtr  für  das  Quadrat   der  Fläche 
der  Basis: 


224  Flächen  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Ciasse. 

sine"      sine'  m   sine"       sine  sine'       sine 

—  2. •  r  •  cos^— 2. — r  •  ~77  •  cos£'— 2. — -   .   •—  .  cos£" 

aa'        aa"  aa'        aa"  aa"       a'a" 


Der  Inhalt  der  Pyramide  ist  aber 

1    sine 


1  sin«?  1        sinesinä' 


2    a'a"       3     a  6         aa'a" 

Dividiren  wir  das  Quadrat  der  Basis  durch  das  Quadrat  des  dreifachen  Inhaltes  der  Pyramide,  so 
erhalten  wir  das  Quadrat  des  rcciproken  Werthes  ihrer  Höhe,  und  für  dasselbe  den  zweiten  Theil 
der  Gleichung  (11). 

Wir  haben  hiermit  das  uns  vorgesteckte  Ziel  vollständig  erreicht. 

173.  Um  von  der  Gleichung  (3),  welche  die  drei  Halb -Axen- Quadrate  einer  Fläche  zweiter  Ordnung 
zu  ihren  Wurzeln  hat,  zu  derjenigen  Gleichung  überzugehen,  deren  Wurzeln  die  beiden  Halb-Axen- 
Quadrate  einer  Curve  zweiter  Ordnung  sind,  nehmen  wir  für  die  Fläche  einen  Cylinder,  der  auf 
der  Ebene  XY  senkrecht  steht,  und  machen  überdiess  die  Voraussetzung,  dass  die  Axe  Z  auf  den 
beiden  Axen  X  und  Y  senkrecht  stehet,  während  diese  beiden  Axen  mit  einander  den  beliebigen 
Winkel  e"  bilden.    Alsdann  ist  die  Gleichung  des  Cylinders 

Axli+A'j2+2B"xy+2Cx+2C'y+D  =  0, 

indem  wir  von  der  dritten  Dimension  abstrahiren,  zugleich  auch  die  Gleichung  seiner  Basis  und  die 
beiden  endlichen  Axen  des  Cylinders  sind  auch  die  Axen  dieser  Basis.    Indem  wir  hiernach 

A"  =  0,     B  =  0,     B'  =  0,    C"  ==  0,     e  ==  e'  =  i  jr, 
<I>  0., 

setzen,  geht  die  Gleichung  (3)  in  die  folgende  über: 

0 

52r4+(A4-A'  — 2B"cose")  ■—  .  r2-f 

174.  Auf  gleiche  Weise,  wie  wir  in  der  159.  Nummer  aus  der  Gleichung  (22)  der  157.  Nummer, 
welche  überhaupt  (indem  wir  Plan-Coordinatcn  und  rechtwinklige  Coordinaten-Axen  zu  Grunde 
legen)  die  drei  Halb-Axen-Quadratc  einer  Fläche  zweiter  Classe  gibt,  durch  die  Gleichungen  (30) 
und  (31)  hindurchgehend,  die  Gleichung  (34),  die  für  den  Fall  eines  Paraboloids  die  beiden  halben 
Parameter  desselben  zu  Wurzeln  hat,  abgeleitet  haben :  so  können  wir  auch,  bei  Annahme  schief- 
winkliger Axen,  verfahren,  und  unmittelbar  zum  Resultate  gelangen,  indem  wir  die  Coefficienten 
der  Gleichung  (4)  der  166.  Nummer  an  die  Stelle  der  Coefficienten  der  eben  angezogenen  Gleichung 
setzen.    Es  sei  demnach  erstens 

At2+A'u2+A"v*-f2B"tu-h2B'tv-|-2Buv-r  2Ctw-f-2C'uw-f-2C"vw  =  0 

die  Gleichung  des  Paraboloids,  wobei  zugleich 

Y  =  —C,    Y,  =  -  C'2,    Y2  =  -  C"2,    W31  =  -  CC,    W31  =  -  CC",    <F30  =  —  CC"; 

dann  ist  die  gesuchte,  an  die  $Jelle  der  Gleichung  (34)  der  159.  Nummer  tretende  allgemeine 
Gleichung: 


&\  sin  V  =  0. 
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2  0.2sinJ£"+01sinV+@sin2e-2Ala(cose-cose/cos£/O-2Ao.2(cose/-cosecos£'O-2AOl(cos£//-cosecoseO 
P  "  "~ (CHC'2+C//2+2CC/cos£//+2CC//cos£/'+2CC'/cosO%  "  * P 

<I>(1 —  COS2£ — COSV — C0SV'4-2C0S£C0S£/C0S£//) 

~~~  (C  2+ C/^TC'7M:2CC7cos£//-}-  2CC'/cos£/+2C'C"cos£)  2  =     ■. 

Wenn  wir  das  Paraboloid  zweitens  durch  die  allgemeine  Gleichung  in  schiefwinkligen  Parallel- 
Coordinaten  x,  y,  z  darstellen,  so  erhalten  wir,  indem  wir  zu  der  123.  Nummer  und  der  beigefügten 
Note  zurückgehen  und  in  dem  dortigen  Entwickelungsgange  die  Gleichung  (3)  der  171.  Nummer 
der  zu  Grunde  gelegten  Gleichung-  substituiren,  ohne  alle  Mühe  die  folgende  quadratische  Gleichung: 

qi  rp  }  (Asin<J£-f-A/sin,£/-f-A//sin2£/— 2B//(cos£//— cos£Cos£')— 2B'(cos£/-cos£Cos£//)-2BCcos£-cos£Cos£/)  ( 
/      H.i  +  51+Ä-2'Fo3Cos£— 2^,3 cos£y— 2^23  cos£"\  q 

\-  3>  /  *  sin  £  sin  d 

(B^+H ,  +  E—  2*'o  3  COS£— 2WJ3COS£/— 2W.2  3  cose")2 


=  0. 

3>sin'2£sm2o 

deren  Wurzeln  die  reciproken  Werthe  der  beiden  halben  Parameter  des  Paraboloids  sind. 
Der  Raum  verbietet,  in  weitere  Discussionen  einzugehen. 

175.  Unter  den  zugeordneten  Durchmessern  einer  Ellipse  sind  die  einander  gleichen  besonders 
ausgezeichnet.  Die  Aufforderung  liegt  nahe,  auch  über  die  gleichen  zugeordneten  Durchmesser  eines 
Ellipsoids  in  nähere  Untersuchungen  einzugehen.  Nehmen  wir  drei  solche  Durchmesser  zu  Coordi- 
naten-Axen,  so  ergibt  sich  für  die  Gleichungen  des  Ellipsoids  in  den  beiden  Coordinaten-Svstemen 

x2-}-yH-z*  =  „§j  (1) 

!*+»«+▼*  =  ^-,  (2) 

x 

wobei  *  die  gleichen  Halb-Durchmesser  bezeichnet.  Diese  Gleichungs-Formen  enthalten  —  es  ist 
nicht  zu  übersehen,  dass  die  drei  von  je  zwei  der  drei  Coordinaten-Axen  gebildeten  Winkel  für  die 
Bestimmung  der  Fläche  maassgebend  sind  —  zehn  Constante,  und  unter  diesen  eine  überzählige,  so 
dass  also  ein  System  dreier  gleicher  zugeordneten  Durchmesser  in  keiner  ausschliesslichen  Beziehuno- 
zur  Fläche  stehen  kann,  sondern  dass  es  vielmehr  solcher  Systeme  unendlich  viele  geben  muss. 

Wenn  wir  der  Kürze  wegen,  diejenige  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  drei  Halb-Axen-Quadrate 
des  Ellipsoids  sind,  auf  folgende  Weise  schreiben : 

r3  +  gr*+hr  +  k  =0,  (3) 

so  erhalten  wir  überhaupt  (165)  die  folgenden  drei  Bedingungs-Gleichungen  zwischen  den  Grössen 
irgend  dreier  Halb-Durchmesser  p,  <r,  t  und  denjenigen  drei  Winkeln,  t"  £',  e,  welche  die  Rich- 
tungen derselben,  paarweise  genommen,  mit  einander  bilden: 

p2  +  0.2  +  Ta    =—  g,  (4) 

p2a2sin£"+p2T2sin'V+ff2T2sin*£  =  h,  (5) 

p'ff'T12  (1 — COS£- COSV—  C0S2£//+2C0S£C0S£/C0S£//)  =    —  k.  (6) 

Mit  Beibehaltung  der  bisherigen  Bezeichnung  können  wir  die  letzte  Gleichung  (165,  Note)  auch 
unter  folgende  Formen  bringen : 

(po-xsinesindp  =  (po-Tsinf'sindO  2  =  (po-rsin£//sin<*/02  =:  —  k 

29 
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und  erhalten,  wenn  wir  dieselbe  in  die  vorherige  dividiren,  dem  Satze  der  121.  Nummer  entsprechend: 

\J^s)  +  V^Jn^V  +  \zsm^J  =  "  T  (7) 

Die  Gleichung  (4)  zeigt,  dass  überhaupt  wenn  das  Verhältniss  der  Grösse  dreier  zugeordneter 

Durchmesser  gegeben  ist,  diese  Durchmesser  selbst   der  Grösse   nach    gegeben  sind.     Wenn    diese 
insbesondere  einander  gleich  sein  sollen,  so  kommt: 

*2=-k-  (8) 

Die  drei  gleichen  zugeordneten  Durchmesser  aller  möglichen  solcher  Systeme  sind  hiernach  alle 
unter  einander  gleich.  Sie  bilden  eine  Kegelfläche,  welche  durch  diejenige  Curve  geht,  in  welcher 
das  Ellipsoid  von  einer  Kugel  geschnitten  wird,  deren  Radius-Quadrat  dem  dritten  Theile  der  Quadrat- 
Summe  der  drei  Halb-Axen-Quadrate  gleich  ist.  Das  Ellipsoid  wird  von  einer  solchen  Kugel,  deren 
Radius  hiernach  kleiner  als  die  grösste  und  grösser  als  die  kleinste  Halb-Axe  ist,  immer  geschnitten. 
Die  fragliche  Kegelfläche  ist  also  immer  reell.  Um  hiernach  drei  gleiche  zugeordnete  Durchmesser 
zu  construiren,  nehmen  wir  eine  Seite  dieser  Kegelfläche  willkührlich  an  und  bestimmen  diejenige 
Durchmesser-Ebene  des  Ellipsoids,  deren  zugeordneter  Durchmesser  diese  Kegelseite  ist,  und  die 
Kegelfläche  noch  in  einer  zweiten  und  dritten  Kegelseite  schneidet.  Die  drei  Kegelseiten  bilden  als- 
dann ein  System  dreier  gleicher  zugeordneten  Durchmesser. 
Ist 

*ii.Z?.4i!  -.  i 

tßtvfß     y*  '  (9) 

die  Gleichung  des  gegebenen  Ellipsoids,  bezogen  auf  seine  drei  Axen,  so  ist  die  Gleichung  der  frag- 
lichen Kugel: 

x2  +  y2-fz2 

!O2+02+r2) 

und  wenn  wir  abziehen,  erhalten  wir  für  die  Gleichung  der  Kegeifläche,  die  der  geometrische  Ort 
für  die  gleichen  zugeordneten  Durchmesser  ist,  die  folgende: 

2a*— ö2— r2  20u—  a2—  r2      „      2/2—  a2—fi2 

cc2  p2  yl 

Nehmen  wir  irgend  drei  gleiche  zugeordnete  Durchmesser  zu  Coordinaten-Axen,  so  finden  wir 
für  Ellipse,  Kugel  und  Kegel  die  folgenden  Gleichungen : 

x2+y2-f-z2  ==  **, 

x2-|-y2+z2+2xycose"-i-2xzcose/-j-2yzcose  =  x2, 

xycose"-f  xzcose'-f-yzcose  =s  0. 

Es  ist  bekannt,  dass,  wenn  wir  eine  gegebene  positive  Grösse  in  drei  Theile  zerlegen,  das 
Product  dieser  drei  Theile  dann  ein  maximum  ist,  wenn  dieselben  einander  gleich  sind.  Für  ein 
gegebenes  Ellipsoid  tritt  also  das  maximum  des  Productes  p2<r2T2  dann  ein,  wenn  p2,  ff2  und  t*,  deren 
Summe  constant  ist,  einander  gleich  sind,  und  dem  entsprechend  gibt  die  Gleichung  (6)  für 

1  —  cos2e  —  cosV —  cos2£//-f-2cosecos£/cose" 

ein  minimum.  Dieser  Ausdruck  aber  bestimmt  die  Grösse  der  Ocffnung  derjenigen  körperlichen 
Ecke,  die  von  den  drei  zugeordneten  Durchmessern  gebildet  wird,  er  ist  gleich  dem  Quadrate  des 
sechsten  Thcilcs  des  Inhaltes  einer  Pyramide,  die  durch  diese  Ecke    bestimmt  wird,    wenn   wir   auf 
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diesen  Durchmessern  die  Seiten  der  Einheit  gleich  nehmen,  und  je  kleiner  er  wird,  desto  mehr  ent- 
fernt sich  die  körperliche  Ecke  von  einer  rechtwinkligen.  Für  diese  ist  er  gleich  Eins;  überhaupt 
bleibt  er  derselbe,  wenn  wir  statt  der  Seiten  der  ursprünglichen  Ecke  beliebig  die  Verlängerungen 
derselben  nehmen,  um  neue  Ecken  zu  bilden.    Wir  sind  hiermit  zu  dem  folgenden  Satze  gelangt. 

Körperliche  Ecken,  deren  Seiten  in  irgend  drei  zugeordnete  Durchmesser 
eines  gegeb  enen  Ellipsoids  fallen,  weichen  dann  am  meisten  von  einer  recht- 
winkligen ab,  wenn  diese  Durchmesser  drei  gleiche  sind. 

Wenn  wir  durch  irgend  zwei  Halb-Durehmesser  eines  gegebenen  Ellipsoids  eine  Ebene  legen, 
so  bestimmen  in  dieser  Ebene  die  Endpuncte  dieser  Halbdurchmesser  und  der  Mittelpunct  dann  das 
grösste  Dreieck,  wenn  die  beiden  Halb-Dnrchmesser  irgend  zwei  zugeordnete  der  Durchschnitts- 
Curve  sind.  Nehmen  wir  dieses  Dreieck  zur  Basis  einer  Pyramide,  deren  vierter  Eckpunct  in  der 
Fläche  liegt,  so  hat  diese  Pyramide  dann  den  grössten  Inhalt,  wenn  ihre  Höhe  die  grosseste  ist 
und  jener  vierte  Eckpunct  also  in  den  Endpunct  des  der  Ebene  zugeordneten  Durchmessers  fällt. 
Die  von  drei  zugeordneten  Halb-Durchmessern  eines  gegebenen  Ellipsoids  gebildeten  Pyramiden,  die 
in  Folge  der  Gleichung  (6)  alle  gleichen  Inhalt  haben,  sind  folglich  die  grossesten,  welche  überhaupt 
von  drei  Halb-Durchmessern  gebildet  werden  können.  Hiernach  sind  die  Systeme  dreier  gleicher 
zugeordneten  Durchmesser  auch  dadurch  bestimmt,  dass  ihnen  dem  Kegel  (10)  eingeschriebene 
Pyramiden  entsprechen,  deren  Inhalt  (bei  gegebenen  Seiten-Längen)  ein  maximum  ist. 

Während  der  geometrische  Ort  für  die  gleichen  zugeordneten  Durchmesser  die  Kegelfläche  (10) 
ist,  wird  eine  zweite  Kegelfläche  von  den  entsprechenden  zugeordneten  Diametral-Ebenen  umhüllt. 
Um  diese  zu  bestimmen  sei  (x',  y',  zQ  der  Endpunct  irgend  eines  der  gleichen  zugeordneten  Durch- 
messer; dann  ist  die  Gleichung  der  Tangential-Ebene  des  Ellipsoids  (9)  in  diesem  Puncte 

«*     P*     r'2 

Parallel  mit  dieser  Tangential-Ebene  ist  diejenige  Diametral-Ebene,  die  dem  obigen  Durchmesser 
zugeordnet  ist.    Für  die  Coordinaten  derselben  ergeben  sich  hiernach  die  folgenden: 

xy  y'  z" 

W  =  0         —    =   t,  *—    =   U,         —    =  T, 

und  da  die  Coordinaten  des  Endpunctes  des  Durchmessers  die  Gleichung  (10)  befriedigen,  finden 
wir  für  die  Gleichungen  der  fraglichen  zweiten  Kegel-Fläche  in  Plan-Coordinaten : 

a2(2a*—  p*_r*)t*-r.02(23*— a*— y2)u*+72(2f*— a2—  £2)v2  =  0, 

w  =  0.  (11) 

In  Punct-Coordinaten  erhalten  wir  für  dieselbe  Kegel-Fläche  hieraus  sogleich  die  folgende  Gleichung: 

x2  V2  71 

■ z I l I -—  o  fl2> 

a*(fc**"-0*— 7*)—  ^(tpteL-a*-^*^  yi(gy*-ii*~^i)  ■  -    ■ 

Die   Systeme    dreier    gleichen    zugeordneten    Durchmesser  bilden    hiernach    körperliche   Ecken,    die 
gleichzeitig  der  Kegelfläche  (10)  eingeschrieben  und  der  Kegelfläche  (12)  umschrieben  sind.' 
Für  den  Fall  dreier  gleichen  zugeordneten  Durchmesser  geben  die  Gleichungen  (5)  und  (7) 

9h 
sin^-fsinV-fsinV'  =~,  (13) 

(14) 

29* 


1    +     '    h 

sin2  8      sin2d' 

,        1           _gh 

sin*  3"         3k 
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Die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  für  sich  und  in  Verbindung  mit  (6)  führt  zu  den  folgenden: 

3(g2— 3h) 
cos*£+cosV+cos  V'  =  a -,  (15) 


cosecose'cost"  = — — .  \  (16) 


27k— 9gh  +  2g3 
2g3 

Diese  letzten  Gleichungen  insbesondere  sagen  aus,    dass    die  Quadrat-Summe    und    das  Product   der 
Cosinus  der  von  je  zwei  der  drei  gleichen   zugeordneten  Durchmesser    gebildeten  Winkel   für    alle 
Systeme  solcher  Durchmesser  desselben  Ellipsoids  constant  ist. 
Die  Coefficienten  der  Gleichung  (3) 

r3+gr2+hr+k  =  0-  (3) 

sind  in  der  Art  zusammengesetzt,  dass,  in  Folge  dieser  Zusammensetzung,  die  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung nothwendig  reelle  W^crthe  erhalten.  W  ir  haben  diess  früher  auf  die  einfachste  Weise  gezeigt. 
Die  Bedingung  aber,  dass  die  fragliche  Gleichung,  welche,  wenn  wir 

r  =  q  —  f  g 

setzen,  in  die  folgende  übergeht: 

q3+i(3h-g2)q  +  ^C27k-9gh-f-2g3)  =  0, 

drei  reelle  Wurzeln  habe;  ist  bekanntlich  die  nachstehende: 

(g*-3h)3  >  (27k-9gh+2g3)2,  (1?> 

oder,  entwickelt: 

g2h2  +  18ghk— 4h3— 4g3k— 27k2  >0,*)  (18) 

ein  Ausdruck,  der  unverändert  derselbe  bleibt,  wenn  g  und  k  gleichzeitig  ihr  Zeichen  ändern.     Ein 

Blick  auf  die  beiden  Gleichungen  (15)  und  (16)  zeigt,  dass  wir   die  Bedingung  (17)  auch  folgen- 

dergestalt  schreiben  können: 

(cos2+ cosV-f-cos'V)3   £>  27cos2£CosVcosV.  (19) 

Hierin  ist  also  eine  geometrische  Interpretation  der  allgemeinen  Bedingnng  enthalten,  unter  welcher 
überhaupt  eine  Gleichung  des  dritten  Grades  mit  einer  unbekannten  Grösse  drei  reelle  Wurzeln  hat. 
Was  die  Bedingung  (19)  eigentlich  aussagt,  können  wir  nicht  verkennen,  wenn  wir  ihr  die  folgende 
Form  geben : 

[{(a+b+c)]3>abc, 

wobei  wir  die  drei  Cosinus-Quadrate  durch  die  drei  Zahlen-Grössen  a,  b  und  c  ersetzt  haben.  Es 
heisst  dieselbe  nichts  anders,  und  dasselbe  bedeuten  auch  die  frühern  Bedingungen  (17)  und  (18), 
als  dass,  wenn  wir  eine  Zahl  in  drei  Theile  zerlegen,  das  Product  dieser  Theile  dann  ein  maximum 
ist,  wenn  dieselben  einander  gleich  sind.     Dieser  Satz  hört  aber  dann  auf  richtig  zu  sein,  wenn  die- 


*J  Herr  Kummer  ist  zu  dem  in  analytischer  Hinsicht  merkwürdigen  Resultate  gelangt,  dass  der  Ausdruck 
bei  (18J  sich  als  die  Summe  vou  sieben  Quadraten  darstellen  lässt,  und  hat  so  direet  gezeigt,  dass  die 
Wurzeln  der  Gleichung  (3)  sämmtlich  reell  sind.  Geht  die  Fläche  insbesondere  in  eine  Rotations-Fläche 
über,  so  müssen,  damit  der  fragliche  Ausdruck  verschwinde,  die  sieben  Quadrate  gleichzeitig  gleich  Null 
sein,  was  sieben  Redingungs-Glcichiiiigen  gibt,  die  sich  aber  auf  zwei,  die  wir  früher  entwickelt  haben, 
reduciren.  Bemerkungen  über  die  cubische  Gleichung,  durch  welche  die  Haupt-Axen 
der  Flächen  zweiten  Grades  bestimmt  werden.     Crelle's  Journal  XXVI  S.  268. 
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drei  Theile  nicht  mehr  säramtlich  positiv  sind  und  somit  reducirt  sich  die  fragliche  geometrische 
Interpretation  darauf,  dass  die  Cosinus  der  von  den  gleichen  zugeordneten  Durchmessern  aller 
Flächen  zweiter  Ordnung  gebildeten  Winkel  reell  sind.  Die  diesen  Cosinus  entsprechenden 
Winkel  selbst  sind  aber  nur  dann  reell,  wenn  die  Quadrate  jener  kleiner  als  die  Einheit  sind. 

Aus  den  beiden  Gleichungen  (15)  und  (16),  die  sich  auf  keine  Weise  ändern,  wenn  g-  und  k 
gleichzeitig  das  entgegengesetzte  Zeichen  annehmen,  folgt  dass  dieselben  Richtungen  gleicher  zuge- 
ordneter Durchmesser  unendlich  vielen  Ellipsoiden  entsprechen,  deren  Durchmesser-Längen  durch 
Null  hindurchgehend,  auch  imaginär  werden  können.  Für  das  reelle,  wie  für  das  imaginäre  Eiiipsoid 
ist  die  Summe  der  drei  Cosinus-Quadrate,  die  in  Gemässheit  der  allgemeinen  Bedingung  (17)  positiv 
ist,  überdiess,  weil  h  ;>  0,  kleiner  als  3,  und  das  Product  der  drei  Cosinus-Quadrate  kleiner  als 
die  Einheit.  Hiernach  gibt  es  denn  auch  immer,  welchen  Werth  dieses  Product  haben  mag,  drei 
Cosinus,  zu  denen  reelle  Winkel  gehören.    Es  kann  insbesondere  der  Werth  dieses  Productes, 

/27  k  — 9gh-f  2g3\  _ 


/27k-9gh  +  2g3\ 
V  2g*  ) 


=  K, 


verschwinden,  dann  ist  einer  der  drei  Cosinus,  etwa  cose",  gleich  Null,  die  beiden  entsprechenden 
zugeordneten  Durchmesser  schneiden  sich  also  unter  rechten  Winkeln  und  die  Ebene  derselben  ist 
ein  Kreisschnitt  des  Ellipsoids.  Da  überdiess  der  diesem  Kreisschnitte  zugeordnete  Halb-Durch- 
messer  dem  Radius  dieses  Kreises,  mithin  der  mittlem  Axe  der  Fläche,  £,  gleich  sein  muss,  so  er- 
gibt sich  unmittelbar  die  Bedingungs-Gleichung 

23*  =  a*-fy*,  (20) 

und  wir  können  auch  leicht  uns  überzeugen,  dass  in  Folge  dieser  Gleichung 

27  k— 9gh  +  2g3  =  0, 

und  also  K  verschwindet.  Die  mittlere  Axe  der  Fläche  ist  alsdann  den  beiden  gleichen  zugeordneten 
Durchmessern  des  Hauptschnittes  in  der  Ebene  der  kleinsten  und  grössten  Axe  gleich.  Die  beiden 
Kreisschnitte,  welche  auf  dieser  Ebene  senkrecht  stehen,  gehen  durch  diese  beiden  gleichen  zuge- 
ordneten Durchmesser,  und  jeder  ist  der,  durch  den  andern  gehenden,  Kreisschnitt-Ebene  zugeordnet. 
In  Uebereinstimmung  hiermit,  reducirt  sich  die  Gleichung  (10),  welche  denjenigen  Kegel  darstellt, 
der  der  geometrische  Ort  für  die  gleichen  zugeordneten  Durchmesser  ist,  auf 

a'2        7* 

wonach  dieser  Kegel  in  das  System  der  beiden  Kreisschnitt-Ebenen  ausartet,  so  dass  zu  jedem 
Durchmesser,  den  wir  in  einer  dieser  Ebenen  willkührlich  annehmen  irgend  zwei,  in  der  andern 
liegende  und  auf  einander  senkrecht  stehende,  als  zugeordnete  gehören,  und  ihm  überdiess  noch 
gleich  sind.    Die  Gleichung  (15)  gibt  im  vorliegenden  Falle,  indem  wir  cose"  gleich  Null  setzen: 

3(e*— 3h)        ß*—  a2v" 
cosie+cosV  =     vs    ,      J  =  i '-> 

wobei  wir  sogleich  sehen,  dass  der  zweite  Theil  dieser  Gleichung  kleiner  als  die  Einheit  und  in 
Folge  der  Gleichung  (20)  immer  positiv  ist.  Insbesondere  können  wir  also  auch  noch  t'  einem 
rechten  Winkel  gleich  nehmen,  wo  dann  die  mittlere  Axe  selbst  einer  der  drei  gleichen  Durchmesser 
ist,  und  der  Winkel  der  beiden  andern,  die  auch  die  gleichen  zugeordneten  Durchmesser  des  '  oben 
betrachteten  Hauptschnittes  sind,  wird  dann  durch  die  Gleichung 
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bestimmt. 

176.  Wir  wollen  in  dieser  Nummer  denjenigen  Fall  noch  besonders  hervorheben,  dass  nicht 
nur  die  drei  zugeordneten  Durchmesser  einander  gleich  sind,  sondern  dass  sie  überdiess  auch,  paar- 
weise benommen,  mit  einander  gleiche  Winkel  bilden.  In  dieser  Voraussetzung  gehen,  indem  wir 
*"  =  e'  =  e  setzen,  die  Gleichungen  (15)  und  (16)  in  die  folgenden  über: 

g2cos2e  =  g2— 3h, 
2g3c0s3£  —  27k-9gh-}-2g3, 

und  wenn  wir  zwischen  diesen  beiden  Gleichungen  cose  eliminiren  ergibt  sich  die  folgende  Bedin- 
gungs-Gleichung : 

4(g'-3h)3  =  (27k-9gh+2g3)2.  (21) 

Diese  Bedingungs  -  Gleichung  wird  befriedigt,  wenn  die  Gleichung  (3)  zwei  gleiche  Wurzeln 
hat  und  die  Fläche  also  eine  Rotations-Fläche  ist.  Nur  eine  solche  Fläche  kann  also  drei  zuge- 
ordnete Durchmesser  haben,  die  einander  gleich  sind  und  sich  überdiess  unter  gleichen  Winkeln 
schneiden.*) 


*)     Eine  geometrische  Interpretation  der  Bedingung  (21),    welche  überhaupt   zwischen   den  drei  Coefficienten 
der  allgemeinen  Gleichung  des  dritten  Grades 

r3±gr2+hr±k  =  0,  (a) 

(in  der  wir  g,  h  und  k  als  positiv  betrachten  können  und  die  obern  und  untern  Zeichen  zusammen- 
nehmen) Statt  finden  muss,  wenn  diese  Gleichung  zwei  gleiche  Wurzeln  haben  soll,  knüpft  sich  an  das 
Zusammenbestehen  der  folgenden  drei  Gleichungen,  die,  in  den  Voraussetzungen  des  Textes,  aus  den 
Gleichungen  (4),  (5)  und  (fij  hervorgehen: 

*2  =  =Fiii 

x4sin2e  =       ^h, 
x6(l-f-2cose)  (1— cose)2  =  x^sin^esin^^  =  ^  k. 

Wenn  die  allgemeine  Gleichung  (a)  des  dritten  Grades  mit  einer  unbekannten 
Grösse,  drei  positive  oder  drei  negative  Wurzeln  und  unter  diesen  Wnrzeln  zwei 
gleiche  hat,  so  lässt  sich  immer  eine  gerade  Pyramide,  mit  einem  gleichseitigen  Dreieck  als  Basis,  con- 
struiren,  so  dass  das  Quadrat  jeder  Seite  (Vag),  das  Quadrat  jeder  Seitenfläche  ('/uh)  und  das  Quadrat 
des  Inhaltes  (!/j6k)  ist. 

Das  Zusammenbestehen  der  drei  vorstehenden  Gleichungen  reducirt  sich  auf  das  Zusammenbestehen 
irgend  zweier  der  folgenden   drei  Gleichungen: 

3,1        •  ,*      9k       .  ^       3k» 

sin2e  =  — ,       sin2o  =  — ,      sin2«;   =  -r-, 
g2  gh  hz 

Wenn  wir  eine  körperliche  Ecke  construiren,  deren  Seiten,  paarweise  genommen,  einen  Winkel  e 
bilden,  deren  Sinus  vermittelst  der  ersten  der  drei  vorstehenden  Gleichungen  durch  die  Coefficienten  der 
Gleichung  (a)  bestimmt  ist,  so  bestimmen  sich,  wenn  diese  Gleich« ng  ■  Wtl  gleiche  Wurzeln 
hat,  die  Ncigungs-Winkel  je  zweier  der  Seitenflächen  der  Ecke  gegeneinander  vermittelst  der  zweiten 
der  vorstehenden  Gleichungen  und  die  Neigungs-Winkcl  der  Seiten  gegen  die  gegenüberliegenden  Seiten- 
flächen vermittelst  der  dritten  dieser  Gleichungen  durch  die  Coefficienten  der  Gleichung  (a). 
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Schreiben  wir  die  letzte  Gleichung,  nach  Analogie  des  Frühern,  in  folgender  Weise: 

(cos2£+cosV-fcos2£y/)3 — 27cos2cosVcos2t"  =  0, 

so  sehen  wir  dass,  umgekehrt,  ein  Rotations-Ellipsoid  nur  solche  gleiche  zugeordnete  Durchmesser 
haben  kann,  die  gleiche  Winkel  mit  einander  bilden. 

Es  sei,  indem  wir  cc2  =  ß2  nehmen,  hierbei  aber  unentschieden  lassen  ob  a2^>/2  oder  a2<C/2, 

cc2  y* 

die  Gleichung  des  Rotations-Ellipsoids ;  dann  gehen  die  Gleichungen  CIO)  und  (12) ,  welche  die- 
jenigen Kegelflächen  darstellen,  die  bezüglich  von  den  gleichen  zug-eordneten  Durchmessern  der 
Fläche  gebildet  und  von  den  durch  sie  bestimmten  zugeordneten  Durchmesser-Ebenen  umhüllt 
werden,  in  die  folgenden  über: 

x2  +  y2      2z2 


x2+y- 


,    =  0,  (23) 

-  0.  (24) 


et*  2f- 

Diese  Kegel-Flächen  sind  also  Rotations-Flächen,    welche  mit  dem  Ellipsoid   dieselben  Rotations- 
Axen  haben,  und  dieses  folglich  in  zwei  Kreisen  schneiden. 

Stellen  wir  insbesondere  die  Gleichung  (23)  mit  der  Gleichung  (22)  zusammen,  so  erhalten  wir 
unmittelbar  für  diejenigen  Kreise,  in  welchen  die  Fläche  von  ihren  gleichen  zugeordneten  Durch- 
messern geschnitten  wird, 

Z2    =     V3J-*, 

ferner  aus  (15)  zur  Bestimmung  der  von  je  zwei  derselben  gebildeten  Winkel 


008*«   =    ± =    ±    ^    ,    , — -  C*^J 

g  2a2 +72 

Um  drei  gleiche  zugeordnete  Durchmesser  der  Rotations-Fläche  (22)  zu  erhalten,  brauchen  wir 
also  nur  auf  der  leicht  zu  bestimmenden  Kegelfläche  drei  solche  Seiten  zu  nehmen,  welche  mit  ein- 
ander gleiche  Winkel  bilden,  oder  welche,  mit  andern  Worten,  die  eben  bestimmten  Kreise  in  den 
drei  Winkelpuncten  eines  eingeschriebenen  gleichseitigen  Dreiecks  schneiden.  Für  die  Länge  der 
Seiten  eines  solchen  Dreiecks  ergibt  sich  aus  dem  Radius  des  Kreises,  dem  es  eingeschrieben  ist, 
a  V^2,  und  hiernach  zur  Bestimmung  von  e,  als  desjenigen  Winkels,  der  in  einem  Dreiecke  von 
zwei  gleichen  Seiten  ^2a'1-\-y'1  eingeschlossen  wird  und  der  dritten  Seite  a  ^2  gegenübersteht, 
in  Uebereinstimmung  mit  der  Gleichung  (25) : 

a2  —  y2 

cose  =  —  ^     ■ — ; 

2a2-r-y2 

Zugleich  ist  ersichtlich,  dass  wir  im  letzten  Ausdrucke  der  eben  angezogenen  Gleichung  das  untere 
Zeichen  dann  nehmen  müssen,  wenn  wir  bei  der  Bestimmung  von  e  solche  Erstreckungen  der  gleichen 
zugeordneten  Durchmesser  wählen,  welche  demselben  derjenigen  beiden  Doppel-Kegel,  die  im  Mittel- 
punete  der  Fläche  zusammenstossen,  angehören.  Der  so  bestimmte  Winkel  e  ist  hiernach  ein  spitzer 
oder  stumpfer,  je  nachdem  die  Aequatorial-Axc  kleiner  oder  grösser  als  die  Rotations-Axe  ist. 
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Diejenigen  beiden  Kreise,  in  welchen  das  Rotations-Ellipsoid  von  seinen  gleichen  zugeordneten 
Durchmessern  geschnitten  wird,  bestimmen  einen  geraden  der  Fläche  eingeschriebenen  Cylinder. 
Ueberhaupt  lassen  sich  dem  Ellipsoide  solcher  Cylinder  unendlich  viele  einschreiben,  deren  Basen  in 
der  Fläche  desselben  liegende  Kreise  sind :  von  allen  diesen  Cylindern  hat  der  eben  bestimmte  d  en 
grössten  Inhalt:  Nehmen  wir  für  die  Höhe  irgend  eines  der  fraglichen  Cylinder  2z,  so  kommt 
für  das  Quadrat  des  Radius  seiner  in  der  Fläche  liegenden  Kreis-Basen 


-( 


1-Z- 

•2 


72z  —  z3 


und  für  seinen  Inhalt,  den  wir  C  nennen  wollen, 

C  =  2na* 
Differentiiren  wir,  so  ergibt  sich 

dz  yl 

d*C  127m*z 

dz^  =  :      '  y*     ' 

wonach  der  fragliche  Inhalt,  wenn  wir  wie  früher 

z  =  yVvT 

setzen,  ein  maximum  wird  und  gleich  ist: 

4 

3  Kä 

Wir  sehen  hieraus,  dass  der  Inhalt  des  Cylinders  sich  zu  dem  Inhalte  des  Ellipsoids  wie  1:  V~% 
verhält.  Jeder  der  beiden  Rotations-Kegel,  deren  Spitzen  im  Mittelpuncte  der  Fläche  zusammen- 
stossen  und  von  den  gleichen  zugeordneten  Durchmessern  gebildet  werden,  haben  den  sechsten  Theil 
des  obigen  Ausdruckes  zu  ihrem  Inhalte.*)  — 


' 

*)     Wenn  wir  die  allgemeinen  Flächen  zweiter  Ordnung,  in    der  Voraussetzung,    dass   die    drei    Coordinaten- 
Axen  gegebene  Winkel  e,  e',  e"  mit  einander  bilden  durch  die  Gleichung: 

x2_Lyi_Lz*    _    xl 

darstellen,  so  findet  sich  in  dieser  Gleichung  eine  überzählige  Constante,  weil  zu  den  sechs  Constanten, 
von  welchen  die  Lage  des  Coordinaten-Systems  überhaupt  abhängt,  jene  drei  Winkel  und  x  noch  hinzu, 
kommen.  Die  Lage  der  drei  Coordinaten-Axc  gegen  die  Fläche  kann  also  keine  ausschliessliche  sein- 
Von  den  neun  Constanten  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  und  Classe  kommen  sechs  auf  die  Lagen- 
Bestimmung  derselben  und  die  drei  übrigen  auf  die  Bestimmung  ihrer  Natur.  Wenn  eine  Fläche  sich 
particularisirt,  so  hängt  sie  von  weniger  als  neun  Constanten  ab,  und  dann  ist  zu  erwägen,  welche  Con- 
stanten diese  Particularisation  betrifft.  Eine  Rotations-Fläche  hängt  nur  von  sieben  Constanten  ab,  von 
den  beiden  ausgefallenen  Constanten  kommt  nur  eine  auf  die  Natur  der  Fläche,  der  Bedingung  entspre- 
chend, dass  zwei  Axcn  derselben  einander  gleich  sind.  Die  Constanten  der  Lage  reduciren  sich  also  auf 
fünf,  so  dass  es  keine  drei  Coordinaten-Axen  mehr  geben  kann,  die  eine  ausschliessliche  Lage  zur 
Fläche  haben.  Die  Constanten  der  Lage  zerfallen  wieder  in  zwei  Gruppen.  Im  Allgemeinen  be- 
stimmen die  drei  Constanten  der  einen  Gruppe  die  Coordinaten  eines  Punctcs,  welcher  zu  der  Fläche  eine 
ausschliessliche  Lage  hat,  und  die  drei  Constanten  der  andern  Gruppe  die  Richtungen  dreier   durch  diesen 
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177.  Die  vorstehenden  Erörterungen  würden  eine  Lücke  fühlbar  lassen,  wenn  wir  nicht,  die 
beiden  Hyperboloide  ins  Auge  fassend,  das  Entsprechende  aufsuchen  wollten.  Wir  finden  diess, 
wenn  wir  einmal  die  zugeordneten  Durchmesser  des  Ellipsoids  durch  Asymptoten  der  Hyper- 
boloide, das  andere  Mal  die  zugeordneten  Durchmesser-Ebenen  des  Ellipsoids  durch  Tangential- 
Ebenen  des  Asymptoten- Kegels  ersetzen. 

Nehmen  wir  erstens  drei  beliebige  Asymptoten  eines  gegebenen  ein-  oder  zweischaligen Hyper- 
boloids, das  heisst,  irgend  drei  Seiten  des  Asymptoten-Kegels  desselben,  zu  Coordinaten-Axen,  so  er- 
halten wir  für  die  Gleichung  der  Fläche,  die  folgende  sich  selbst  rechtfertigende  Form: 

cxy-fbxz+ayz  =  abc, 
oder  auch 

xy       xz      yz 

ab       ac       bc  *-  J 

Wir  können  sogleich  an  diese  Form  die  Unterscheidung  der  beiden  Arten  von  Hyperboloiden 
anknüpfen.  Die  Durchschnitts-Curven  in  den  drei  Coordinaten-Ebenen  sind  Hyperbeln  und  die  drei 
Coordinaten-Axen,  paarweise  genommen,  die  Asymptoten  derselben.  Nehmen  wir  die  positive 
Richtung  dieser  Axen,  sämmtlich,  vom  Mittelpuncte  angerechnet,  auf  demselben  der  beiden  in  diesem 
Puncte  zusammenstossenden  Asymptoten-Keg-el,  so  liegen  in  dem  Falle  der  zweischaligen  Fläche 
die  Durchschnitts-Hyperbeln  innerhalb  der  von  je  zwei  der  positiven  und  je  zwei  der  negativen  Axen- 
Erstreckungen  gebildeten  Winkel,  in  dem  Falle  der  einschaligen  Fläche  innerhalb  der  Neben- 
winkel von  diesen.  Im  ersten  Falle  sind  a,  b,  c  sämmtlich  reell  und  wir  können  sie  überdiess  als 
positiv  betrachten;  im  zweiten  Falle  sind  a,  b,  c,  weil  die  Producte  je  zweier  negativ  sein  müssen, 


Punct  gehenden  geraden  Linien  (oder  Ebenen) ,  die  ihrerseits  wieder  eine  ausschliessliche  Beziehung  zur 
Fläche  haben.  Bloss  die  Constanten  der  ersten  Gruppen  erhalten  andere  Werthe,  wenn  die  Fläche,  parallel 
mit  sich  selbst,  fortrückt,  es  ändern  sich  bloss  die  Constanten  der  zweiten  Gruppe,  wenn  die  Fläche  um 
den  fraglichen  Punct  sich  dreht.  Ein  Rotations-Ellipsoid  hat  seinen  ausgezeichneten  Punct  behalten  (den 
Mittelpunct)  aber  nicht  mehr  drei  ausgezeichnete  Richtungen,  die  durch  diesen  Punct  gehen  (nicht  mehr 
drei  bestimmte  Axen-Richtungen).  Darum  also  —  weil  nemlich  eine  Lagen-Constante  der  zweiten  Gruppe 
fehlt  —  kann  es  kein  Coordinaten-System  geben,  dem  ausschliesslich  eine  bestimmte  Gleichung  ent- 
spricht, sondern,  ohne  dass  diese  Gleichung  sich  ändert,  kann  das  Coordinaten-System  sich  drehen.  Diess 
gilt  insbesondere,  wenn  wir,  den  Entwicklungen  des  Textes  entsprechend,  die  Fläche  durch  foJgende 
Gleichung  darstellen: 

x2-f-j2  +  z2  =  *2, 

in  welche  die  eine  der  beiden  Constanten,  von  welcher  die  Natur  der  Fläche  abhängt,  in  der  Annahme 
des  von  je  zwei  der  drei  Coordinaten-Axen  gebildeten  Winkels  £  zu  suchen  ist. 

Die  Kugel  hat  von  ihren  Constanten  der  Lage  nur  die  der  ersten  Gruppe  behalten;  darum  sind  je 
drei  auf  einander  senkrechte  Durchmesser  drei  zugeordnete  Axen  derselben. 

Ein  Paraboloid  hat  sämmtliche  Constante  der  Lage  behalten.  Ein  Cylinder  hat  eine  Lagen-Constante 
der  ersten  Gruppe  verloren,  beziehen  wir  denselben  auf  ein  beliebiges  Coordinaten-System,  so  kaun  also 
dasselbe,  parallel  mit  sich  selbst,  nach  bestimmter  Richtung  fortrücken,  ohne  dass  die  Gleichung  des 
Cylinders  sich  ändert. 

Die  Wichtigkeit  solcher  Erörterungen,  die  gewissermaassen  die  Metaphysik  der  Geometrie  bilden 
und  zeigen,  wie  abstracte  Zahlen  die  letzte  Grund-Bedingung  ihrer  Resultate  sind,  lässt  sich  nicht  ver- 
kennen.   Mehr  als  bloss  anzudeuten,  würde  hier  nicht  an  der  Stelle  sein. 
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imaginäre  Grössen.    Dem  entsprechend  wollen  wir  die  vorstehende  Gleichung  (1},  indem  wir  durch 
a,  b,  c  immer  reelle  und  positive  Constanten  bezeichnen,  durch  die  folgende  Doppel-Gleichung: 

ab       ac        bc 

in  welcher  das  obere  Zeichen  für  das   zweischalige   und   das  untere  Zeichen    für    das    einschalige 
Hyperboloid  gilt,  ersetzen. 

Da  die  Coordinaten-Axen  beliebig",  aber  auf  dem  Asymptoten -Kegel  liegend,  angenommen 
werden,  so  hängt  ihre  Richtung  nur  von  drei  Constanten  ab,  während  drei  Constante  auf  die  Be- 
stimmung des  Mittelpunctes  der  Fläche  kommen,  und  hiernach  durch  a,  b,  c  Art  und  Dimension 
derselben  bestimmt  werden.  Wenn  also  die  Richtung  der  zu  Coordinaten-Axen  genommenen  Asymptoten 
eines  gegebenen  Hyperboloids  gegeben  ist,  so  sind  die  letztgenannten  Constanten  dadurch  vollkommen 
bestimmt,  und  diese  Constanten  erhalten  andere  Werthe  bei  einer  andern  Wahl  dreier  Asymptoten 
zu  Coordinaten-Axen.  Zwischen  den  drei  willkührlichen  Constanten,  von  welchen  diese  Wahl  der 
Asymptoten  abhängt  und  den  Werthcn  der  fraglichen  drei  Constanten  a,  b,  c  müssen  also  drei  Be- 
dingungs-Gleichungen bestehen,  entsprechend  den  drei  Gleichungen  (1)  der  160.  Nummer,  zwischen 
denjenig-en  Constanten,  von  welchen  die  gegenseitige  Richtung  und  die  Grösse  irgend  dreier  zuge- 
ordneter Durchmesser  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  abhängig  ist. 

178.    Wir  wollen  zunächst  die  Gleichung: 

ab       ac       bc 

die  ein  zweischaliges  Hyperboloid  darstellt,  discutiren  und  die  Bedeutung  ihrer  drei  Constanten 
nachweisen.    Die  Gleichungen 

xy  =  ab,  xz  =  ac,  yz  =  bc,  (3) 

stellen,  wenn  wir  von  der  jedesmaligen  dritten  Dimension  abstrahiren,  die  Durchschnitts-Hyperbeln 
in  den  drei  Coordinatcn-Ebenen  dar.  Wir  sehen  hieraus,  dass,  wenn  wir  eine  Ebene  construiren, 
welche  von  den  Coordinaten-Axen  bezüglich  die  Segmente  2a,  2b,  2c  abschneidet,  die  Durchschnitts- 
Linien  dieser  Ebene  mit  den  drei  Coordinaten-Ebcnen,  die  fraglichen  drei  Hyperbeln  berühren.  Sie 
bilden  ein  Dreieck,  dessen  Winkelpuncte  auf  dem  Asymptoten-Kegel  liegen  und  dessen  Seiten  die 
eine  Schale  des  Hyperboloids  berühren.  Die  Gleichung  der  Ebene  dieses  Dreiecks  ist  hiernach  die 
folgende : 

2a+2b  +  2c         **  J 


*)     Für   die   fraglichen   drei  Durchschnitts-Hyperbeln   (3)    ergeben    sich   in   Plan-Coordinaten    unmittelbar   die 
folgenden  drei  Gleichungen: 

4abtu  sss  w2,        4actv  =  w2,        4bcuv  =  w2, 

die  gleichzeitig  befriedigt  werden,  wenn  wir 


±1  ±1  ±1 

1  ""    2a  '         "  —   ~2b~'         V  ~     2c 
setzen,  und  hierbei  die  obern  und  die   untern  Vorzeichen   zusammennehmen.     Die   beiden   durch  die  vor- 
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Die  Gleichung  der  Fläche  wird  befriedigt,  wenn  wir 

x  =  a  V%,       y  ==  b  V%       z  =  c  f% 
setzen.    Für  die  Tangential-Ebene  in  diesem  Puncte  ergibt  sich 

x  y  z 

al/3+  bW  +c^3    =    ' 

wo  nach  diese  Ebene  von  den  Coordinaten-Axen   die  ;Segmente  a  VZ ,    b  V3  und  c  V3  abschneidet. 

Die  fragliche  Tangential-Ebene  ist  also  der  Ebene  des  die  Fläche  berührenden  Dreiecks  parallel ; 

die  beiden  Ebenen  bestimmen  sich  gegenseitig  dadurch,    dass    diejenigen  Segmente,    welche  sie  von 

den  Coordinaten-Axen  abschneiden,  und  also  auch  ihre  Abstände  vom  Mittelpuncte  der  Fläche  sich  wie 

^3~:    2 

verhalten.  Jeder  Tangential-Ebene  entspricht  also  eine,  hiernach  leicht  zu  construirende,  ihr  parallel0 
Ebene,  welche  die  Fläche  und  ihren  Asymptoten-Kegel  in  zwei  Ellipsen  schneidet,  die  eine  solche 
gegenseitige  Lage  haben,  dass  alle  Dreiecke,  welche  sich- der  einen  umschreiben  lassen,  zugleich  der 
andern  eingeschrieben  sind  •,  denn  nach  einem  bekannten  Satze  der  ebenen  Geometrie  gibt  es  solcher 
Dreiecke,  wenn  deren  ein  einziges  existirt,  unendlich  viele.  Im  vorliegenden  Falle,  wo  die  beiden 
Ellipsen  ähnliche  sind  und  eine  concentrische  Lage  haben,  wonach  sie  als  orthographische  Projec- 
tionen  zweier  Kreise  anzusehen  sind,  ist  der  Inhalt  aller  solcher  Dreiecke  derselbe.  Durch  die  drei 
\Y "inkelpunctc  jedes  derselben  sind  drei  Asymptoten  des  Hyperboloids  bestimmt;  nehmen  wir  diese, 
von  welchen  wir  eine  nach  dem  Vorstehenden  von  Vorne  herein  willkührlich  annehmen  können,  zu 
Coordinaten-Axen  und  nennen  wir  ihre  Abstände  vom  Mittelpuncte  der  Fläche  2a,  2b,  2c,  so  können 
wir  diese  durch  folgende  Gleichung  darstellen: 

^  +  -  +  I£  =  1.  '  (5) 

ab       ac        bc 

Die  drei  zu  Coordinaten-Axen  genommenen  Asymptoten  wollen  wir  zugeordnete  nennen,  und 
die  drei  Constanten  a,  b,  c  zugeordnete  Asymptoten -Längen. 

179.  Um  die  Halb-Axen-Quadrate  des  durch  die  letzte  Gleichung  dargestellten  zweischaligen 
Hyperboloids  zu  bestimmen,  brauchen  wir  nur  zu  der  Gleichung  (5)  der  171.  Nummer  zurückzu- 
gehen, und  in  dieser  Gleichung 

A  =  A'=  A"=0,     B"  =  -i-,     B'=— ,    B  =  4-, 

2ab'  2ac'  2bc' 


zu  setzen,  wonach 


©3 


*  ^.~,~_  1/      1  1  1      \ 

4a2b-c-  4\a-b-        a- c-        b-c-y 

*03    =  t    i  i  _   1       ™13==  T~\~Z — '       ^13— 


' 


4a2 bc  '        13  4ab2c  l3         '  4abcc 


stehenden    Coordinaten-Werthe    bestimmten    Ebenen,    welche  gleichzeitig     die    drei  Hyperbeln    berühren, 
■werden  in  Punct-Coordinaten  durch  die  Doppel-Gleichung 

x  y         z 

2a+2b  +  2c  =  ±  * 
dargestellt. 
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Alsdann  kommt: 

r«4-(a2+b24-c2— 2abcps£"— 2accose'—  2bc  cose)  r4 

—  4abc  (asin£/sine//cos^+bsinesine"cos^/-|-csinE  sine'cos^'r2 

.  —  4a2bVsin2esin2a  =  0.  (6) 

Diese  Gleichung  liefert  uns  sogleich  die  in  der  177.  Nummer  bereits  angedeuteten  drei  Rela- 
tionen zwischen  den  drei  zugeordneten  Asymptoten-Längen  und  denjenigen  Winkeln,  welche  die  drei 
Asymptoten  mit  einander  bilden.    Es  ist  nemlich 

a2-f-b2+c2 — 2abcose//—  2accos£'—  2bccose  =  g,  (7) 

—  4abc(asine/sine//cos^+bsin£sin£//cos^/+csinesin£/cos^/')  =  h,  (8) 

—  4a2bV2sin2£sin^  =  k,  (9) 

wobei,  für  ein  gegebenes  Hyperboloid  g,  h  und  k  unverändert  dieselben  Werthe  behalten,  wie  wir 
auch  die  Gleichung  (5)  mit  einer  andern  von  derselben  Form  vertauschen  mögen;  und  zwar  sind 
diese  drei  Werthe,  wenn  wir  die  reelle  Halb-Axe  der  Fläche  a  und  ihre  beiden  halben  Neben-Axen 
ß'  und  y'  nennen,  bezüglich  gleich 

0'2-fy2__a2,     §'*?*— a*ß'*—a*y*,     —a*ß'*y'2. 

Die  geometrische  Deutung  der  Gleichung  (7)  gibt  den  folgenden  Satz: 

In  allen  so  lchen  dreiseitigen  Pyramiden  deren  Seiten  in  dem  Asymptoteu- 
Kegel  liegen  und  deren  Basis  einer  Schale  des  Hyperboloids  umschrieb  en  ist, 
ist  die  Quadrat-Summe  der  drei  Seiten,  weniger  der  Quadrat-Summe  der  drei 
Seiten  der  Basis  constant  und  zwar  gleich  ( — 4g). 

Wenn  der  Asymptoten-Kegel  sich  wenig  öffnet,  so  ist  offenbar  g  negativ  und  also  die  erstge- 
nannte Quadrat-Summe  die  grössere.  Wenn  um  den  Asymptoten-Kegel  sich  rechtwinklige  körper- 
liche Ecken  beschreiben  lassen,  so  verschwindet  g  (115)  und  also  sind  danu  die  beiden  Quadrat- 
Summen  einander  gleich.  Da  die  Gleichung  (5)  eine  positive  und  zwei  negative  Wurzeln  hat,  so 
ist  wenn  g  negativ  ist  auch  h  negativ.  Dinser  letztere  Coefficient  ändert  sein  Zeichen  erst  später 
und  geht  dann  erst  durch  Null,  wenn  der  Asymptoten-Kegel  sich  so  weit  öffnet,  dass  in  denselben 
sich  rechtwinklige  körperliche  Ecken  beschreiben  lassen  (114).  Dieser  Fall  wird  durch  folgende 
Bedingungs-Gleichung  characterisirt : 

acos£       bcos£'       ccos£" 

~~ : 1 : — 7~  i : — rr  =  U,  UUJ 

sin£  sin  v  sinr 

die  insbesondere  befriedigt  wird,  wenn  die  Winkel  £,  £',  £"  und  mithin  auch  die  Winkel  £,  £',  e" 
rechte  sind.  Je  drei  auf  einander  senkrecht  stehende  Asymptoten  der  durch  die  vorhtehende  Glei- 
chung particularisirten  Fläche,  sind  zugeordnete. 

Für  das  Quadrat  der  Basis  der  eben  betrachteten  Pyramide,  die  wir,  der  Kürze  wegen,  hier  die 
eingeschriebene  Asymptoten-Pyramide  nennen  wollen,  erhalten  wir,  wenn  wir  erwägen, 
dass  die  Seitenflächen  derselben  bezüglich  gleich  sind: 

2absin£",  2acsin£/,  2bcsin£, 

den'  folgenden  Ausdruck  (168) : 

(2absin£")2+(2acsin£')*  +  (2bcsin£)*+2h 

und  somit  erhalten  wir  als  geometrische  Deutung  der  Gleichung  (8)  den  folgenden  Satz. 
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In  allen  eingeschriebenen  Asymptoten-Pyramiden  ist  die  Quadrat-Summe  der 
drei  Seitenflächen,  weniger  dem  Quadrate  der  Basis  constant  und  gleich  ( — 2h}. 

So  lange  der  Asymptoten-Kegel  sich  noch  nicht  soweit  öffnet,  dass  in  demselben  eine  recht- 
winklige dreiseitige  Ecke  sich  beschreiben  lässt,  ist  die  Quadrat-Summe  der  drei  Seitenflächen  die 
überwiegende-,  wqnn  diess  Statt  finden  kann,  so  ist  diese  Summe  dem  Quadrate  der  Basis  gleich ; 
öffnet  der  Kegel  sich  weiter,  so  ist  dieses  grösser  als  jene.*) 

Die  geometrische  Interpretation  der  Gleichung  (8)  gibt  unmittelbar  den  folgenden  Satz. 

Der  Inhalt  aller  eingeschriebenen  Asymptoten-Pyramiden  ist  constant. 

Für  diesen  Inhalt  finden  wir 

*abc sine  sind  =  |  aß'y', 

und  da  (117)  der  Inhalt  des  durch  eine  beliebige  Tangential-Ebene  von  dem  Asymptoten-Kegel  der 

Fläche  abgeschnittenen  Kegels  gleich  ist—  a^'y',   so    verhält  sich    der   Inhalt   jener   Asymptoten- 

o 

Pyramide  zum  Inhalte  eines  solchen  abgeschnittenen  Kegels  wie: 

2  :  -x. 
Für  den  Fall  des  ein  schal  igen  Hyperboloids 

xy      xz      yz 

ab      ac      bc  v    J 

dessen  Gleichung  aus  der  Gleichung  des  bisher  betrachteten  zweischaligen  Hyperboloids  dadurch 
hervorgeht,  dass  wir  a,  b,  c  mit  a  f — 1,  b  V — 1,  c  V — 1,  oder  a,  b,  c  vertauschen  —  woraus  er- 
sichtlich ist,  dass  die  drei  zugeordneten  Asymptoten-Längen  imaginär  werden  — :  bestehen  alle  bis- 
herigen analytischen  Entwicklungen,  wenn  wir  auch  in  diesen  die  eben  angezeigten  Vertauschungen 
vornehmen.    Es  kommt  also : 

—  Ca^+^M-c2 — 2öÄcose'/— 2accos£'—  2Äccose)  =  g  (12) 

—  bfl&c(asine/sin£//cos^+Äsin£sin£//cos^'-f-csin£sine/cos^")  =  h,  (13) 

4a26Vsin2£sin2d  =  k.  (14) 


*)     Die  ausführlich  discutirte  Gleichung 

r6-f-gr*-i-hr2-r-k  _  0j 

deren  Wurzeln  die  drei  Halb-Axen-Quadrate  der  durch  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  in 
Pnnct-  oder  Plan-Coordiifaten  dargestellten  Fläche  sind,  bietet  die  folgenden  acht  verschiedenen  Fälle  in 
Beziehung  auf  die  Vorzeichen  der  Werthe  ihrer  Coefficienten: 

H j I  -| }-+   III  H h  V  +H h    VII 

-| — | — | — f-  ii       +  -M rv         -M vi       -j vni. 

Diesen  acht  Fällen  entsprechen  charakteristische  Unterscheidungen  der  Fläche.  Die  Combinationen  I  und 
II  beziehen  sich  auf  das  reelle  und  imaginäre  Ellipsoid,  die  Combinationen  III,  V,  VII  auf  das  einschalige, 
die  Combinationen  IV,  VI,  VIII  auf  das  zweischalige  Hyperboloid.  In  den  Fällen  III  und  IV  öffnet 
sich  der  Asymptoten-Kegel  so  weit,  dass  er  eine  rechtwinklige  Ecke  in  der  Art  umschliessen  kann,  dass 
die  drei  Kanten  der  Ecke  ganz  innerhalb  desselben  liegen ;  in  den  Fällen  V  und  VI  findet  diess  zwar 
nicht  mehr  Statt,  aber  er  öffnet  sich  doch  noch  so  Aveit,  dass  er  die  drei  eine  solche  Ecke  bildenden 
Ebenen  gleichzeitig  schneiden  kann,  in  den  Fällen  VII  und  VIII  öffnet  er  sich  auch  so  weit  nicht  mehr, 
so  dass  er  ganz  innerhalb  einer  rechtwinkligen  Ecke  liegen  kann. 
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Nur  die  geometrische  Deutung  wird  eine  andere.  Es  gibt  keine  Dreiecke  mehr,  die  zugleich  der 
Fläche  um-  und  ihrem  Asymptoten-Kegel  eingeschrieben  sind,  dagegen  aber  gibt  es  Dreiecke,  die 
umgekehrt  der  Fläche  eingeschrieben  und  ihrem  Asjmptoten-Kegel  umschrieben  sind,  in  der  Art, 
dass  die  drei  zugeordneten  Asymptoten,  die  früher  durch  die  Eckpuncte  des  Dreiecks  gingen,  nun 
durch  die  Bcrührungspunctc  auf  den  Seiten  desselben  gehen. 

Der  Asymptoten-Kegel  der  Fläche  (9)  wird  durch  die  folgende  Gleichung 

ab      ac       bc 

dargestellt,  und  hiernach  erhalten  wir  für  die  Gleichungen  derjenigen  Ebenen,  welche  denselben  auf 
den  drei  zu  Coordinatcn-Axen  genommenen  zugeordneten  Asymptoten  berühren,  die  folgenden: 

V  7  X  Z  XV 

b       c  a       c  ab 

Diese  drei  Tangential-Ebenen  schneiden  die  durch  folgende  Gleichung 

x       y        z 

-  +  Y+-  =  1  (16) 

a       b       c  J 

dargestellte  Ebene  in  den  Seiten  eines  Dreiecks,  die  offenbar  den  Asymptoten-Kegel  berühren  und 
von  dem  wir  behaupten,  dass  es  der  Fläche  eingeschrieben  ist.  Um  diese  Behauptung  zu  rechtfer- 
tigen brauchen  wir  bloss  zu  bemerken,  dass  je  zwei  der  Gleichungen  (15)  gleichzeitig  mit  der 
Gleichung  (11)  und  der  Gleichung  der  Fläche  (6)  befriedigt  werden.*) 


*)     Wir  gelangen  zu  diesem  Resultate  durch  folgende  Erwägung.     Die  Gleichung 

ab       ac        bc 

stellt,  wenn  wir  für  x  nacheinander  alle  möglichen  positiven  und  negativen  Werthe  nehmen,  alle  mög- 
lichen zwei-  und  cinschaligen  Hyperboloide  dar,  Avelche  dieselben  drei  zugeordneten  Asymptoten  haben, 
und  deren  drei  entsprechende  Crcelle  oder  imaginäre)  Asymptoten-Längen  unter  einander  ein  gegebenes 
Verhältniss  haben.  Den  Uebergang  zwischen  beiden  Arten  von  Hyperboloiden  bildet,  x  gleich  Null  ent- 
sprechend, der  ihnen  gemeinschaftliche  Asymptoten-Kegel.  Alle  diese  Flächen  werden  von  einer  be- 
liebigen Ebene  in  concentrischen,  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Curven  geschnitten.  Nehmen  wir  für 
die  schneidende  Ebene 

ü+l  +  i.  =  2,  (b) 

a       b       c 

so  sind  diese  Curven  Ellipsen,  deren  Dimensionen  zunehmen,  wenn  X  vermindert  wird.  Für  x  —  \  und 
sc  —  0  erhalten  wir  zwei  Ellipsen  von  der  Art,  dass  sich  ein  Dreieck  der  ersten  umschreiben  lässt,  das 
der  zweiten  eingeschrieben  ist  (1~^)-  Wir  können  endlich  einen  negativen  Werth  von  x  so  bestimmen, 
dass  wir  eine  dritte  Ellipse  erhalten,  deren  Dimensionen  von  der  Art  sind,  dass  ihr  ein  Dreieck  einge- 
si  liriclx-ii  ist,  dessen  Seiten  die  zweite  Ellipse  in  den  Winkelpuncten  des  ersten  Dreiecks  berühren.  Es 
findet  diess  bekanntlich  dann  Statt,  wenn  die  Dimensionen  der  zweiten  Ellipse  mittlere  Proportionalen 
zwischen  den  Dimensionen  der  ersten  und  dritten  Ellipse  sind.  Diese  Bedingung,  wobei  wir  die  drei 
Ellipsen   auch    mit  ihren  Projectioncn    auf  eine    beliebige    Ebene    vertauschen    können,    gibt    x  =   —  4. 

z 

Eliminiren  wir  nemlich  —  zwischen  den  beiden  Gleichungen  (a)  und  (b),  so  kommt: 
c 
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Die  geometrische  Interpretation  der  Gleichungen  (10)  —  (12)  gibt  hiernach  den  folgenden  Satz. 

Wenn  man  in  ein  einschaliges  Hyperboloid  irgend  ein  Dreieck  beschreibt,  dessen  Seiten  den 
Asymptoten-Kegel  desselben  berühren,  so  bestimmen  die  drei  Berührungspuncte  auf  diesen  Seiten  die 
Eckpuncte  der  Basis  einer  Pyramide,  deren  Spitze  in  den  Mittelpunct  der  Fläche  fällt.  In  allen 
solchen  Pyramiden  ist  constant: 

1.  die  Quadrat-Summe  der  drei  Seiten  weniger  der  Quadrat-Summe  der  drei  Seiten  der  Basis 
und  zwar  gleich  (g),  ferner 

2.  die  Quadrat-Summe  der  drei  Seitenflächen  weniger  dem  Quadrate  der  Fläche  der  Basis  und 
zwar  gleich  ( — £h)  und  endlich 

3.  der  Inhalt  und  zwar  gleich  (T1T  l/JT). 

Ein  Dreieck,  welches  einem  einschaligen  Hyperboloid  eingeschrieben  und  dem  Asymptoten-Kegel 
desselben  umschrieben  ist,  hat  einen  viermal  grössern  Flächen-Inhalt  als  dasjenige,  welches  von  den 
drei  Berührungspuncten  auf  den  drei  Seiten  desselben  gebildet  wird  und  die  Basis  einer  der  eben 
betrachteten  Pyramiden  ist.  Hiernach  schliesst  sich  an  den  letzten  Theil  des  vorstehenden  Satzes 
der  folgende. 

Alle  Pjramiden,  welche  zur  Basis  Dreiecke  haben,  die  einem  gegebenen  ein- 
schaligen Hyperboloid  eingeschrieben  sind  und  deren  drei  Seiten-Ebenen  den 
Asymptoten-Kegel  desselben  berühren,  haben  gleichen  Inhalt  (£  V\\.  

180.  Neben  den  in  den  letzten  Nummern  discutirten  Gleichungen  stellt  sich  in  dem  Systeme 
der  Plan-Coordinaten  die  folgende  Doppel-Gleichung  von  ganz  entsprechender  Form: 


xy    y^    „♦*     a   j 

ab      b* 


-  +  ^+f--2.--2.^-r-*=:0, 


als  Gleichung  der  Projection  der  bezüglichen  Durchschnitts-Curve  auf  die  Ebene  XY.  Für  das  Produci 
der  beiden  Halb-Axen  finden  wir,  indem  wir 

A=i,    A'  =  i      B"  =  -^-,    C  =  —  -,     C'  =  —  -,   D  =  x, 

a«'  b*'  2ab'  a'  b' 

setzen  073): 

®„sine"        2absint"  ^t     n^ 
— = = =r-(4 — «$*). 

Von  den  drei  Werthen>  die  der  vorstehende  Ausdruck  erhält,  wenn  wir  nach  einander  x \as  1,  x  =  0 
und  v.  —  —  4  setzen,  ist  das  Quadrat  des  zweiten  dem  Producte  des  ersten  und  dritten  gleich.  Setzen 
wir  R  =  —  4,  so  entsprechen  die  Gleichungen  (a)  und  (b)  den  Gleichungen  (11)  und  (14)  des  Textes. 

Wenn  ein  einschaliges  Hyperboloid  gegeben  ist,  so  gibt  es  im  Allgemeinen  zwei  Ebenen,  die  einer 
gegebenen  Ebene  parallel  sind,  und  Dreiecke  enthalten,  welche  zugleich  der  Fläche  ein-  und  dem  Asym- 
ptoten-Kegel umschrieben  sind.  Diese  Ebenen  sind  reell,  wenn  die  gegebene  Ebene  den  Asymptoten-Kegel 
in  Ellipsen  schneidet,  und  dann  leicht  zu  construiren.  Wir  brauchen  hierzu  nur  in  dieser  Ellipse  irgend 
einen  Halb-Durchmesser  zu  ziehen,  diesen  um  ein  gleiches  Stück  über  den  Umfang  derselben  hinaus  zu 
verlängern  und  durch  den  Endpunct  der  Verlängerung  und  den  Mittelpunct  der  Fläche  eine  gerade  Linie 
zu  legen.  Diese  gerade  Linie  schneidet  die  letztere,  in  zwei,  gleich  weit  vom  Mittelpuncte  abstehenden, 
den  beiden  zu  construireuden  Ebenen  angehörenden  Puncten.  Es  beruht  diese  Construction  auf  dem  be- 
kannten Satze,  dass  jede  dieser  Ebenen  die  Fläche  in  solchen  zwei  ähnlichen  und  coucentrischen  Ellipsen 
schneidet,  deren  lineare  Dimensionen,  weil  die  obigen  Dreiecke  einer  dieser  Ellipsen  eingeschrieben  xmd 
der  andern  umschrieben  sind,  sich  wie  2  :  1  verhalten. 
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abtu-f  actv-j-bcuv  =  iw'2.  (1) 

Diese  Doppel-Gleichung  stellt  Flächen  zweiter  Classe  dar;  deren  Mittelpunct  in  den  Anfangspunct 
der  Coordinaten  fällt.  Sie  wird  befriedigt  wenn,  gleichzeitig  mit  w,  zwei  der  drei  übrigen  Coordi- 
naten  t,  u  und  v  verschwinden:  die  Coordinaten-Ebenen  berühren  also  den  Asymptoten-Kegel.  Um 
hiernach  überhaupt  eine  hyperbolische  Fläche  durch  die  vorstehende  Gleichung  darzustellen,  brauchen 
wir  nur  irgend  drei  Tangential-Ebenen  ihres  Asymptoten-Kegels  zu  Coordinaten-Ebenen  zu  nehmen. 
Die  vollständige  Bestimmung  dieser  Ebenen  hängt  also  noch  von  drei  willkührlichen  Constanten  ab 
und  nachdem  diese  beliebig  angenommen  worden  sind,  erhalten  für  eine  gegebene  Fläche  a,  b,  c 
vollkommen  bestimmte  Werthe. 

Indem  wir,  nach  einander,  jede  der  drei  Veränderlichen  v,  u  und  t  gleich  Null  setzen,  kommt 

abtu  =  ±w2,        actv  =  ±w2,        beuv  =  ±w2.  (2) 

Diese  drei  Gleichungen  stellen  drei  in  den  drei  Coordinaten-Ebenen  liegende  Hyperbeln  dar,  und 
zwar  sind  diese  Hyperbeln  diejenigen,  welche  wir  erhalten,  wenn  wir,  parallel  mit  den  drei  Coor- 
dinaten-Axen,  die  Fläche  auf  die  drei  gegenüberstehenden  Coordinaten-Ebenen  projiciren.  Für  den 
Fall  des  zm  eischaligen  Hyperboloids  fallen  diese  Projectionen  innerhalb  des  Asymptoten-Doppel- 
Kegels,  für  den  Fall  des  einschaligen  ausserhalb.  Demnach  stellt  die  Gleichung  (1)  im  Falle  des 
obern  Zeichens  ein  zweischaliges,  im  Falle  des  untern  Zeichens  ein  einschaliges  Hyperboloid  dar. 
Wir  wollen  erstens  wieder  die  zweischalige  Fläche,  in  deren  Gleichung: 

abtu  -f  actv  -+-  beuv  =  w?, 
wir  a,  b  und  c  als  positive  Constanten  ansehen,    näher   betrachten.      Dann   erhalten   wir   für   die 
Gleichungen  der  projicirendenCylinder,  den Projec^men  (2)  entsprechend,  unmittelbar  die  folgenden: 

xy  =  £ab,  xz  =  |ac,  yz  «=  |bc, 

Diese  Gleichungen  werden  gleichzeitig  befriedigt,  wenn  wir 

x  =  £a,  y  =  £b,  z  =  {c 

setzen.  In  dem  durch  diese  Coordinaten- Werthe  bestimmten  Puncte  schneiden  sich  also  die  drei 
Cylinder,  oder,  mit  andern  Worten,  durch  diesen  Punct  lassen  sich  drei,  den  Coordinaten-Axen 
parallele  Tangenten  an  die  Fläche  legen,  welche  eine  Pyramide  bilden,  deren  Seitenflächen  dreien 
Tangential-Ebenen  des  Asymptoten-Kegels  parallel  sind.  Dieser  Punct  wird  durch  folgende  Glei- 
chung dargestellt: 

at  +  bu  +  cv-f  2w  =  0. 

Die  Gleichung  der  Fläche  wird  befriedigt,  wenn 

at  =  bu  =  cv  =  w  V  y3 , 

die  bezügliche  Tangcntial-Ebcne  schneidet  also  von  den  Coordinaten-Axen  die  Segmente  a  V~§  b  k^ 
c  V^   ab.     Der  Herührungspunct  auf  ihr,  hat  folgende  Gleichung  *) : 


*)     Ucbcrhaupt  ergibt  sich  (Einl.   33)    zur  Bestimmung  des  Poles  einer  gegebenen  Ebene  (V,  u',  v',  w')   die 
Gleichung: 

aCbu'+cvOt+bCat'+cvOu  +  cCat'+buOv+Sw'w  __  0> 

wobei  das  untere  Zeichen  für  den  in   der   folgenden   Nummer  betrachteteu  Fall   des    einschaligen   Hyper- 
boloids gilt. 
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at  +  bu  +  cv  +    w)/3--q 
und  hiernach  sind  seine  Coordinaten 

x  =  ak%     y=b^,     z=c^V3. 

Er  liegt  also  mit  der  Spitze  der  eben  bestimmten  Pyramide  auf  demselben  Durchmesser  der  Fläche. 
Die  Abstände  beider  vom  Mittelpuncte  verhalten  sich  wie 

2:    ^3, 

wodurch  sie  gegenseitig  durch  einander  bestimmt  werden.  Die  Polar-Ebene  der  Spitze  der  Pyramide, 
dadurch  bestimmt,  dass  sie  durch  den  Berührungspunct  auf  den  drei  Seiten  dieser  Pyramide  geht, 
ist  durch  die  folgende  Gleichung 

at -f- bu -{- cv-J- £  w  =  0 

gegeben,  und  schneidet  also  von  den  drei  Coordinaten-Axen  Segmente  ab,  die  gleich  sind  2a, 
2b,  2c.  Die  durch  die  Spitze  der  Pyramide,  parallel  mit  dieser  Polar-Ebene  gelegte  Ebene  schneidet 
von  den  Coordinaten-Axen  die  Segmente  |a,  |b,  f  c  ab. 

Die  fragliche  Polar-Ebene  ist  endlich  auch  dadurch  bestimmt,  dass  sie  die  Fläche  und  den 
Asymptoten-Kegel  in  solchen  zwei  Ellipsen  schneidet,  denen  Dreiecke  sich  bezüglich  um-  und  ein- 
schreiben lassen.  Die  eben  betrachtete  Pyramide  und  diejenige,  welche  durch  dieselbe  Ebene  von 
der  durch  die  Asymptoten-Ebene  gebildeten  Ecke  abgeschnitten  werden,  haben  nemlich  zwei  Drei" 
ecke  zur  Basis,  deren  Schwerpunct  zusammenfällt  und  deren  entsprechende  Seiten  parallel  sind  und, 
wie  die  Höhen  der  beiden  Pyramiden,  im  Verhältnisse  von  1  :  4  stehen.  Es  folgt  hieraus,  dass  wenn 
wir  die  Mitten  der  Seiten  des  zweiten  Dreiecks  zu  einem  neuen  Dreiecke  verbinden,  die  Winkelpuncte 
des  ersten  in  den  Mitten  der  Seiten  dieses  neuen  Dreiecks  liegen,  so  dass  also  diess  letztgenannte  Dreieck 
zugleich  der  Fläche  umschrieben  und  dem  Asymptoten-Kegel  eingeschrieben  ist. 

Die  Gleichung  (3)  der  166.  Nummer  gibt,  indem  wir 

A  =  A'  =  A"  =  0,        B"  =  ^  ab,        B'  =  £ac,        B  =  £bc, 
setzen,  zur  Bestimmung  der  drei  Halb-Axen-Quadrate  der  Fläche  die  folgende  Gleichung: 

r  6  —  (ab  cose"+ac  cose'-f-bc  cose)  r* 

—  \ 1  Cabsine'Oa+(acsin£/Ja-|-Cbcsin02 
+  2ab  sine",  ac  sine'  .  cos£ -}-2ab sine",  bc sine. cos£'-{-2ac sine'. frc sine. cos£"j  r* 

— 2a*b2c2sin2dsin-e  =  0.  (3) 

181.    Wir  wollen  zweitens  das  einschalige  Hyperboloid  betrachten,  indem  wir  die  Gleichung 

abtu-f-actv-f  bcuv  =  —  w  2  (4} 

zu  Grunde  legen,  und  wir  behaupten,  dass  alsdann  eine  Ebene,  welche  von  den  Coordinaten-Axen 
die  Segmente  a,  b,  c  abschneidet,  die  Coordinaten-Ebenen  in  solchen  drei  geraden  Linien  schneidet, 
die  ein  dem  Asymptoten-Kegel  umschriebenes,  der  Fläche  eingeschriebenes  Dreieck  bilden.  Um  diess 
nachzuweisen  bemerken  wir,  dass  die  Gleichung  der  Fläche  (4)  befriedigt  wird,  wenn  wir  etwa 

cv  =  bu  =  —  at  =  w 
setzen,  wonach  für  die  Gleichung  des  Berührungspunctes  auf  der  bezüglichen  Tangential-Ebene 

at  =  w 
sich  ergibt,  und  dieser  Berührungspunct  also  ein  auf  der  Fläche  liegender  Winkelpunct  des  fraglichen 
Dreiecks  ist. 

31 
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Wir  wollen  eine  Pyramide,  welche,  wie  die  von  den  drei  Coordinatcn-Ebenen  gebildete,  ihre 
Spitze  in  dem  Mittelpunctc  der  Fläche  und  ein  solches  Dreieck  zur  Basis  hat,  das  gleichzeitig  der 
Fläche  eingeschrieben  und  ihrem  Asymptoten-Kegel  umschrieben  ist,  eine  umschriebene  Asymp- 
toten-Pyramide nennen. 

Die  drei  Halb-Axen-Quadrate  der  Fläche  sind  durch  die  folgende  Gleichung  gegeben: 

r6+(ab  cose"-f-ac  cose'-|-bc  cose)r* 

—  |  }  (ab  sine")*-l-(ac  sine') s+Cbc  sine)* 

+  2ab  sine" .  acsine'.  cos£-f-2ab  sine" .bc sine .  cos£'-}-2ac sine' . bc  sine .  cos£")  j  r'^ 

+  £a*b2c2sin23siii,2t:  =  0.  (5) 

Wie  wir  auch  ein  gegebenes  einschaliges  Hyperboloid  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  der  Glei- 
chung (4)  darstellen  mögen,  die  Coefficienten  der  vorstehenden  Gleichung  (5)  des  dritten  Grades 
bleiben  unverändert  dieselben.  Deuten  wir  geometrisch,  so  erhalten  wir  hiernach  den  folgenden  Satz. 
In  jeder  umschriebenen  Asymptoten-Pyramide  eines  gegebenen  einschaligen 
Hyperboloids  ist  constant: 

1.  die  Quadrat-Summe  der  dreiSeiten  der  Basis,  weniger  der  doppelten  Quadrat- 
Summe  der  drei  Seiten  (=2g), 

2.  das  Quadrat  der  Basis,  weniger  der  doppelten  Quadrat-Summe  der  drei 
Seitenflächen  (=  h), 

3.  der  Cubik  Inhalt  C=  — ;|k). 

Der  letzte  Theii  dieses  Satzes  findet  sich  schon  am  Schlüsse  der  179.  Nummer  bewiesen. 
Für  den   besondern  Fall,   dass  die  Summe  der  drei  Halb-Axen-Quadrate  verschwindet,  ergibt 
sich  die  Bedingungs-Gleichung: 

cose       cose'       cose" 
a  b  c 

und  wir  sehen,  dass  dieser  Genüge  geschieht,  wenn  gleichzeitig  für  e,  e'  und  e"  rechte  Winkel  ge- 
nommen werden  können,  das  heisst,  wenn  sich  dem  Asymptoten-Kegel  eine  körperliche  rechtwinklige 
Ecke  umschreiben  lässt. 

Der  Raum  verbietet  uns  hier  in  ein  grösseres  Detail  einzugehen.  — 


§.  10. 

Rotations -Flächen  zweiter  Classe.     Rotations  -  Kegel,  die  einer 
Fläche  zweiter  Classe  umschrieben  sind. 

182.  Wir  haben  bereits  in  der  154.  und  155.  Nummer,  die  Bedingungs-Glcichungen  entwickelt, 
unter  welchen  die  durch  die  allgemeine  Gleichung  in  Plan-Coordinaten  dargestellte  Fläche  eine 
Rotations-Fläche  ist.  Wir  wollen  jetzt,  von  einem  andern  Gesichtspuncte  ausgehend,  nochmals  hier- 
auf zurückkommen,  in  ein  näheres  Detail  eingehen,  und  neue  Betrachtungen  anknüpfen. 

Es  sei 

At2-r-A'u2-fA"v24-2B"tu-h2ß/tv+2Buv-f2Ctw+2C/uw+2C"vw+w*  =  0  (1) 

die  allgemeine  Gleichung  der  Fläche.    Soll  diese  Fläche  eine  Rotations-Fläche  sein,  so  lässt  sie  sich 
auch  durch  eine  Gleichung  von  folgender  Form  ausdrücken : 

t 

i 
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(x/t+y/u-hz/v+w)(x"t-hy"u+z'/v-|-w)— p2(t2+u2+v2)  =  0.  (2) 

Es  folgt  diess,  indem  wir  zugleich  berücksichtigen,  dass  diese  Gleichung  die  notwendigen  sieben  un- 
abhängigen Constanten  enthält,  aus  den  oben  erwähnten  Bedingungs-Gleichungen  und  zugleich  stellt 
sich  in  Folge  der  frühern  Erörterungen  heraus,  dass  alsdann  die  beiden  Puncte  (x',  y',  z')  und  (x", 
y",  z"),  welche  durch  die  folgenden  beiden  Gleichungen  dargestellt  werden: 

x't-f-y'u+z'v-fw  =  0, 
x"t-hy"u+ z"v-fw  =  0, 

zwei  Brennpuncte  der  Fläche  sind,  und  ^dass  p  den  Radius  des  Aequators  bedeutet.  Uebersetzen  wir 
hiernach  die  Gleichung  (2)  in  die  Sprache  der  Geometrie,  so  ergibt  sich,  indem  wir  erwägen,  dass 
durch  die  Ausdrücke 

x't  -f  y'u-f  z'v-f- w  x"t4-y"u-f  z"v-hw 

l>(t2-{-u*  +  v2)  '        ~V(t2+u*-f-v*) 

die  von  den  beiden  Puncten  (x',  y',  z')  und  (x",  y",  z")  auf  irgend  eine  beliebige  Ebene  (t,  u,  v, 
w)  der  Fläche  gefällten  Perpendikel  gegeben  sind,  der  Satz,  dass  das  Product  der  von  den  beiden 
auf  der  Rotations-Axe  liegenden  Brennpuncte  auf  beliebige  Ebenen  einer  gegebenen  Rotations-Fläche 
gefällten  Perpendikel  dem  Quadrate  des  Radius  des  Aequators  gleich  ist.  Die  beiden  Brennpuncte 
können  reell  und  imaginär  sein,  im  erstem  Falle  ist  die  Fläche,  wenn  sie  überhaupt  reell  ist,  ein 
verlängertes  Sphäroid  oder  ein  zweischaliges  Hyperboloid,  im  zweiten  Falle  ein  abgeplattetes  Sphäroid 
oder  ein  einschaliges  Hyperboloid.  Andrerseits  ergibt  sich  dieser  Satz  unmittelbar  aus  dem  ent- 
sprechenden Satze  der  ebenen  Geometrie,  dass  das  Product  der  beiden  von  den  Brennpuncten  einer 
Axe  einer  gegebenen  Ellipse  oder  Hyperbel  auf  beliebige  Tangenten  derselben  gefällten  Perpendikel 
constant  und  dem  Quadrate  der  halben  andern  Axe  gleich  ist.  Denn  dreht  sich  eine  solche  Curve 
um  jene  Axe,  so  sind  die  auf  ihr  liegenden  Brennpuncte  auch  Brennpuncte  der  Fläche,  welche  durch 
diese  Umdrehung  entsteht,  und  die  von  diesen  Puncten  auf  die  Ebenen  der  Fläche  gefällten  Perpen- 
dikel sind  zugleich  Perpendikel,  gefällt  auf  Tangenten  der  Meridian-Curven.  Von  dem  fraglichen 
Satze  als  bekannt  ausgehend,  können  wir,  umgekehrt,  indem  wir  die  ersten  Theile  der  beiden  obigen 
Gleichungen  (1)  und  (2)  identisch  setzen,  die  Bedingungen  entwickeln,  .unter  welchen,  die  erste 
dieser  Gleichungen  eine  Umdrehungs-Fläche  darstellt.  Der  Fall  des  Paraboloids,  das  durch  die 
Gleichungs-Form  (2)  sich  nicht  ausdrücken  lässt,  weil  die  Coordinaten  eines  Brennpunctes,  so  wie 
die  zweite  Axe  unendlich  gross  werden,  wollen  wir  hierbei  einstweilen  noch  ausschliessen  und  später 
besonders  betrachten. 

183.    Die  Identität  der  beiden  ersten  Theile  der  Gleichungen  CO  und  (2)  führt  zu  den  nach- 
stehenden neun  Gleichungen: 

x'x"-p*  =  A,  x'y"+x"y'  =  2B",  x'+x"  =  2C, 

y'y"-p*  =  A',    (3)       x'z"+x"z'  =  2B',    (4)  y'+j"  =  2C,   (5) 

zV'-p'1  =  A";  y'z"-fy"z'  =  2B;  z'+z"  =  2C". 

Diese  neun  Gleichungen  sind  hinreichend  zur  Bestimmung  der  drei  Coordinaten  jedes  der  beiden 
Brennpuncte  und  des  Coefficienten  p,  so  wie  auch  der  beiden  Beding-ungs-Gleichungen,  welche  be- 
friedigt werden  müssen,  damit  die  Fläche  (1)  eine  Rotations-Fläche  sei.  Der  Kürze  wegen,  wollen 
wir  die  drei  Projectionen  der  halben  Brennweite  auf  die  drei  Coordinaten- Axen  durch  e,  e'  und  e" 
bezeichnen,  wonach 

e  =  I  (x'—  x"),  *  =  i(y'_y"),  e"=  i  (z'-  z"> 

31* 
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Dann  finden  wir: 
|P32  =  B"-CC  =  —  «',        *81  ==  B'-CC"  =  —  «",        W30  d  B  — C'C"  =  —  e'e", 

nnd  hieraus 

*3  0  *3i  *3  2 

Ferner  kommt: 

Y==A  — C*=  —  £2  —  p2,    Y^A'—  C'2  =  —  e'2  — P*,    Y2  =  A"— C"2=-e"2-.p2,  (7) 
mithin  , 

2        ^Ill_Y=^-2-^-YJ==^^-Y2.  (8) 

*30  *31  *32 

Diese  Doppel-Gleichung  enthält  die  beiden  gesuchten  Bedingungen    und   gibt    zugleich    das  Quadrat 
des  Radius  des  Aequators. 

Bezeichnen  wir  die  halbe  Brennweite  selbst  durch  c,  so  kommt : 

e*  =  £24-e'2+e"2-  (9) 

Das  Zeichen  von  c2,  so_wie  von  e2,  e'2  und  e"2  hängt  gleichmässig  davon  ab,  ob 

t,Aii?o  =-(££vo2 

negativ  oder  positiv  ist.    Im  ersten  Falle  sind  die  auf  der  Umdrehungs-Axe   liegenden  Brennpuncte 
reell,  im  zweiten  imaginär. 

Das  Quadrat  der  halben  Rotations-Axe,  die  wir  r  nennen  wollen,  ist 

r*  =  p2-f-e2 

(v     ,    ^3  2^3  0     -     ^Jl^cA  /v       ,     ^30^31      ,     *31^3o\ 

Y+"^r+"^r)=_l Y,+^r"+~^rJ       (,o) 

/v    _L  ^3  2^31     i    ^32^3o\ 
~~V     ^       *,.    "+       *S,      / 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunctcs  sind,  wie  überhaupt,  C,  C  und  C",  die  Coordinatcn   der  beiden 
Brennpuncte : 

w     w  xp      xn  TIS     US 

x'"=C±K-^p^,       y'"=C'±K &2&i      z'"=C"±K-^P*-.        (U) 

*30  *3  1  *32 

Für  die  Doppel-Gleichung  der  Rotations-Axe  ergibt  sich 

En5  _  y  — c'  __ z— c" 

oder 

<p30(x-C)  =  ^i(y-co=  f3,(z-C'0.  (12) 

184.  Wenn  die  durch  (1)  dargestellte  Fläche  insbesondere  eine  Kugel  sein  soll,  so  müssen 
damit  e,  und  also  auch  e,  e'  und  e"  verschwinden,  gleichzeitig  die  folgenden  fünf  ßedingungs- 
Glcichungcn  bestehen: 

W32  =  W3i  =  W30  =0,  Y2  =  Yt  =  Y  =  — p2, 

wobei  p  der  Radius  der  Kugel  ist.     Die  beiden  Puncto  (x',  y',  z')  und  (x",  y",  z")  fallen  in  den  Mittel- 
punet  zusammen.    Die  Glcichungs-Form  (2)  geht  demnach  in  die  folgende  über: 

(x't  +  y'u+z'v-f  l)«  — p'i(t2+u*+v2)  =  0.  (13) 
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Noch  zwei  besondere  Fälle  sind  hier  zu  unterscheiden.  "Wir  können  erstens  zwei  gegebene 
(reelle  oder  imaginäre)  Puncto,  die  in  einer  gegebenen  Ebene  liegen,  um  ihre  Verbindungs-Linie 
sich  drehen  lassen,  wonach  alsdann  dieselben  beiden  Puncto  auch  als  eine  Rotations-Fläche  zweiter 
Classe  sich  darstellen;  und  zweitens  können  wir  die  beiden  Puncte  um  ihre  in  der  gegebenen  Ebene 
liegende  der  Grösse  nach  verschwindende  Axe  sich  drehen  lassen,  wo  alsdann  ein  (reeller  oder 
imaginärer)  Kreis  entsteht,  dessen  Ebene  auf  der  Umdrehungs-Axe  senkrecht  steht  und  der  eben- 
falls als  eine  ausgeartete  Rotations-Fläche  zweiter  Classe  zu  betrachten  ist. 

Wenn  hiernach  die  allgemeine  Gleichung  (1)  ein  System  von  zwei  Puncten  darstellen  soll,  so 
kommt,  weil  alsdann  p  verschwinden  muss 

— X _ Y,-  —  **  —  ü,  (14) 

*30  *31  *3'i  • 

wonach  die  Anzahl  der  Constanten  sich  auf  sechs  reducirt.  Nach  den  identischen  Gleichungen  VII 
der  10. Nummer,  können  wir  die  vorstehenden  Bedingungs-Gleichungen  auch  folgendergestalt  schreiben: 

A12  =  0,  A02  =  0,  A01  =  0, 

oder  nach  IV  aus  denselben  auch  die  folgenden  ableiten : 

02  =  0,  0,  =  0,  0  =  0, 

wonach  in  Folge  von  IX  auch 

0>  =  0. 

Wenn  die  allgemeine  Gleichung  (1)  einen  Kreis  darstellen  soll,  so  muss  die  Rotations- Axe  ver- 
schwinden, und  demnach  kommt 

wonach,  je  nachdem  der  Kreis  reell  oder  imaginär  ist,  die  beiden  Brennpuncte,  umgekehrt,  imaginär 
oder  reell  sind,  und,  wenn  wir  entwickeln: 

v     ,    ^3  2^3  0     .     ^31**3  0         v       |      ^32^31      .     ^31^*3  0  v      ,    *3  2*3  1     ,     ^  3  2  *3  0  , 

Yi w +  ~ä =  Y*+~5T r—= =  Y.,+— +  — =0.      (lo) 

*31  ^32  Y30  *32  T30  *31 

Die  Zahl  der  Constanten  reducirt  sich  hier  ebenfalls  auf  sechs;  von  diesen  kommen  fünf  auf  die 
Bestimmung  der  Ebene  des  Kreises  und  des  Mittelpunctes  in  derselben,  während  die  sechste,  p, 
der  Radius  ist.  Für  die  Gleichung  der  Ebene  des  Kreises,  die  einerseits  durch  den  Mittelpunct  geht, 
und  andrerseits  auf  der  durch  die  Doppel-Gleichung  (12)  dargestellten  Rotations-Axc  senkrecht 
steht,  ergibt  sich  sogleich  die  folgende: 

^3oCx-C)+¥3iO--C0+¥32<>-C")  =  0.*)  (16) 


*)     "Wenn  wir   insbesondere    den  Mittelpunct   des   Kreises   zum    Anfangspuncte    der    Coordinaten    nehmen ,    so 
nimmt  zunächst  die  Gleichung  desselben  die  folgende  F»rm  an: 

At2-fA'u*-f-A/V+2B"tu-f-2B'tv+2Buv  =  w*, 

und  kann  in  Gemässheit  der  Bedingungs-Gleichungen  (15);  welche  hier  in  die  folgenden  sich  vereinfachen: 

B'B      B"B  -■       B'B      B"B'  B"B      ß"ß' 

A  —  R"  ^    R/    '  A  —  R//  +     n     '  A    — 


B"        B'  '  B"    '      B    '  B'  B 

auch  auf  die  nachstehende  Weise  geschrieben  werden: 
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185.  Die  beiden  Bedingungs-Gleichungcn,  welche  ausdrücken,  dass  überhaupt  eine  Fläche  der 
zweiten  Classe  eine  Rotalions-Fläche  ist,  werden  unmöglich,  wenn  ein  einziger  der  drei  Ausdrücke 
^32»  ^31  nnd  ^ao  verschwindet,  dann  aber  wieder  möglich,  wenn  zugleich  noch  ein  zweiter  der- 
selben Null  wird.  Lassen  wir  demnach  die  beiden  letzten  dieser  drei  Ausdrücke  verschwinden,  so 
folgt  aus  (8) 

(Y2-Y)  (Y2~Y4)  -  CP32)  •  =  0.  V7) 

Die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  gibt  den  Radius  des  Aequators,  die   zweite  ist   die  einzige  Be- 

dingungs-Gleichung-,   die  befriedigt  werden  muss,   wenn    die  Fläche    eine  Rotations-Fläche  sein  soll. 

Aus  (7)  folgt 

e"  =  0,  e's  =  Y2  -  tu  e2  =  Y.2  -  Y, 

woraus  ersichtlich  ist,  dass  die  Rotations-Axe  mit  der  Axe  Z  parallel  ist.      Dann   kommt  nach  (9) 

und  (10) 

e2=2Y2-Y1-Y,  (6) 

r2  =    Y2-Y,  -Y.*)  ,  (7) 

186.  Wenn  die  allgemeine  Gleichung  (1)  ,  dadurch,  dass  aus  ihr  w2  ausfällt,  in  die  folgende 

übergeht : 

At2  +  A/u2+A'V2+2B"tu+2B/tv  +  2Buv+2Ctw-f-2C/uw-f  2C"vw  =  0,  (18) 


V.B"      B"V     TVß2      B"V  \B'2      m) 

Wir  können  auch  noch,  der  Kürze  wegen, 

1  !_i       J_ 

¥        a'  B'         '         B"  ~~  C' 

setzen,  und  erhalten  alsdann  für  die  Gleichung  des  Kreises: 

(b--h  c*)t*  +  (a*+c2)u2  +  (a'2+b2)v'2-f-2abtu-f  2actv  +  2bcuv  =  abcw2. 

Uierbei  ist  der  Radius  des  Kreises  q  durch  folgende  Gleichung  bestimmt: 

B"B'       B"B'      B"B      B'B 


p2  =  AH = 1 

~      R  R      ~    R/ 


B  B      '     B'        B"  7 

a        b_        c     _  a2+b2+c2 
bc       ac       ab  abc 

*J     Wenn  wir,  um  der  Gleichung  (1)    die   allgemeinste  Form    zu    geben,    für    das    letzte    Glied    D    statt   Eins 
nehmen,  so  kommt  das  darauf  hinaus,  in  den  Entwicklungen  der  letzten  Nummern 

A,  A',  A",    B,  B',  B",    C,  C,  C", 

bezüglich  mit 

A       *L      A"       —      —      —      C       C/       C" 
D'    JD'     D'    D'    D'     D'     D'    D'     D' 

zu  vertauschen. 
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so  ist  es  nicht  mehr  möglich,  sie  auf  die  Form  der  Gleichung  (2) 

(x/t  +  y/u-f-z/v+w)(x"t  +  y'/u+z//v  +  w)-p2(t2-r-u2  +  v2)  =  0 
zu  bringen,  sei  es  denn,  dass  wir  p2  und  x",  y",  z"  (oder,  statt  der  drei  letzten  Constanten,  auch 
x',  y',  z')  unendlich  gross  nehmen.    In  dem  Falle  eines  Rotations-Paraboloids  liegt  ein  Brenn- 
punct  unendlich  weit   und   der   Radius    des  Aequators    wird    unendlich   gross.        Die   vorstehende 
Gleichung  geht,  wenn  wir  durch 


Vx//2+y//2  +  z//2    ==  2r 


dividiren  und  der  Kürze  wegen 


x"  _  y"  _  z"  pi 

^  =  «>       Yr=  ^      2r  =  r'      7  =  P 

setzen,  mit  Vernachlässigung  von  —  in  die  folgende  über: 

r 

(x't+y'u-r-z'v+wHat-hPu+rv)  —  $p(t2  +  u2-hv')  =  0.  (19) 

Es  bedeutet  hierbei  2r  den  Abstand  des  immer  weiter  fortgerückten  Brennpunctes  (x",  y",  z")  vom 

Anfangspuncte  der  Coordinaten,  oder  auch  die  Länge  der  Umdrehungs-Axe,  p  den  halben  Parameter. 

Setzen  wir  ferner 

x't-f-y'u-hz'v+w 


S  cos»?,  5  cosjj',  — -  =  cos?j", 


»^t2  +  u2  +  va  ^t2+  u2  +  V2  ^t2-Hu2  +  V2 

a  =  cosS,  §  =  cosS',  y  =  cosS", 

cosScos>r-r-cosS/cos>z/4-cosS"cos>;//  =  cos£, 

so  ist  S  die  Länge  des  vom  Brennpuncte  (x',  y',  z7)  auf  eine  beliebige  Tangential-Ebene  der  Fläche 
(t,  u,  v,  w)  gefällten  Perpendikels;  ?r,  jj'  und  i\"  sind  die  drei  Winkel,  die  dieses  Perpendikel,  und 
S,  &  und  S"  die  drei  Winkel,  die  die  Rotations-Axe  der  Fläche  mit  den  drei  Coordinaten-Axen 
bildet.  Es  folgt  hieraus,  dass  £  der  von  der  Rotations-Axe  und  dem  fraglichen  Perpendikel  ge- 
bildete Winkel  ist.    Die  Gleichung  der  Fläche  kann  die  folgende  Form  annehmen: 

<?cos£  =  £p, 

und  drückt  aus,  dass  der  Brennpunct  eines  Rotations-Paraboloids,  wenn  wir  ihn  zuerst  auf  eine  be- 
liebige Tangential-Ebene  und  von  dieser  Ebene  auf  die  Rotations-Axe  projiciren,  mit  dem  Scheitel 
der  Fläche  zusammenfällt. 

Die  Identität  der  ersten  Theile  der  beiden  Gleichungen  (18)  und  (19)  gibt  die  folgenden  neun 
Bedingungs-Gleichungen 

ax'—  fp  =  A,  ay'-f^x'  =  2B",  a  =  2C, 

£x'—  |p  =  A',    (20)         az'+yyJ  =  2B',    (21)  ß  =  2C,    (22) 

7x'— £p  =  A";  £z'+7y'  =  2B;  y  =  2C". 

In  Folge  der  Gleichungen  (22)  gehen  die  Gleichungen  (20)  und  (21)  in  die  nachstehenden  über 

2Cx'—  £p  =  A,  Cy'+C'x'  =  B", 

2C'y'—  |p  =  A',    (23)  Cz'-f C"x'  =  B',     (24) 

2C"z'-  ip  =  A",  C'z'+C"y'  =  B. 
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Die  letzten  drei  dieser  neuen  Gleichungen  geben  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  des  ßrennpunetes : 
C"B"-fC'B'--CB       t  __  C"B"-r-CB— C'B'       y  __  C'B'+CB  — C"B" 
X'  =  WC"  \    y'  ""  2CC77"         '    Z  2CC'  '  *"    ' 

und  wenn  wir  diese  Werthe  in  die  drei  ersten  dieser  Gleichungen  einsetzen  und  \  p  elimintren :  für 
die  Doppel-Bedingung,  dass  das  Paraboloid  eine  Rotationsfläche  sei: 

C2(C"B"+C'B/-CB)  —  ACC'C"  =  C'2CC"B"-r-CB  —  C'B')  —  A'CC'C" 

=  C//2(C'B'+CB  —  C"B")— A"CC'C".  (26) 

Die  Gleichungen  (22)  geben  zur  Bestimmung  der  Axen-Richtung : 

Ct4-C'u+C"v  =  0, 
oder  in  Punct-Coordinaten  die  Gleichungen 


wonach 
cosS  = 


x           y            z 

C      "  C          CK'' 

,    .          c 

C" 

cosy  — ■ 

KCs+C^-f-C"2' 

^C^+C^+C"* 

KC*+C'2+ C"* 

Die  ursprüngliche  Gleichung  (18)  enthält  eine  überzählige  Constante;  nicht  diese  Constanten 
selbst,  sondern  nur  die  Quotienten  je  zweier  derselben  erhalten  bestimmte  Werthe,  wenn  die  Fläche 
gegeben  ist.  Die  obigen  Werthe  der  Brennpuncts-Coordinaten  sind  hiernach  vollkommen  bestimmt, 
nicht  aber  ce,  0,  y  und  p,  sondern  wiederum  nur  die  Quotienten  je  zweier  dieser  Grössen.  Sollen 
sie  die  obige  Bedeutung  haben,  so  müssen  wir,  was  von  Vorne  herein  immer  gestattet  ist, 

4(C*-r-C'24-C//2)  =  1 

setzen,  oder,  wenn  wir  diese  Beschränkung  nicht  Wollen,  zum  Behuf  der  Bestimmung  von  ^p  in  der 
obigen  Bedeutung  für  ec,  §  und  y  die  vorstehenden  Werthe  von  cosS,  eosS'  und  cosS"  in  die  Glei- 
chungen (20)  einsetzen.    Dann  kommt 

*p  =  (*'-  k)eos*=(y'  -!<)cosS  '=(*'-£) cos&"- 

187.  In  dem  allgemeinen  Falle  der  Rotations-Flächen  zweiter  Classe  geben,  wenn  die  beiden 
Brennpuncte  reell  sind  und  wir  den  Anfangspunct  der  Coordinaten  in  dem  einen  dieser  Brennpuncte 
(x',  )',  z')  annehmen,  die  Gleichungen  (3)  und  (4)  der  183.  Nummer 

A  =  A'  üü  A"  =  p2, 
B"  =  B'  =  B  =  0, 
wonach  die  allgemeine  Gleichung  (1)  sich  auch  auf  folgende  Form  bringen  lässt: 


(k  -  $*  S  ~ *)'* G  -  *)i=*2' 


(27) 


indem  wir  der  Kürze  wegen 


C  _  C  C" 


C2-f  C'*-f-C"2-AD 


A2 


E=X* 
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setzen.    Ebenso  geben  für  den  Fall  des  Rotations-Paraboloids  die  Gleichungen  (20)  und  (21): 

A  =  A'  =  A"  =  $p, 
B"  =  B'  =  B  ==  0, 

wonach  die  Gleichungs-Form  C27)  auch  hier  unverändert  fortbesteht,  und  nur  in  dem  Werthe  von 
x-  die  Constante  D  verschwindet. 

188.  Es  bleibt  uns  jetzt  nur  noch  übrig,  die  Bedingungen  zu  entwickeln,  unter  welchen  ein 
Kegel,  der,  in  dem  Systeme  der  Plan-Coordinaten,  durch  ein  System  von  zwei  Gleichungen  des 
ersten  und  zweiten  Grades  ausgedrückt  wird,  ein  Rotations-Kegel  ist:  eine  Aufgabe,  die  wir  auch 
so  auffassen  können,  dass  wir  nach  der  Bestimmung  der  Rotations-Kegel  frag"en,  die  einer  gegebenen 
Fläche  zweiter  Classe  sich  'umschreiben  lassen. 

Wir  können  einen  Rotations-Kegel  im  Allgemeinen  dadurch  definiren,  dass  wir  ihn  als  einen 
solchen  Keg'el  betrachten,  der  einer  Kugel  umschrieben  ist.  Wenn  sich  hiernach  einer  gegebenen 
Fläche  zweiter  Classe  und  einer  gegebenen  Kugel  gleichzeitig  ein  Kegel  zweiter  Ordnung  umschreiben 
lässt,  so  ist  derselbe  ein  Rotations-Kegel.  Lässt  sich  aber  überhaupt  zweien  Flächen  zweiter  Classe 
ein  Kegel  umschreiben,  so  lässt  sich  ihr  auch  noch  ein  zweiter  Kegel  umschreiben,  und  das  System 
der  Mittelpuncte  solcher  zwei  Kegel  wird  alsdann  durch  eine  Gleichung-  ausg-edrückt ,  die  eine 
algebraische  Folge  aus  den  Gleichungen  der  beiden  Flächen  ist  (265). 

Indem  wir  die  Axen  der  gegebenen  Fläche  zu  Coordinaten-Axen  nehmen,  sei 

At2+AV-+A"v2  =  w2  (1) 

die  Gleichung  dieser  Fläche  und 

(x,t-}-y,u-f  z,v-fw)2— r2(t2+u2+v2)  =  0  (2) 

die  Gleichung  irgend  einer,  noch  näher  zu  bestimmenden  Kugel,  der  sich  zugleich  mit  der  gegebenen 
Fläche  zwei  Kegel  zweiter  Ordnung  umschreiben  lassen,  wobei  wir  durch  x„  y„  z,  die  Coordinaten 
des  Mittelpunctes  und  durch  r  den  Radius  dieser  Kugel  bezeichnen.  Es  seien  ferner  (x',  y',  z') 
und  (x",  y",  z")  die  Mittelpuncte  der  beiden  umschriebenen  Kegel  und  folglich 

x't-r-y'u-f-z'v-fw  =  0, 
x"t+y"u  +  z//v+w  =  0  *** 

die  Gleichungen  dieser  Mittelpuncte.  Dann  besteht  also,  in  Gemässheit  der  vorstehenden  Bemerkung, 
die  folgende  identische  Gleichung: 

X }  At2-r-A'u*+A"v2—  w2 1  — p  j  (X/t+y,u+z,v+ w)2—  r*  (t2+u2-f  v2)  J 

=  (x't-fy'u-f  z'v+w)  (y/t-}-y"u4-z"v-f  w),  I. 

wobei  zwischen  den  beiden  unbestimmten  Coefficienten  X  und  «  die  folgende  Relation  Statt  findet: 

a,+u  =  —  i.  (4) 

Aus  der  Form  dieser  identischen  Gleichung  erhalten  wir,  auch  ohne  in  eine  algebraische  Discus- 
sion  derselben  einzugehen,  die  vollständige  Bestimmung  der  umschriebenen  Rotations-Kegel  und  ihre 
Beziehung-en  zur  gegebenen  Fläche. 

189.    Dieselbe  identische  Gleichung  I.  können  wir  auch  folgendergestalt  schreiben: 
X(At2+A/u2+A//v2—w)2+^ir2Ct2+u2+v2) 
EEECx't+y'u  +  z'v-J-w)  (x//t+y//u+z'/v+w)-f-f*(x,t+y,u+  z,v-j-w)2,  IL 

so  dass  auch  die  beiden  Gleichungen 

X(At2+A/U2  +  A//v2_w)2>|-Fr2Ct2_|.u2^.v2)    =   (),  (5) 

«  39 
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(x't-fy'u-{- z'v-f  w)  Cx"t+y"u+ z//v+w)-j-fi(x,t+ j/u*-|-z/v4- w) 2  =  0  (6) 

dieselbe  Fläche  zweiter  Classe  darstellen.  Die  Form  der  zweiten  dieser  Gleichungen,  welche  als 
eine  homogene  zwischen  drei  linearen  Functionen  von  t,  u,  v  und  w  unmittelbar  sich  darstellt,  zeigt,  dass 
diese  Fläche  in  eine  ebene  Curvc  ausgeartet  ist,  welche  in  der  Ebene  der  drei  Puncto  (x',  y',  zO 
(x",  y",  z")  und  (x„  y„  z,)  lieg-t.  Die  erste  Gleichung  (5)  kann  aber  nur  dann  eine  ebene  Curve 
darstellen,  wenn  durch  eine  schickliche  Annahme  der  unbestimmten  Coefficienten  1,  p  und  r*  eine 
der  drei  Veränderlichen  t,  u,  v  ausfällt.  Diess  fordert,  dass  eine  der  folgenden  drei  Bedingungs- 
Gieichungen: 

3lA"+ur2  =  0,    ^A'-r-^r'2  =  0,    XA-f^r2  =  0,  (7) 

befriedigt  werde,  wonach  die  Gleichung  (5)  in  eine  der  folgenden  drei  übergeht: 

(A— A")t2+(A'— A")u2  =  w», 

( A — A'J  t 2  +  ( A"— AO  v  2  ==  w  2 ,  (8) 

(A'—  A)u'2-KA"— A)v2  =  w2. 

Die  fragliche  Curve  kann  hiernach  eine  dreifache  sein  und  in  jedem  der  drei  Hauptschnitte  der  ge- 
gebenen Fläche  liegen.  Damit  sie  in  einem  dieser  drei  Hauptschnitte  liege,  müssen  nothwendig  z', 
z"  und  z,  oder  y',  y"  und  y,  oder  x',  x"  und  x,  verschwinden  und  die  einzige  identische  Gleichung 
II.  löset  sich  hiernach  in  die  folgenden  drei,  von  denen  eine  Statt  finden  inuss,  auf: 

X  |  (A-A")f2+  CA'-A'Ou2— w2  j  =  (x't+y'u-r-w)  (x"t^-y"n-f  w)  +^(-M-f-y/u+w)2, 

l  \  (A— AOta+(A"— AQv2—  w2  {  ~  (y't-r-z/v+w)(x"t+z"v-r  w^+ft  (X/t+v,v+w2),"      (9) 

l  } (A'  —  A)u2  +  (A"-A)v2—  w2  S  £3 (y't+z'v+w)  (y//t-f-z"v+w)+ft(y,t+z,v+w)2. 

Betrachten  wir  insbesondere  die  erste  der  drei  Curven  (8),  welche  in  der  Ebene  XY  liegt  und 
die  wir  auch,  in  Gemässheit  der  ersten  der  vorstehenden  drei  identischen  Gleichungen,  durch  die 
folgende  Gleichung  darteilen  können: 

(x't  +y'u-f w)  (x"t-f-y"u-r-w)  -f  u  (,t+y,u-f w)2  =  0,  (10) 

so  folgt  unmittelbar  aus  der  Form  dieser  Gleichung,  dass  die  Puncte 

x't-fy'u  +  w  =  0, 

x"t+y"u+w  ==o  (n-* 

auf  dem  Umfange  der  Curve  liegen  und  der  Punct 

x,t-fy,u+w  =  0  (12) 

der  Pol  derjenigen  geraden  Linie  ist,  welche  jene  beiden  Puncte  verbindet.  Diejenigen  beiden 
geraden  Linien  also,  welche  die  beiden  Puncte  (11),  nemlich  die  Mittelpunctc  der  beiden  umschrie- 
benen Rotations-Kegel  mit  dem  Puncto  (12),  dem  Mitelpuncte  der  Kugel,  verbinden,  oder,  mit  andern 
"\\  orten,  die  Axen  der  beiden  Kegel,  sind  Tangenten  der  fraglichen  Curve  und  die  Mittelpunctc  der 
beiden  Ilotations-Kcgel  die  Bcriihrungspuncte  auf  ihnen.  Ein  und  dieselbe  Curvc  aber  lässt  sich 
unendlich  oft  durch  eine  Gleichung  von  derselben  Form  (10)  darstellen;  wir  brauchen  den  Coordi- 
naten  xy,  y'  und  x"  und  y"  nur  andere  Wcrthc  beizulegen,  die  irgend  zweien  andern  Punctcn  der 
Curve  angehören  und  für  x„  y,  alsdann  diejenigen  Coordinaten-Wcrthe  einzusetzen,  die  dem  Durch- 
schnitte der  Tangenten  in  diesen  beiden  Punctcn  entsprechen.  Es  ist  die  fragliche  Curve  also 
der  geometrische  Ort  in  der  Ebene  XY  für  die  Mittelpunctc  aller  der  gegebenen 
Fläche  umschriebenen  Rotations-Kcgel  und  zugleich  derjenige  Ort,  welcher  von 
den  Axen  aller  dieser  Rotations-Kegel  umhüllt  wird. 
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190.  Die  durch  die  Gleichungen  (8)  dargestellten  Curven  heissen  die  Focal-Curven  der 
gegebenen  Fläche  zweiter  Classe.  Sie  sind  reelle  oder  imaginäre  Kegelschnitte,  welche  in  den  drei 
Hauptschnitten  dieser  Fläche  liegen,  mit  deren  Mittelpunct  ihr  gemeinschaftlicher  Mittelpunct  zu- 
sammenfällt. Ihre  beiden  Axen  haben  dieselbe  Richtung  als  die  beiden  Axen  der  Durchschnitts- 
Curve  in  den  entsprechenden  Hauptschnitten ;  die  Quadrate  der  Hälften  jener  Axen  sind  gleich  den 
Quadraten  der  Hälften  von  diesen,  vermindert  um  das  Quadrat  der  jedesmaligen  dritten  Halb-Axe 
der  gegebenen  Fläche.  Insbesondere  folgt  hieraus,  dass  die  Differenz  der  beiden  Halb-Axen-Ouadrate 
der  Focal-Curve  und  der  Durchschnitts- Curve  der  Fläche  in  jedem  der  drei  Hauptschnitte  dieselbe 
ist,  und  beide  Curven  also  gemeinschaftliche  Brennpuncte  haben  und  demzufolge,  wenn  sie  von  ver- 
schiedener Art  sind,  sich  rechtwinklig  schneiden. 

Wir  wollen,  bevor  wir  unsere  Entwickelungen  weiter  fortführen,  zunächst,  für  die  verschiedenen 
Arten  von  Flächen  zweiter  Classe  mit  einem  Mittelpuncte,  in  eine  nähere  Bestimmung  der  Focal- 
Curven  eingehen. 

Wir  wollen  erstens  ein  Ellipsoid  für  die  gegebene  Fläche  zweiter  Classe  (1)  nehmen,  und 
dieselbe  in  der  Voraussetzung,  dass 

in  den  beiden  Systemen  der  Plan-   und  Punct-Coordinaten  durch    die  folgenden   beiden  Gleichungen 

darsteilen 

x2       y2      z7 


•  '  «2  0-2  yt 


Die  erste  der  drei  Focal-Curven  (8)  ist  eine  Ellipse,  die  im  Systeme  der  Plan-Coordinaten  durch 
die  Gleichung 

(a2-r2)t2+(02-7)u*  ==  w*, 

und  im  Systeme  der  Punct-Coordinaten  durch  die  beiden  Gleichungen 

x2  y* 

dargestellt  wird.  Sie  liegt  in  der  Ebene  der  beiden  grössten  Axen  des  Ellipsoids  ganz  innerhalb 
desselben,  so  dass  die  Rotations-Kegel,  für  deren  Mittelpuncte  sie  der  geometrische  Ort  ist,  alle 
imaginär  sind. 

Die  zweite  der  drei  Focal-Curven  ist  eine  Hyperbel,  die  im  Systeme   der  Plan-Coordinaten 
durch  die  Gleichung 

und  im  Systeme  der  Punct-Coordinaten  durch  die  beiden  Gleichungen: 

n  x*  zl       -* 

dargestellt  wird.  Sie  liegt  in  der  Ebene  der  grössten  und  kleinsten  Axe  des  Ellipsoids  und  schneidet 
die  Durchschnitts -Ellipse  in  dieser  Ebene  in  vier  reellen  Puncten:  den  vier  reellen  Kreis  - 
puneten  der  Fläche.     Die  Gleichungen  der  Durchschnitts-Ellipse  sind  nemlich 

x2       zl 

und  wenn  wir  die  zweite  derselben  von  der  zweiten  der  vorstehenden  beiden  Gleichungen  abziehen 

und  reduciren,  so  kommt: 

32* 
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eine  Gleichung,  die  mit  den  Gleichungen  (15)  der  141.  Nummer  übereinstimmt  und  diejenigen  beiden 
Durchmesser  darstellt,  welche  durch  die  vier  reellen  Kreispuncte  des  Ellipsoids  gehen.  Jeder  Punct 
der  fraglichen  Focal-Hyperbel  ist  der  Mittelpunct  eines  dem  gegebenen  Ellipsoid  umschriebenen 
Rotations-Kegels;  dieser  Kegel  ist  offenbar  dann  nur  reell,  wenn  als  Mittelpunct  desselben  ein 
Punct  auf  dem  ausserhalb  der  Durchschnitts-Ellipse  liegenden  Theile  der  Hyperbel  angenommen 
wird,  sonst  imaginär.  Die  Tangential-Ebenen  in  den  vier  reellen  Kreispuncten  bilden  den  Ueber- 
gang  von  reellen  zu  imaginären  Rotations-Kegeln.  Rückt  der  Mittelpunct  auf  der  Focal-Hyperbel 
unendlich  weit,  so  artet  der  Kegel  in  einen  Cy  linder  aus:  die  beiden  Asymptoten  dieser  Curve 
sind  die  Axen  der  beiden  reellen  Rotations-Cylinder,  die  sich  dem  gegebenen  Ellipsoid  umschreiben 
lassen. 

Die  Focal-Curve  in  der  Ebene  der  beiden  kleinsten  Axen  des  gegebenen  Ellipsoids  ist  imaginär. 

Wir  wollen  zweitens  ein  zweischaliges  Hyperboloid,  das  in  der  zwiefachen  Coordinaten-Be- 
stimmung  durch  die  folgenden  beiden  Gleichungen 

a*t7_^u<2_r,*v2  =  w*,      —-^-—=1     . 
dargestellt  wird,  betrachten  und  dabei  die  Voraussetzung  machen,  dass 

rr  >  fr*. 

Die  erste  in  der  Ebene  der  reellen  Axe  und  der  kleinern  Neben-Axe  der  gegebenen  Fläche  liegende 
Focal-Curve  ist  alsdann  die  durch  folgende  Gleichung  dargestellte  Ellipse: 

die  Durchschnitts-Curve  in  derselben  Ebene,  die  durch  folg-ende  Gleichung  dargestellte  Hyperbel: 

aH  —  tfvfi  =  w2. 

Die  Richtungen  der  grössern  Axe  der  Ellipse  und  der  reellen  Axe  der  Hyperbel  fallen  in  die  Axe 
X  zusammen,  und  auf  ihnen  die  reellen  Brennpuncte  der  beiden  Curven.  Die  Durchschnittspuncte 
sind  hiernach  reell  und  keine  andern,  als  die  vier  reellen  Kreispuncte  der  Fläche.  Durch  diese 
vier  Puncte  und  die  vier  Durchschnittspuncte  mit  den  beiden  Asymptoten  der  Durchschnitts-Hyperbel 
wird  die  Focal-Ellipse  in  acht  Bogen  getheilt.  Zwei  dieser  Bogen  liegen  zwischen  zwei  Kreispuncten 
(innerhalb  der  Hyperbel):  die  entsprechenden  Kegel  sind  imaginär;  zwei  Bogen  zwischen  den  beiden 
Asymptoten:  die  entsprechenden  Kegel  berühren  beide  Schalen  zugleich  und  die  Berührungs-Curve 
ist  eine  Hyperbel;  vier  Bogen  endlich  lieg-en  zwischen  einer  Asymptote  und  einem  Kreispuncte:  die 
entsprechenden  Keg-el  berühren  nur  eine  einzige  der  beiden  Schalen  des  Hyperboloids  und  die 
Berührungs-Curve  ist  eine  Ellipse.    Es  gibt  keinen  umschriebenen  Rotations-Cylinder. 

Die  zweite  der  drei  Focal-Curven    (8)   liegt  in  der  Ebene  der  reellen  Axe  und    der    grössern 
Neben-Axe.    Sie  wird  durch  die  folgende  Gleichung  dargestellt: 

(a*+^)t2--(r,2-p,2)v*  =w% 

während  die  Gleichung  der  Durchschnitts-Curve  in  derselben  Ebene  die  folgende  ist: 

a2t2— y,*y*  =  w2. 

Beide  Curven  sind  Hyperbeln,   von  welchen  die  erste,  die  Focal-Hyperbel,  weil  ihre  reelle  Axe 


§.  10.    Umschriebene  Rotations-Kegel  der  Flächen  zweiter  Classe.        253 

grösser,  ihre  Neben-Axe  kleiner  ist,  ganz  innerhalb  der  zweiten  liegt.  Die  entsprechenden  Rotations- 
Kegel  sind  also  sämmtlich  imaginär. 

Die  Focal-Curve  in  der  Ebene  der  beiden  Neben- Axen  ist  imaginär. 

Es  seien  drittens 

die  Gleichungen  eines  gegebenen  einschaligen  Hyperboloids  in  den  beiden  Coordinaten-Systemen, 
wobei  wir  voraussetzen  wollen,  dass 

Die  erste  Focal-Curve,  welche  in  der  Ebene  der  beiden  reellen  Axen  liegt,  ist  eine  Ellipse  und 
ihre  Gleichung: 

(«*+r/2)t2+(£-+r/2)u2  =  w2. 

Die  Durchschnitts-Curve  in  derselben  Ebene,   deren  Gleichung: 

a2t2+02u2  =  w2, 

ist  ebenfalls  eine  Ellipse,  die  ganz  innerhalb,  der  erstem  liegt.  Von  jedem  Puncte  der  Focal-Ellipse 
lassen  sich  an  die  Durchschnitts-Ellipse  und  also  auch  an  die  Fläche  selbst  Tangenten  legen,  wo- 
nach die  entsprechenden  Kegel  sämmtlich  reell  sind. 

Die  zweite  Focal-Curve,  welche  in  der  Ebene  der  grössern  reellen  Axe  und  der  Neben-Axe 
liegt,  ist  eine  Hyperbel  und  ihre  Gleichung: 

Die  Durchschnitts-Curve  in  derselben  Ebene  ist  eine  Hyperbel,  deren  Gleichung: 

1,2  2     2  2 

a  t — y,  v    =  w  . 
Die  erste  Hyperbel,  die  Focal-Hyperbel,  liegt   ganz  ausserhalb   der  zweiten,    weil  ihre  reelle  Axe 
kleiner,  ihre  Neben-Axe  grösser  ist.    Jedem  Puncte  derselben  entspricht  also  ein  reeller  Rotations- 
Kegel,  ihre  beiden  Asymptoten  sind  die  Axen  der  beiden  umschriebenen  Rotations-Cylinder. 

Die  dritte  Focal-Curve  ist  imaginär. 

191.  In  jedem  der  drei  bisher  betrachteten  Fälle  ergeben  sich  für  die  drei  Focal-Curven  eine 
Ellipse,  eine  Hyperbel  und  eine  imaginäre  Curve.  Die  letztere  liegt  immer  in  der  Ebene  derjenigen 
beiden  Axen  der  gegebenen  Fläche,  deren  Quadrate  (im  algebraischen  Sinne  des  Wortes)  die  kleinsten 
sind.  Die  Focal-Ellipse  und  die  Focal-Hyperbel  liegen  in  zwei  auf  einander  senkrechten  Ebenen, 
in  deren  Durchschnitts-Linie  diejenige  Axe  der  Fläche  fällt,  deren  Quadrat  das  grosseste  ist,  so  wie 
die  grössere  Axe  der  Ellipse  und  die  reelle  Axe  der  Hyperbel.    In  der  Voraussetzung,  dass 

A>A'>A", 

stellt  von  den  folgenden  beiden  Gleichungen: 

(A  —  A")t2+CA'— A'Ou2  =  w\ 
(A— A')t2+CA"  — A')v2  =  w2, 

die  erste  immer  die  Focal-Ellipse  und  die  zweite  immer  die  Focal-Hyperbel  dar.  Es  ist  einer- 
seits (A — A')  das  Quadrat  des  Abstandes  der  Brennpuncte  der  Ellipse  vom  Mittelpuncte  derselben 
und  zugleich  das  Quadrat  der  reellen  Halb-Axe  der  Hyperbel,  und  andererseits  (A — A")  das  Quadrat 
der  halben  grossen  Axe  der  Ellipse  und  zugleich  das  Quadrat  des  Abstandes  der  Brennpuncte  der 
Hyperbel  vom  Mittelpuncte  derselben.    Wir  sehen  hieraus,  dass  Ellipse  und  Hyperbel  sich   gegen- 
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seiti»  dadurch  bestimmen,  dass  die  Scheitel  der  grossen  Axc  der  Ellipse  die  Brcnnpuncte 
der  Hyperbel,  und  die  Scheitel  der  reellen  Axe  der  Hyperbel  die  Brennpunctc 
der  Ellipse  sind. 

Setzen  wir  einmal  A",  das  andere  Mal  A'  gleich  Null  (letzteres  setzt  in  Folge  der  vorstehenden 
Bedingung  voraus,  dass  A"  gleichzeitig  negativ  ist),  so  geht  die  Gleichung  der  gegebenen  Fläche 
(1)  in  die  Gleichung  einer  ebenen  Curve  über,  die  in  der  ersten  Annahme  eine  Ellipse,  in  der 
zweiten  eine  Hyperbel  ist.  Die  Gleichungen  (8)  behalten  auch  hier  ihre  Geltung.  Also  auch  die 
ebene  Curve  hat  ihre  drei  Focal-Curven,  von  welchen  die,  durch  die  dritte  dieser  Gleichnngen  dar- 
gestellte, wie  in  dem  allgemeinen  Falle,  eine  imaginäre  ist.  Eine  der  beiden  ersten  ist  die  gegebene 
Curve  selbst,  wonach  im  engern  Sinne  des  Wortes  nur  noch  eine  Focal-Curve  übrig  bleibt,  die  je 
nachdem  die  gegebene  Curve  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  umgekehrt  eine  Hyperbel  oder  Ellipse  ist. 
Die  ^ewebene  Curve  und  ihre  Focal-Curve  stehen  also  in  derselben  Beziehung  zu  einander,  als  die 
beiden  ersten  der  Curven  (8)  und  diese  Beziehung  ist  eine  gegenseitige.  Wenn  eine  Ellipse  gegeben 
ist,  so  ist  der  geometrische  Ort  für  die  Mittelpuncte  derjenigen  Rotations-Kegel,  welche  durch  die 
gegebene  Ellipse  sich  legen  lassen,  eine  Hyperbel,  deren  Ebene  auf  der  Ebene  der  Ellipse  senkrecht 
steht,  die  Brcnnpuncte  derselben  zu  ihren  Scheiteln  und  die  Scheitel  der  grossen  Axe  derselben  zu 
ihren  Brennpuncten  hat.  Andererseits  ist  der  Ort  für  die  Mittelpuncte  derjenigen  Rotations  Kegel, 
welche  durch  diese  Hyperbel  sich  legen  lassen,  die  gegebene  Ellipse. 

Nach  dem  in  der  189.  Nummer  gewonnenen  allgemeinen  Resultate  ergibt  sich  hier  also  voll- 
ständig der  folgende  Satz. 

Wenn  eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel  gegeben  sind,  von  welchen  eine  die 
Focal-Curve  der  andern  ist,  so  ist  ein  Punct,  den  wir  beliebig  auf  jeder  der 
beiden  Curven  annehmen,  der  Mittelpunct  einer  Rotations-Kegelfläche,  welche 
durch  die  jedesmalige  andere  Curve  geht,  und  deren  Axe  die  Tangente  der  erst- 
genannten Curve  in  dem  beliebig  angenommenen  Puncte  ist. 

Wir  können  diesen  Satz  in  eine  andere  geometrische  Aussage  einkleiden,  wenn  wir  berück- 
sichtigen, dass  alle  Seiten  eines  Rotations-Kegels  mit  der  Axe  desselben  gleiche  Winkel  bilden. 
Nehmen  wir  hiernach  auf  der  Hyperbel  irgend  einen  Punct  M  willkührlich  an  und  ziehen,  von 
diesem  Puncte  aus,  zwei  gerade  Linien  (MN,  MN')  nach  zwei  beliebigen  Puncten  (N  und  N')  der 
Ellipse,  so.  bilden  diese  beiden  geraden  Linien  gleiche  Winkel  mit  der  Tangente  der  Hyperbel  im 
Puncte  M.  Wenn  wir  den  Punct  M  willkührlich  auf  der  Ellipse  annehmen,  und  von  demselben 
aus  nach  zwei  beliebigen  Puncten  der  Hyperbel  (N  und  N')  zwei  gerade  Linien  (MN  und  MN') 
ziehen,  so  bilden,  je  nachdem  die  beiden  Puncte  (NundN')  demselben  Hyperbel-Zweige  oder  beiden 
angehören,  diese  beiden  geraden  Linien  selbst,  oder  eine  derselben  und  die  Verlängerung  der  andern, 
mit  der  Tangente  der  Ellipse  in  M  gleiche  Winkel.  (Der  Unterschied  wird  dadurch  bedingt,  dass 
in  der  zweiten  Voraussetzung  die  beiden  geraden  Linien  MN  und  MM'  nicht  demselben  der  beiden 
in  M  zusammenstossenden  Kegel  angehören).  Nennen  wir  also  jeden  Punct  jeder  der  beiden  eben 
betrachteten  Kegelschnitte  einen  Focalpunct  der  andern,  so  erhalten  wir  den  folgenden  Satz. 

Wenn  wir'von  irgend  zwei  Focalpuncten  einer  gegebenen  Hyperbel  nach 
einem  beliebigen  Puncte  derselben  zwei  gerade  Linien  ziehen,  so  bilden  diese 
mit  der  Tangente  der  Hyperbel  in  dem  beliebigen  Puncte,  oder,  mit  andern 
Worten,  mit  der  Hyperbel  selbst,  gleiche  Winkel. 

N\  enn  wir  von  irgend  zwei  Focalpuncten  einer  gegebenen  Ellipse  nach  einem 
beliebig   auf  derselben   angenommen  cn  Puncte   zwei    gerade   Linien    ziehen,   so 
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bilden,  je  nachdem  die  beiden  Focalpuncte  auf  demselben  Zweige  oder  auf  beiden 
Zweigen  derFo.cal-H ypcrbel  liegen,  diese  beidenLinien  selbst,  oder  eine  der- 
selben und  die  Verlängerung  der  andern  mit  der  'Ellipse  in  dem  beliebig  ange- 
nommenen Puncte  gleiche  Winkel. 

Insbesondere  können  wir  für  die  beiden  Focalpuncte  der  Ellipse  oder  Hyperbel  ihre  beiden 
Brcnnpuncte  nehmen  und  erhalten  dann  die  allbekannten  Spiegelungs-Sätze.  In  dem  Falle  der 
Ellipse  gibt  es  zwei  Focalpuncte,  die  nach  bestimmter  Richtung  unendlich  weit  liegen;  diese  Richtung 
ist  die  Richtung  der  Axen  derjenigen  beiden  Rotations-Cylinder,  welche  sich  durch  die  Ellipse  legen 
lassen.  Xehmen  wir  hiernach  beispielsweise  einen  der  beiden  Focalpuncte  beliebig  und  insbesondere 
unendlich  weit  liegend  und  für  den  andern  einen  Brennpunct,  so  ergibt  sich  der  folgende  Satz. 

Wenn  wir  ein  em  Rotations-Keg'el  oder  einem  Rotations-Cylinder  irgend 
eine  beliebige  Basis  geben,  so  wird  der  Umfang  dieser  Basis  in  jedem  seiner 
Puncte  von  der  durch  denselben  gehenden  Kegel-  oder  Cylinder-Seite  unter  den- 
selben Winkein  geschnitten,  als  von  derjenigen  geraden  Linie,  welche  den  Punet 
auf  dem  Umfange  der  Basis  mit  einem  der  beiden  Brennpuncte  derselben  ver- 
bindet.*) 

11)2.  Es  ist  nicht  zu  übersehen,  dass  in  der  vorigen  Nummer  die  Ellipse  und  Hyperbel  als 
Curven  zweiter  Classe  aus  einer  Fläche  zweiter  Classe  durch  das  Verschwinden  einer  Axe  der- 
selben hervorgegangen  sind  und  so  aufgefasst  können  wir  auch  von  Kreispuncten  der  genannten 
Curven  sprechen.  Nehmen  wir  für  die  allgemeine  Bestimmung-  dieser  Kreispuncte,  dass  sie  die- 
jenigen Puncte  sind,  in  welchen  die  Fläche  von  ihren  Focal-Curven  geschnitten  wird,  so  ist  ersichtlich, 
wie  diese  Puncte,  in  den  Fällen,  dass  die  Fläche  in  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  ausartet,  paarweise 
in  die  beiden  Brennpuncte  dieser  Curven  zusammenfallen.  Wir  finden  diess  auch 
direct  bestätigt,  wenn  wir  in  den  Gleichungen  (17)  der  141.  Nummer 


„         ,           ^a2  —  ß2                             A                                             ^ß2  —  7 
x  =  ±  a  .    L_  y  =  0,  z  =  ±  y  .     J. L 


a2  —  y2  a~  —  *■• 


durch  welche  die  Coordinaten  der  vier  reellen  Kreispuncte  der  Fläche 

a7t*  +  ß*a2+y2\2  ==  w* 
bestimmt  sind,  die  Constante  y  verschwinden  lassen,  wonach 


x  =  ±  W  —  §*,  y  =  0,  z  =  0. 


*)  Es  gibt  einen  etwas  allgemeinem  Gesichtspunct  für  die  Entwicklungen  der  letzten  Nummern,  der  alier 
täglicher  Weise  hier  noch  keine  Stelle  finden  kann.  Ein  Blick  auf  die  Gleichungen  der  drei  Focal-Curven 
zeigt,  dass  diese  unverändert  dieselben  bleiben,  wenn  wir,  an  die  Stelle    der  Gleichung  (1)    die  folgende 

sotzBn  * 

(A— $)f2-KA'-a)u2+(A"-3)v*  =  w*, 

und  hierbei  durch  6'  eine  durchaus  beliebige  Constante  bezeichnen.  Dann  gehören,  wenn  wir,  6'  =  0  ent- 
sprechend, von  einem  Eilipsoid  ausgehen,  und  wie  im  Texte  A^>  -V  ^>  A"  nehmen,  in  die  Reihe  der 
Fliehen,  8  =  A",  6'  =a  A',  8  =  A  entsprechend,  insbesondere  als  Uebergang  von  Ellipsoiden  zu  ein- 
schaligen Hyperboloiden  eine  Ellipse,  von  einschaligen  zu  zweischaligen  Hyperboloiden  eine  Hyperbel  und 
endlich  von  zweischaligen  Hyperboloiden  zu  imaginären  Flächen  eine  imaginäre  Curve.  Letzlere,  zu 
welcher  zwei  reelle  Focal-Curven  gehören,  haben  wir  im  Texte  nicht  naher  betrachtet. 

Einstweilen  verweisen  wir  hier  noch  auf  Dupin,  Developpements  de  Geuvielrie.     Paris  1S13. 
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193.  Wenn  die  gegebene  Fläche  eine  Rotations-Fläche  ist,  so  ergeben  sich  unmittelbar  die 
nachstehenden  Modifikationen  der  bisherigen  Resultate. 

In  dem  Falle  des  verlängerten  Sphäroids  und  des  zweischaligen  Rotations-Hyperboloids,  wo 

A"  =  A'  <  A, 

reduciren  sich  die  beiden  ersten  Focal-Curven  (8)  auf  das  System  der  beiden  Brennpuncte  der  Fläche, 
die  dritte  Focal-Curve  ist  ein  imaginärer  Kreis. 

In  dem  Falle  des  abgeplatteten  Sphäroids  und  des  einschaligen  Rotations-Hyperboloids,  wo 

A  =  A'  >  A", 

reducirt  sich  die  erste  der  drei  Focal-Curven  auf  den  Focal-Krcis,  den  g-eometrischen  Ort  für  die 
Brennpuncte  der  Meridian-Curven  (136) ;  die  beiden  andern  reduciren  sich  auf  die  beiden  imaginären 
Brennpuncte  der  Fläche. 

194.  Die  Focal-Ellipse  ist,  wie  wir  gezeigt  haben,  für  den  Fall  des  Ellipsoids  der  g-eometrische 
Ort  für  die  Mittelpuncte  imaginärer  Rotations-Kegel.  Für  den  Fall  des  zweischaligen  Hyperboloids 
schneidet  dieselbe  die  Fläche  in  den  vier  reellen  Kreispuncten ;  die  Tangential-Ebenen  in  diesen 
Puncten  bilden  den  Uebergang  von  reellen  zu  imaginären  Kegeln;  die  reellen  Keg-el  werden  immer 
stumpfer,  wenn  ihr  Mittelpunct  den  Kreispuncten  näher  rückt:  es  muss  nothwendig-  Kegel  geben, 
die  die  spitzesten  sind.  In  dem  Falle  des  einschaligen  Hyperboloids,  >vo  die  Focal-Ellipse  die  Fläche 
nicht  schneidet,  muss  es  Kegel  geben,  die  die  spitzesten  und  Kegel,  die  die  stumpfesten  sind. 

Der  Winkel,  den  überhaupt  zwei  gegenüberliegende  Seiten  eines  solchen  umschriebenen  Rotations- 
Kegels  mit  einander  bilden,  ist  offenbar  auch  derjenige,  unter  welchem,  von  dem  entsprechenden 
Mittelpuncte  auf  dem  Umfange  der  Focal-Ellipse  aus,  die  Durchschnitts-Curve  der  Fläche,  die  mit 
dieser  Ellipse  und  der  Rotations-Axe  des  Kegels  in  derselben  Ebene  liegt,  gesehen  wird.  In  dieser 
Ebene,  deren  Gleichung 

z  =  0, 

ist,  in  Punct-Coordinaten  ausgedrückt,  die  Gleichung  der  Durchschnitts-Cune 

A'xS-r-Ay*  =  AA',  (1) 

und  die  Gleichung  der  Focal-Ellipse: 

(A'—  A")x2  +  (A— A")y2  =  (A— A")(A'—  A").  (2) 

Wenn  wir  auf  dieser  Focal-Ellipse  irg-end  einen  Punct  (y>  x)  annehmen,  so  ist,  wenn  wir  den- 
jenigen Winkel,  unter  welchem,  von  diesem  Puncte  aus,  die  Durchschnitts-Curve  (1)  gesehen  wird, 
t?  nennen,  yvie  bekannt*): 

.  ;      ,         A'x2  +  Av*  — AA' 

^a^(1^:A.iöi»  C3) 

und  wenn  tang2»?  ein  maximum  oder  minimum  sein  soll 

2(A'x*+Ay2— AAO(xdx+ydy)  =  (xHj2-  A—  A')(A'xdx-f  Aydy).  (4) 

Zwischen  den  Coordinaten  x  und  j  besteht  die  Gleichung  (2),  differentiiren  wir  überdiess  noch  diese 
Gleichung,  so  kommt: 

A"(xdx-r-ydy)  ssA'xdx  +  Aydy,  (5) 


*)     Entwicklungen  I,  343  und  System  128,  Note. 
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so  dass  die  Mittelpuncte  der  fraglichen  spitzesten  und  stumpfesten  .  Rotations-Kegel  durch  die  drei 
Gleichungen  (2),  (4)  und  (5)  bestimmt  sind.  Zunächst  werden  diese  Gleichungen  auf  zwiefache 
Weise  befriedigt,  wenn 

x  =  0,        dy  =  0,        y2  =  A'—  A", 

f  =  0,        dx  =  0,        x*  =  A— A", 

das  heisst,  wenn  der  Mittelpunct  in  einem  Scheitel  der  kleinern  oder  grössern  Axe  der  Focal-Ellipse 
angenommen  wird.  Substituiren  wir  diese  Coordinaten-Werthe  in  die  Gleichung  (3),  so  kommt 
bezüglich : 

AA" 

AA  " 
\  tan»2  7?  = . 

*      ö  '  (A'+A")* 

Dividiren  wir  ferner  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  gliedweise  in  einander,  so  kommt: 

2(A'x*+Ay2—  AAO  =  A"(x2+y2— A+A), 

und  da,  in  Gemässheit  der  Gleichung  (2), 

2  (AV+Ay2-  AAO  =  Ay/(xa+j 2—  A  —  A'+ A"), 
ergibt  sich: 

x2+y*  =  A+A'-2A": 

die  Gleichung  eines  Kreises,  welcher  die  Focal-Ellipse  nicht  schneidet.  Es  gibt  also  keine  andern 
maxima  und  minima  als  die  durch  die  Gleichungen  (6)  bestimmten.  Und  zwar  gibt  es  für  den 
Fall  des  zweischaligen  Hyperboloids  bloss  ein  reelles  maximum,  den  Scheiteln  der  kleinen  Axe  der 
Focal-Ellipse  entsprechend,  und  für  dasselbe 

AA"  2ay, 

Für  den  Fall  des  einschaligen  Hyperboloids  aber  gibt  es  ein  reelles  maximum,  dem  Scheitel  der  kleinen» 
und  ein  reelles  minimum  dem  Scheitel  der  grossen  Axe  der  Focal-Ellipse  entsprechend ;  für  jenes  ist 

AA"             2ay, 
tangr?  =  ±2K 777=    — , 

0  a+a"     a*—r;1 

für  dieses: 

A'A"  2ßy, 

tang,=  ±2^-I^7/  =  ^— 2. 

Wenn  insbesondere  a  =  y1,  so  ist  im  maximum,  wenn  §  =  y,  im  minimum  der  Winkel  q  ein 
rechter. 

Für  den  Fall  der  Focal-Hyperbel  übertragen  sich  die  vorstehenden  Entwicklungen  unmittelbar, 
indem  wir  A'  und  A",  y  und  z  mit  einander  vertauschen.  Hier  gibt  es  für  den  Fall  des  zwei- 
schaligen Hyperboloids  überhaupt  keine  reellen  Rotations-Kegel,  für  den  Fall  des  Ellipsoids  Kegel, 
die  von  den  in  den  Kreispuncten  der  Fläche  zusammenfallenden  Ebenen  bis  zu  den  umschriebenen 
Rotations-Cylindern  durch  jedes  Maass  der  Oeflfnung  hindurchgehen.  Nur  für  den  Fall  des  eiu- 
schaligen  Hyperboloids  gibt  es  ein  maximum,  den  Scheiteln  der  reellen  Axe  entsprechend,  und  für 

dieses  ist 

A'A"  2ßyf 


tang^±2J/-A/H_A//  --  , 


33 
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Beiläufig  bemerken  wir,  dass  die  umschriebenen  Kegel  eines  einschaligen  Hyperboloids,  deren 
Mittelpuncte  in  die  Scheitel  der  reellen  Axe  der  Focal-Hyperbel  und  in  die  Scheitel  der  grossen 
Axe  der  Focal-Ellipse  fallen,  sich  gleich  weit  öffnen. 

Wir  können  auch  eine  der  drei  Grössen  A,  A'  und  A"  verschwinden  lassen  und  dem  ent- 
sprechend nach  demjenigen  Kegel  fragen,  der  durch  eine  gegebene  Curve  zweiter  Classe  sich  legen 
lässt  und  die  grösstc  oder  kleinste  Oeffnung  hat.  Sollen  hierbei  die  Gleichungen  (6)  reelle  Werthe 
für  n  geben,  so  nmss  A"  (der  kleinste  der  drei  Coefficienten)  negativ,  A  positiv  sein,  während  A' 
verschwindet.    Die  Fläche  muss  also  in  die  Hyperbel 

a2t2— y,2v2  =  w» 

übergehen,  wonach  für  das  fragliche  maximum,  welches  dem  Scheitel  der  kleinern  Axe  der   zuge- 
hörigen Focal-Ellipse 

(a2+7,2)t'2—  r,2u*  =  w* 

entspricht, 

2aY, 


tang>?  = 


•»* 


sich  ergibt.    In  dem  Falle  der  gleichseitigen  Hyperbel  ist  dieses  maximum  ein  rechter  Winkel. 

195.    Die  identische  Gleichung  I  der  188.  Nummer,  die  wir  bereits  auf  die  Form  II  gebracht 
und  unter  dieser  Form  discutirt  haben,  können  wir  auch  auf  folgende  Weise  schreiben : 

X(At2+A'u2  + A"v2—  w2)  —  n(x,t+y,u-|-z,v+w)2 
es  (x't-fy'u-f-z'v-f w)  (x"t-}-y"u+z"v-r-w)  _  ^  (t2+u2+v2) ; 

und  erhalten  alsdann  zwei  neue  Gleichungen  von  verschiedener  Form: 

X(At2+A'u2+A"v2—  w2)  —  j«(x,t-f  y,u+z,v+w)  =  0,  (2) 

Cx't+y'u-p-z'v+w)  (x"t-f y"u-}-z"v-f  w)  —  jir2(t2-f  u2+v2)  =  0,  (3) 

welche  ein  und  dieselbe  Fläche  zweiter  Classe  darstellen.    Diese  Fläche  berührt,   in  Gemässheit  der 
Gleichungs-Form  (1),  die  gegebene  Fläche 

At2+A'u2+A"va  =  w2  (1) 

in  einer  ebenen  Curve  und  die  Ebene  dieser  Curve  hat  den  Punct  (x„  y„  z,)  zu  ihrem  Pole.  Dio 
zweite  Gleichungs-Form  zeigt,  dass  diese  Fläche  eine  Rotations-Fläche  ist,  welche  die  beiden  Puncte 
(x',  y',  z')  und  (x",  y",  z")  zu  ihren  Brennpuncten  hat,  und  dass  f«r2  das  Quadrat  des  Radius 
ihres  Aequators  ist  (182).  Die  Ebene  der  Berührungs-Curve  steht  auf  einem  der  drei  Hauptschnittc 
der  Fläche  senkrecht,  weil  ihr  Pol  (x„  y„  z,)  in  der  Ebene  einer  dieser  Hauptschnitte  liegt.  Wir 
brauchen  also  nur,  wenn  dieser  Punct  (x„  y„  z,)  gegeben  ist  und  wir  die  Berührungs-Ebene  be- 
stimmen wollen,  die  Durchschnitts-Curve  der  Fläche  in  dem  bezüglichen  Hauptschnitte  zu  kennen 
und  in  Beziehung  auf  diese  Durchschnitts-Curve  die  Polare  des  gegebenen  Punctes  zu  construiren. 
Die  zu  bestimmende  Berührungs-Ebene  steht  alsdann  auf  dem  Hauptschnitte  senkrecht  und  schneidet 
ihn  in  dieser  Polaren.  Die  beiden  Brennpunctc  (V,  y',  z')  und  (x",  y",  z")  sind  irgend  zwei 
Puncte,  die  wir  auf  einer  Focal-Curve  willkührlich  annehmen  können.  Wenn  sie  gegeben  sind,  so 
ergibt  sich  der  Punct  (x„  y„  z,)  unmittelbar  als  der  Pol  derjenigen  geraden  Linie,  welche  die 
beiden  gegebenen  verbindet,  in  Beziehung  auf  diejenige  Focal-Curve,  auf  welcher  diese  Puncte  liegen. 
Umgekehrt  ergeben  sich  die  beiden  Brcnnpuncte  als  diejenigen  Puncte,  in  welchen  die  Focal-Curve 
von  der  Polaren  des  Punctes  (x„  y„  z,)  geschnitten  wird  (189). 
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Die  beiden  M ittelpun et e  irgend  zweier  einer  gegebenen  Fläche  zweiter  Classe 
umschriebenen  Rotations-Kegel  sind  die  Brennpuncte  einer  der  Fläche  um- 
schriebenen Rotations-Fläche  zweiter  Classe. 

Die  Summe  oder  die  Differenz  der  Abstände  jedes  Punctes  einer  Rotations-Fläche  von  ihren 
beiden  Brennpuncten  ist  bekanntlich  constant  (182).  Constant  ist  also  auch  die  Summe  oder  die 
Differenz  der  Abstände  jedes  Punctes  der  Berührungs-Curve  von  den  beiden  Focalpuncten  (xy,  y',  z') 
und  (x",  y",  z").  Ebenso  können  wir  auch  die  bekannte  Eigenschaft  der  Rotations-Flächen,  dass 
das  Verhältniss  der  Abstände  jedes  ihrer  Puncte  von  einem  Brennpuncte  und  der  Polar-Ebene  des- 
selben constant  ist,  auf  die  Berührungs-Curve  übertragen. 

196.  Zuvörderst  ist  bei  der  Discussion  des  Satzes  der  vorigen  Nummer  hervorzuheben,  dass 
der  Contact  zwischen  der  gegebenen  Fläche  und  der  Rotations-Fläche,  je  nachdem  die  Berührungs- 
Ebene  diese  Flächen  schneidet  oder  nicht,  ein  reeller  oder  ein  imaginärer  ist.  Letzteres  findet 
dann  Statt,  wenn  der  Punct  (x„  y„  z,)  innerhalb  der  gegebenen  Fläche  liegt  und  sich  also  auch 
keine  reellen  Tangenten  von  diesem  Puncte  aus  an  die  Durchschnitts-Curve  in  dem  bezüglichen 
Hauptschnitte  legen  lassen,  sei  es,  dass  derselbe  auch  innerhalb  dieser  Curve  liegt  oder  dass  diese 
Curve  (was  unter  den  reellen  Flächen  nur  bei  dem  zweischaligen  Hyperboloid  Statt  finden  kann)  selbst 
imaginär  ist.  Der  Uebergang  zwischen  einem  reellen  und  einem  imaginären  Contact  bildet  der  Fall, 
wo  die  Berührungs-Curve,  in  dem  Falle  der  drei  elliptischen  Flächen,  in  einen  Punct  oder,  in  dem 
Falle  der  beiden  hyperbolischen  Flächen,  in  ein  System  von  zwei  geraden  Linien  ausartet:  dann 
hat  die  gegebene  Fläche  mit  der  Rotations-Fläche  eine  Osculation  höchster  Ordnung  auf  der 
gemeinschaftlichen  Tangential-Ebene.  Diesem  Falle  entspricht  also,  dass  der  Punct  (x„  y„  z,)  in 
der  Durchschnitts-Curve  der  Fläche  mit  einem  der  drei  Hauptschnitte  liegt,  wo  dann  die  beiden 
Brennpuncte  der  fraglichen  Rotations-Fläche  sich  wie  früher  ergeben,  indem  wir  von  diesem  Puncte 
aus  an  die  entsprechende  Focal-Curve  Tangenten  legen  und  auf  diesen  die  Berührungspuncte  nehmen. 

197.  Im  Allgemeinen  ist  jede  gerade  Linie,  die  wir  beliebig  in  einem  der  drei  Hauptschnitte 
annehmen,  die  Axe  einer  Rotations-Fläche,  welche  der  »gegebenen  Fläche  so  umschrieben  ist,  dass 
sie  diese  in  einer  Curve  berührt,  deren  Ebene  auf  dem  Hauptschnitte  senkrecht  steht.  Wenn  diese 
gerade  Linie  die  Focal-Curve  schneidet,  so  sind  die  Durchschnittspuncte  die  beiden  reellen  Brenn- 
puncte und  die  Rotations-Fläche  ist  alsdann  entweder  ein  verlängertes  Sphäroid  oder  ein  zweischaliges 
Hyperboloid.  Begegnet  die  gerade  Linie  der  Focal-Curve  nicht,  so  ist  die  Rotations-Fläche  ein  ab- 
geplattetes Sphäroid  oder  ein  einschaliges  Hyperboloid.  Den  Uebergang  bildet  der  Fall,  dass  die 
gegebene  gerade  Linie  die  Focal-Curve  berührt,  dann  wissen  wir,  dass  diese  gerade  Linie  die  Axe 
eines  umschriebenen  Rotations-Kegels  ist  (189),  der  je  nachdem  der  Berührungspunct  auf  der  Focal- 
Curve  (der  Mittelpunct  dieses  Kegels)  ausserhalb  oder  innerhalb  der  Durchschnitts-Curve  in  dem 
Hauptschnitte  liegt,  reell  oder  imaginär  ist.  Bei  diesem  Uebergange  fallen  die  beiden  Brennpuncte 
in  dem  Mittelpuncte  des  Kegels  zusammen,  indem  die  Fläche,  vorher  bei  reellen  Brennpuncten  ein 
zweischaliges  Hyperboloid,  durch  die  reelle  Kegelfläche  hindurchgehend,  in  ein  einschaliges  Hyper- 
boloid mit  imaginären  Brennpuncten,  oder,  vorher  ein  verlängertes  Sphäroid,  durch  die  imaginäre 
Kegelfläche  oder,  was  hiermit  gleichbedeutend  ist,  durch  den  ellipsodischen  Punct  hindurchgehend,  in 
ein  abgeplattetes  Sphäroid  sich  umgestaltet.  Wenn  die  gegebene  gerade  Linie  insbesondere  einer 
Asymptote  der  Focal-Hyperbel  parallel  ist,  so  liegt  ein  Brennpunct  unendlich  weit,  und  wir  erhalten 
offenbar  ein  Rotations-Paraboloid :  ein  Uebergangs-Fall,  der  in  der  analytischen  Darstellung,  weil 
dann  in  einer  der  beiden  Constanten-Gruppen  (x',  y',  z')  und  (x",  y",  z")  unendlich  grosse  Werthe 
vorkommen,  eine  Form-Aenderung  verlangt. 

33* 
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Wir  können  auch  jeden  Punct  der  Ebene  der  drei  HauptschnUte  der  Fläche  zweiter  Classe  zum 
Mittelpuncte  einer  dieser  Fläche  umschriebenen  Rotations-Fläche  nehmen.  Die  Rotations-Axe  lässt 
sich  alsdann  unmittelbar  und  auf  einzige  Weise  bestimmen,  denn  da  der  Mittelpunct  in  der  Mitte 
zwischen  den  beiden  Brennpuncten  (x',  y',  z')  und  (x",  y",  z")  auf  der  Rotations-Axe  liegt,  so 
fällt  diese  offenbar  mit  der,  immer  reellen  Chorde  der  Focal-Curve  zusammen,  die  durch  den  gegebenen 
Punct  geht  und  demjenigen  Durchmesser  der  Focal-Curve  parallel  ist,  auf  dessen  zugeordnetem 
Durchmesser  der  gegebene  Punct  liegt.  Wenn  hiernach  dieser  Punct  in  der  Ebene  der  Focal-Ellipse 
angenommen  wird,  so  sind  die  beiden  Brennpuncte  der  Rotations-Fläche  reell  oder  imaginär,  je 
nachdem  er  innerhalb  oder  ausserhalb  dieser  Ellipse  liegt;  wenn  er  in  der  Ebene  der  Focal-Hyperbel 
erstens  innerhalb  derselben,  zweitens  ausserhalb  der  Asymptoten- Winkel,  in  denen  diese  Hyperbel 
liegt  und  drittens  zwischen  der  Hyperbel  und  dem  Asymptoten-Winkel  ang-enommen  wird,  so  sind 
in  den  beiden  ersten  Fällen  die  beiden  Brennpuncte  reell  und  liegen  einmal  auf  demselben  Hyperbel- 
Zweige,  das  andere  Mal  auf  beiden  Hyperbel-Zweigen,  während  sie  im  dritten  Falle  imaginär  sind. 

Um  die  Art  der  Rotations-Fläche  zu  bestimmen,  ist  es  hinreichend,  neben  der  Bestimmung 
über  die  Realität  der  Brennpuncte,  auch  noch  zu  wissen,  ob  der  Radius  der  Aequatorial-Curve  reell 
oder  imaginär,  mithin  pr2  positiv  oder  negativ  ist. 

198.  Zunächst  wollen  wir  wiederum,  analog  wie  in  der  189.  Nummer,  die  identische  Gleichuno- 
III  in  die  folgenden  drei  Doppel-Gleichungen  auflösen: 

A(At2+A'u2-fA"v2—  w'O  —  fi(x,t-f-y,u+w)2  =  0,     i  (4) 

(x't+y'u+w)  (x"t+y"u-j-w)  -  ftr'2(t'i  +  u2+vJ)  =  0-,(  (5) 

X  (At2+A'u2+A"v2  —  w2)  —  ft(x,t  +  z,v  +  w)2  —  oJ  (6) 

(x/t-Hz/v+w)Cx//t-r-z,/v+w)--fxr202-|-u2+v2)  =  0;j  (7) 

X(At2+A'u24-Ay/v2— w2)  — ft(y,u+z,v-f-w)2  =  OJ  (8) 

Cy/u+z'v-f-w)(y//u+z"v-|-w)— fir2(t*-f-u2+v2)=0.i  (9) 

Nehmen  wir  hiernach  insbesondere  die  beiden  Gleichungen  (4)  und  (5),  deren  erste  Theile  einander 
identisch  sind,  so  ergeben  sich,  wie  früher,  die  beiden  Bedingungs-Gleichungen: 

\  +  u  =  —  1,  XA"  =  —  fir2, 
und  hieraus  folgt: 

A"  2          A"r2 

*  ==  r2_A"'  f*    ~r2  —  A" 

Wir  sehen  zuvörderst,  dass  ft  und  X  sich  allein  durch  r2  bestimmen.  Um  hiernach  r"  durch  die 
Annahme  des  Punctes  (x„  y„  0),  der  hier  in  der  Ebene  XY  liegt,  zu  erhalten,  brauchen  wir  bloss 
auszudrücken,  dass  die  Gleichung  (4)  eine  Rotations-Fläche  darstelle.  Indem  wir  die  Bezeichnung 
der  10.  Nummer  auf  diese  Gleichung  anwenden,  finden  wir: 

Y2  =  XA",  Yt  =  X(A'+fiy,2;),  Y  ^  X(A+Hx,), 

V32  =  f(Xx,y„  W31  =0,  *J0  =  0, 

und  hiernach,  wenn  wir  in  die  Gleichung  (15)  der  185.  Nummer: 

(Y2-Y4)  (Y4-Y)  -  (W32)2  =  0, 

diese  Werthe  substituiren,  die  erste  der  nachstehenden  drei  Gleichungen: 
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(A'-A")v+(A-A'0y,2  =  ^~  (A-A")(A'-A"), 

(A"—  AQx,u+(A-A')z,2  =  — ^r  (A— A')(A"-A'),  (10) 

(A"-A)y,2+(A'-A)z,2  =  ^—  (A'-A)  (A"-A), 

von  denen  die  beiden  letztern  unmittelbar  durch  die  Form  der  ersten  gegeben  sind.  Durch  diese 
Gleichungen  bestimmt  sich,  wenn  der  Punct  (x„  y„  z,)  in  der  Ebene  einer  der  drei  Hauptschnitte 
der  Fläche  beliebig  angenommen  wird,  zunächst  der  Werth  von  r2  und  dann  der  Radius  der  Aequa- 
torial-Curve.  Wenn  wir,  umgekehrt,  r2  als  gegeben  und  x„  y,  und  z,  als  veränderlich  betrachten, 
so  stellen  diese  drei  Gleichungen,  mit  denen  bezüglich  die  folgenden  drei 

Z/  =  0,  y,  =  0,  x,  =  0, 

gleichzeitig  bestehen,  in  dieser  Zusammenstellung  drei  Kegelschnitte  dar,  die  in  den  drei  Hauptschnitten 
liegen,  und,  um  uns  kurz  auszudrücken,  mit  den  drei  Focal-Curven  dieselben  Asymptoten  haben. 
Diese  drei  Curven  sind  also  der  geometrische  Ort  für  die  Mittelpuncte  solcher  Kugeln  von  gegebenem 
Radius,  um  welche  sich,  gleichzeitig  mit  der  Fläche,  (Rotations-)  Kegel  umschreiben  lassen;  sie 
fallen  insbesondere,  wenn  der  gegebene  Radius  verschwindet,  mit  den  drei  Focal-Curven  zusammen. 
Wenn  überhaupt  der  Mittelpunct  einer  solchen  Kugel  gegeben  ist,  so  können  wir  leicht  die  Kugel 
selbst  und  die  beiden  Rotations-Kegel,  die  sich  dieser  Kugel  und  zugleich  der  Fläche  umschreiben 
lassen,  construiren.  Wenn  wir  nemlich,  von  dem  Mittelpuncte  der  Kugel  (x„  y„  z,)  aus,  Tangenten 
an  die  Focal-Curve  legen,  so  sind  die  Berührungspuncte  auf  diesen  Tangenten  die  Mittelpuncte  (x's 
y',  z'),  (x",  \",  z")  der  beiden  fraglichen  Kegel.  Durch  jeden  dieser  Mittelpuncte  gehen  zwei 
Kegelseiten,  die  in  dem  bezüglichen  Hauptschnitte  liegen  und  also  zugleich  die  Durchschnitts-Curve 
der  Fläche  in  diesem  Hauptschnitte  und  einen  grössten  Kreis  der  Kugel  berühren.  Da  jene  Durch- 
schnitts-Curve gegeben  ist,  so  bestimmt  sich  also  unmittelbar  dieser  grösste  Kugelkreis  und  somit 
die  Kugel  selbst. 

Zugleich  begegnen  wir  hier  dem  folgenden  Satze: 

Zwei  Kegel,  welche  einer  Fläche  zweiter  Classe  umschrieben  sind,  und  deren 
Mittelpuncte  beliebig  auf  einer  Focal-Curve  angenommen  werden,  sind  gleich- 
zeitig noch  einer  und  derselben  vollkommen  bestimmten  Kugel  umschrieben. 

Betrachten  wir  bloss  die  Puncte  in  der  Ebene  der  Focal-Curve,  so  ist  hiernach  klar,  dass  wenn 
wir  von  irgend  zwei  Puncten  dieser  Curve  an  die  Durchschnitts-Curve  der  Fläche  in  demselben 
Hauptschnitte  zwei  Tangenten-Paare  legen,  in  das  von  diesen  Tangenten  gebildete  Viereck  sich  ein 
Kreis  beschreiben  lässt.  Abgesehen  von  der  Fläche  ist  die  Beziehung  der  beiden  Curven  zu  ein- 
ander eine  gegenseitige,  und  dadurch  bestimmt,  dass  beide  Curven  in  derselben  Ebene  liegen  und 
dieselben  Brennpuncte  haben. 

199.  Wir  haben  schon  bemerkt,  dass  die  Axe  der  umschriebenen  Rotations-Fläche,  in  Beziehung 
auf  die  Focale,  in  deren  Ebene  sie  liegt,  die  Polare  des  Punctes  (x„  y„  z,)  ist.  Beschreibt  dieser 
Punct  also  nach  einander  die  drei  Kegelschnitte  (10) ,  so  umhüllen  die  zugehörigen  Axen  der 
Rotations-Flächen  in  den  drei  Hauptschnitt-Ebenen  drei  neue  Kegelschnitte,  welche  mit  jenen  in 
Beziehung  auf  die  bezüglichen  drei  Focal-Curven,  reciproke  Polar-Curven  sind,  und  also,  wie  jene, 
mit  den  Focal-Curven  dieselben  Asymptoten  haben.  Aus  den  Gleichungen  (10)  erhalten  wir,  in 
Folge  dieser  Bemerkungen,  für  die  Gleichungen  der  neuen  Curven,  die  folgenden 
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A" 


z 


=  0,    (Ä'-A")  x2+(A  -  A")y2  =  Tjrzr  CA~A'0  (A'-A") , 


>=0,    (A"-A0x2+(A-A0z2  =   -^73^  CA-A')CA"-AO,  (11) 

x  =  0,    (A"-A)y2+  CA'-A)z2   = „  CA'- A)  (A"-A), 

dass  diese  drei  Curven,  welche,  nach  dem  Vorstehenden,  von  der  Axe  der  Rotations-Fläche 
umhüllt  werden,  gleichzeitig  beschrieben  werden  von  dem  Mittelpuncte  dieser  Fläche.  Es 
geben,  um  diess  direct  zu  zeigen,  indem  wir  die  Puncte  (x„  y„  z,),  (x',  f%  zQ  und  (x",  y",  z") 
in  der  Coordinaten-Ebene  XY  annehmen,  wonach  die  Coordinaten-Werthe  z„  z'  und  z"  verschwinden, 
die  beiden  identischen  ersten  Theilc  der  Gleichungen  (4)  und  (5): 

— 2f*x,  =  x'  +  x", 

— 2uy,  =  y'+y". 

Es  ist  aber,  indem  wir  die  Coordinaten  des  Mittelpunctes  der  Rotations-Fiäche  xr  y,  z  nennen,  weil 
dieser  Punct  in  der  Mitte  zwischen  den  beiden  Brennpuncten  liegt: 

2x  =  x'+x",  2y  =  y'+y",  z  =  Ü, 

mithin 

1  A"—  r" 

•  x,  = .  x  =  .  x, 

fi  A" 

1  A"—  r2 

r>  —  7  • y  -  "ä^7-  • y' 

und  wenn  wir  diese  Werthe  in  die  erste  der  Gleichungen  CIO)  einsetzen,  ergibt  sich,  was  nachzu- 
weisen war,  die  erste  der  Gleichungen  (11). 

Wenn  wir  den  Radius  der  Aequatorial-Curve  p  nennen,  so  haben  wir,  was  oben  schon  bemerkt 
worden  ist: 

p2  =  ^r2, 
und  hiernach 

A"  A"—  p2 

~~  f '  ~~  A"— r2    ~      A"     * 

Wir  sehen  hieraus,  dass  die  Gleichungen  (10)  und  (11)  gegenseitig  in  einander  übergehen,  wenn 
wir  die  Werthe  von  r2  unj  p"  mit  einander  vertauschen:  und  dass  wir  überdiess  in  diesen  beiden 
Gleichungs-Gruppen  die  Coefficienten 


A"— rtt 

A- 

—  r2 

A 

-rr 

A     ' 

A" 

A"—  r2' 

A' 

A"    ' 

A'     ' 

A'— r2' 

bezüglich  mit 

A" 

A' 

A 

A"— P2 

A'-p2 

A  — r: 


A-P: 


A"-p-'        A'— p-'        A— p2'  A" 

vertauschen  können.     Die  eben  genannten  Gleichungen   (10)    und  (11)   gehen  hiernach    in  einander 
über,  wenn  wir  p2  für  r2  schreiben. 

Wir  haben  also  in  dem   Vorstehenden  bewiesen,    dass   der    Ort    für   die   Mittelpuncte   solcher 
Rotations-Flächen,  die  einer  gegebenen  Fläche  zweiter  Classe  umschrieben  sind   und  deren  Aequator 
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einen  gegebenen  Radius  hat,  Kegelschnitte  sind,  die  in  den  Ebenen  der  drei  Hauptschnitte  der  Fläche 
liegen  und  mit  den  drei  Focal-Curven  dieselben  Asymptoten  haben.  Die  Axen  dieser  Rotations- 
Flächen  umhüllen  dieselben  drei  Kegelschnitte.  Wenn  überhaupt  der  Mittelpunct  einer  umschriebenen 
Rotations-Fläche  gegeben  ist,  so  ergeben  sich  sogleich  ihre  beiden  Brennpuncte  (197)  und  wenn 
wir  von  diesen  beiden  ßrennpuncten  aus  an  die  Durchschnitts-Curve  der  gegebenen  Fläche  in  dem- 
selben Hauptschnitte  Tangenten  legen,  und  in  das  von  diesen  Tangenten  gebildete  Viereck,  was 
immer  möglich  ist  (198) ,  einen  Kreis  beschreiben,  so  ist  dieser  Kreis ,  in  Gemässheit  der  letzten 
Entwicklungen,  gleich  dem  Aequator  der  umschriebenen  Rotations-Fläche,  deren  Mittelpunct  gegeben 
ist.  Diese  Fläche  selbst  ist  hiernach  vollkommen  bestimmt  und  ebenso  ist  es  die  Ebene,  in  welcher 
die  ßerührungs-Curve  liegt. 

Wenn  der  Radius  des  Aequator§  verschwindet,  so  stellen  die  Gleichungen  (11)  wiederum  die 
drei  Focal-Curven  selbst  dar  und  wir  gelangen  wieder  zu  den  Resultaten  der  190.  Nummer  zurück. 

200.  Wir  können  die  bisher  gewonnenen  Resultate  unmittelbar  auch  auf  denjenigen  Fall  über- 
tragen, dass  die  gegebene  Fläche  zweiter  Classe  in  eine  Curve  dieser  Classe  ausartet. 

Nehmen  wir  eine  in  der  Ebene  XY  liegende  Ellipse,  und  für  die  Gleichung  derselben  in  Plan- 
Coordinaten  die  folgende : 

crfM-^u"  =  w2,  (12) 

so  erhalten  wir  als  Focal-Ellipse  die  gegebene  Ellipse  selbst  und  für  die  Focal-Hyperbel  und  die 
imaginäre  Focal-Curve  die  nachstehenden  Gleichungen : 

(a2_£2)t*_02T2   =  w«,  •                                                 (13) 

_  (a2  _  £-2)  U2  _  a2  V2   —    W2#  (14) 

Wenn  wir  in  den  drei  Gleichungen  (12),  (13)  und  (14) 
bezuglich  mit: 

vertauschen,  so  tritt  jede  der  beiden  Gleichungen  (12)  und  (13)  an  die  Stelle  der  andern,  während 
die  Gleichung  (14)  unverändert  bleibt.    Ebenso  tritt,  wenn  wir 

bezuglich  mit 

-««,  0*-.«»,  v*, 

vertauschen,  jede  der  beiden  Gleichungen  (12)  und  (14)  an  die  Stelle  der  andern,  während  die 
Gleichung  (13)  unverändert  bleibt.  Hiernach  gewinnen  wir  die  folgende  aligemeinere,  für  die 
nächsten  Entwicklungen  nothwendige  Auffassungsweise. 

Es  ordnen  sich  immer  drei  Curven  zweiter  Classe,  von  denen  die  erste  eine  Ellipse,  die 
zweite  eine  Hyperbel  und  die  dritte  eine  imaginäre  Curve  ist,  in  der  Art  zusammen,  dass 
sie  ein  System  von  drei  zusammengehörigen  Focal-Curven  bilden.  Wenn  eine  solcher  drei  Curven 
gegeben  ist,  so  sind  die  beiden  übrigen  vollkommen  bestimmt.  Sie  haben  alle  denselben  Mittelpunct 
und  liegen  in  drei  auf  einander  senkrechten  Ebenen.  Die  Durchschnitts-Linien  dieser  drei  Ebenen 
sind  die  beiden  Axen  der  drei  Curven,  so  dass  je  zwei  dieser  Curven  eine  gemeinschaftliche  Axe 
haben.  Auf  dieser  gemeinschaftlichen  Axe  sind  die  Scheitel  jeder  der  beiden  Curven  die  Brennpuncte 
der  jedesmaligen  andern.  Die  grosse  Axe  der  «Ellipse  fällt  in  die  reelle  Axe  der  Hyperbel,  die  kleine 
Axe  der  Ellipse  in  diejenige  Axe  der  imaginären  Curve,  auf  welcher  die  reellen  Brennpuncte  der- 
selben liegen,  die  Nebenaxe  der  Hyperbel  in  die  andere  Axe  der  imaginären   Curve.    Wir  nennen 
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Focalpunct  einer  gegebenen  Curvc  zweiter  Classe  jeden  Punct,  der  auf  einer  der  beiden  zugehörigen 
Focal-Curven  liegt.  Die  reellen  Focalpunctc  einer  Ellipse  liegen  hiernach  auf  einer  Hyperbel,  die 
reellen  Focalpuncte  dieser  Hyperbel,  umgekehrt,  auf  jener  Ellipse  (189). 

201.  Unmittelbar  ergeben  sich  durch  Particularisirung  der  früher  gewonnenen  Resultate  die 
folgenden  Sätze: 

Irgend  zwei  Focalpuncte  einer  gegebenen  Ellipse  oder  Hyperbel  sind  die 
beiden  Brennpuncte  einer  durch  die  gegebene  Curve  gehenden  Rotations-Fläche 
zweiter  Classe  und,  umgekehrt,  die  beiden  Brennpuncte  einer  gegebenen  Rota- 
tions-Fläche zweiter  Classe  sind  zwei  Focalpuncte  jeder  Curve,  in  welcher  diese 
Fläche  von  einer  Ebene  geschnitten  wird.  (195). 

Jeder  Rotations-Kegel,  dessen  Mittelpunct  in  einem  Brennpuncte  eines  ver- 
längerten Sphäroids  oder  eines  zweischaligen  Rotations-Hyperboloids  liegt, 
schneidet  die  Fläche  in  einer  ebenen  Curve,  und,  umgekehrt,  jeder  Kegel,  der 
die  Fläche  in  einer  ebenen  Curve  schneidet  und  dessen  Mittelpunct  in  einem 
Brennpuncte  derselben  liegt,  ist  ein  Rotations-Kegel. 

Wenn  man  durch  einen,  Brennpunct  eines  gegebenen  Sphäroids  oder  zwei- 
schaligen Rotations-Hyp  erboloids  eine  beliebige  Schnitt-Ebene  legt,  so  ist  der- 
selbe auch  ein  Brennpunct  der  Durchschnitts-Curve  in  dieser  Ebene. 

Wenn  man  von  irgend  zwei  Focalpuncten  einer  gegebenen  Ellipse  oder 
Hyperbel  zwei  gerad  e  Linien  nach  einemPuncte  derselben  zieht,  so  bleibt,  wie 
auch  dieser  Punct  auf  der  Curve  fortrücken  mag,  entweder  die  Summe  oder  die 
Differenz  dieser  beiden  geraden  Linien  constant  (195). 

Wir  haben  die  Summe  oder  die  Differenz  zu  nehmen,  je  nachdem  die  beiden  Focalpuncte  die 
Brennpuncte  eines  durch  die  gegebene  Curve  gelegten  Ellipsoids  oder  zweischaligen  Hyperboloids 
sind.  Wenn  hiernach  die  gegebene  Curve  eine  Hyperbel  ist,  so  haben  wir  immer  die  Differenz  zu 
nehmen,  während  wir,  wenn  eine  Ellipse  gegeben  ist,  entweder  die  Differenz  oder  die  Summe  nehmen 
müssen,  je  nachdem  die  beiden  Focalpuncte  demselben  Zweige  der  Focal-Hyperbel  oder  beiden 
Zweigen  derselben  angehören.  Der  Uebergang  wird  dadurch  bezeichnet,  dass  der  Focalpunct,  durch 
das  Unendliche  hindurch,  von  einem  Hyperbelzweige  auf  den  andern  hinübertritt. 

Wenn  wir  insbesondere  für  die  beiden  Focalpuncte  die  beiden  Brennpuncte  der  gegebenen  Curve 
nehmen,  so  geht  der  letzte  Satz  in  einen  allbekannten  der  Planimetrie  über,  an  den  eine  Beschreibung 
der  Curve  durch  die  continuirliche  Bewegung  eines  Punctes  sich  knüpft.  Bei  dieser  Beschreibung 
der  Curve  können  wir  also  an  die  Stelle  der  beiden  Brennpuncte  irgend  zwei  Focalpuncte  setzen, 
die  nicht  mehr  in  der  Ebene  der  zu  beschreibenden  Curve  liegen:  eine  Bemerkung,  die  zuerst  Herr 
Dupin  gemacht  hat.*) 

An  den  letzten  Satz  schliesst  sich  unter  andern  Sätzen  auch  der  folgende  an  : 

Wenn  wir  einem  Rotations-Kegel  irgend  eine  elliptische  oder  hyperbolische 
Basis  geben,  so  ist  die  Summe  je  zweier  Kegelseiten,  die  in  einer  der  grössern, 
bezüglich  reellen,  Axe  der  Basis  parallelen  Ebene  liegen,  constant. 

Nehmen  wir  nemlich  auf  einer  Ellipse  und  Hyperbel,    von  welchen    eine  die  Focal-Curvc   der 


*)  Developpements  p.  280. 
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andern  ist,  irgend  zwei  Puncte  F  und  F',  G  und^  G'  an,  welche  auf  irgend  zwei  geraden  Linien  FF' 

und  GG'  liegen,  die  der  gemeinschaftlichen  Axe  beider  Curven  parallel  sind,  so  ist  zunächst  offenbar 

G'F  =  GF'.    Nach  dem  vorletzten  Satze  ist,  wie  auch  F  auf  der  Ellipse  fortrücken  mag  (GF-fG'F) 

constant,   folglich   auch  unter  der  obigen   Voraussetzung,    dass   FF'  der  grössern  Axe   der  Ellipse 

parallel  ist,  (GF-f-GFO-    Ebenso  ist,  für  alle  Lagen  des  Punctes  von  G  auf  der  Hyperbel,  (FG+- 

F'G)  constant,  folglich  auch,  wenn  GG'  der  reellen  Axe  der  Hyperbel  parallel  ist,  (FG-J-FG'). 

202.    Wenn  wir,  statt  der  Fläche  zweiter  Classe,   t  wiederum    die  in  der    Ebene   XY   liegende 

Ellipse 

a2t2-f  £2u2  =  w2  (12) 

nehmen,  so  verliert  von  den  drei  Gleichungen  (10)  die  erste  ihre  Bedeutung,  die  beiden  letztern 
gehen  in  die  folgenden  über : 

e*x,*-(«*-e2)z,*  =  (3*-r*)(a2-02),  (15) 

««7,* +  («*+£*)*/*  =  -(a«-r*)(a*-0*).  06) 

Von  diesen  beiden  Gleichungen  stellt  die  erste  in  der  Ebene  XZ  eine  Hvperbel,  die  zweite  in  der 
Ebene  YZ  eine  reelle  oder  imaginäre  Ellipse  dar:  geometrische  Oerter  für  die  Mittelpuncte  solcher 
Kugeln  von  gegebenem  Radius  r,  um  welche  sich  ein  durch  die  gegebene  Ellipse  gehender  (Rota- 
tions) Kegel  beschreiben  lässt.  Der  Mittelpunct  dieses  Kegels  ist  im  Falle  der  zweiten  Gleichung, 
weil  er  auf  der  imaginären  Focal-Curve  liegt,  nothwendig  imaginär. 

Wenn  wir  in  den  Gleichungen  (15)  und  (16)  einfach  r-  mit  p2  vertauschen,  erhalten  wir  (199), 
den  beiden  letzten  Gleichungen  (11)  entsprechend,  die  folgenden  beiden: 

02xa_(a*_^)z2  =  (32_p*)(a2-02),  (17) 

a*y2  +  (a2  — 32)z*  =  — (a2-p2)(aa— 0*),  (18) 

um  in  den  Ebenen  XZ  und  YZ  die  Oerter  für  die  Mittelpuncte  der  durch  die  gegebene  Ellipse  gehen- 
den Rotations-Flächen,  deren  Aequatorial- Radius  gegeben  und  gleich  p  ist,  zu  bestimmen. 

Nehmen  wir  endlich,  staft  der  Ellipse  (12),  die  durch  folgende  Gleichung  dargestellte  Hyperbel 

aH2  —  &2u2=w2,  (19) 

so  treten  an  die  Stelle  der  Gleichungen  (15),  (16),  (17)  und  (18)  die  folgenden: 

&**,*  + (**+&*)*,«  =  (?,2  +  r2)(a2+&2)'  (150 

•V+t«*-Äf)V   -  -(a2-r2)(a2-H,2);  (16') 

&«xa  +  C«a +  &•)**  =  (&2+P*H«*  +  &*),  070 

«**y*  + («*  +  &*)**  _  _(ai_p*)(at  +p,i).  (18') 

Die  Gleichungen  (150  un<l  0?0  ste^en  hier  Ellipsen  dar,  die  für  reelle  Werthe  von  r2  und  p* 
immer  reell  sind,  die  Gleichungen  (16')  und  (18')  reelle  oder  imaginäre  Ellipsen. 

203.  Unter  denjenigen  Kugeln,  welche  solchen  Rotations  -  Kegeln,  die  eine  gegebene  Ellipse 
oder  Hyperbel  zur  gemeinschaftlichen  Basis  haben,  eingeschrieben  sind,  wollen  wir  diejenigen  beson- 
ders hervorheben,  welche  zugleich  die  Ebene  der  Basis  berühren.  Für  diese  Kugeln  ist  z'2  =  r2, 
wonach  die  Gleichungen  C15)  und  (15'),  indem  wir  der  Kürze  wegen  e?  für  (a*  —  ß2)  und  (a2-|- 
t5,2)  schreiben,  in  die  folgende  übergehen: 

x,2  =  e2. 

Zugleich  ist  j,  =  o.     Der  geometrische  Ort  für  die  Mittelpuncte  der  fraglichen  Kugeln  besteht  also 

aus  zwei  geraden  Linien,  die  auf  der  Ebene  der  Curve  in  ihren  beiden  Brennpuncten  senkrecht  stehen 

34 
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Um  alle  Kugeln,  welche  die  Ebene  eines  gegebenen  Kegelschnitts  in  einem 
der  beiden  Brennpuncte  desselben  berühren,  lassen  sich  Kegel  beschreiben, 
welche  zugleich  durch  den  gegebenen  Kegelschnitt  gehen. 

Ein  Kegel,  der  einer  gegebenen  Kugel  umschrieben  ist,  wird  von  einer  be- 
liebigen Ebene,  welche  die  Kugel  berührt,  so  geschnitten,  dass  der  Berührungs- 
punet  auf  der  Kugel  ein  Brennpunct  der  Durchschnitts  -  Cur  ve  ist. 

Wenn  der  Kegel  zweien  Kugeln  zugleich  umschrieben  ist,  und  die  Schnitt-Ebene  beide  Kugeln 
zugleich  berührt,  so  sind  die  beiden  Berührungspuncte  die  beiden  Brennpuncte  der  Durch- 
schnitts-Curve. 

Wenn  zwei  Kugeln  mit  ihren  beiden  umschriebenen  Kegeln  gegeben  sind, 
so  schneidet  jede  Berührungs-Ebene  eines  der  beiden  Kegel  den  j  edesmaligen 
andern  Kegel  so,  dass  diejenigen  beiden  Puncte,  in  welchen  die  beiden  Kugeln 
von  dieser  Ebene  berührt  werden,  die  beiden  Brennpuncte  d  er  Durchschnitts- 
Curve  sind. 

Es  ergibt  sich  sogleich,  dass  die  Polaren  der  beiden  Brennpuncte  (die  Directricen)  aller  sol- 
cher Durchschnitts-Curven  jedes  der  beiden  Kegel  in  denjenigen  beiden  Ebenen  liegen,  in  welchen 
derselbe  von  den  beiden  Kugeln  berührt  wird,  und  offenbar  liegen  die  Mittelpuncte  aller  Durch- 
schnitts-Curven beider  Kegel  in  der  Durchschnitts-Ebene  der  beiden  Kugeln. 

Zu  den  vorstehenden  Resultaten  ist  Herr  Quetelet  zuerst  gelangt  und  Herr  Dandelin  hat  die- 
selben dadurch  verallgemeinert,  dass  er  an  die  Stelle  des  Rotations -Kegels  ein  einschaliges  Rota- 
tions-Hyperboloid gesetzt  hat.  Wir  können  erst  im  letzten  Paragraphen  dieses  Bandes  diesen  Re- 
sultaten ihre  richtige  Stelle  und  dadurch  ihre  eigentliche  Bedeutung  anweisen. 

ig.  3.  204.  Der  Satz  der  198.  Nummer  besteht  fort,  wenn  an  die  Stelle  der  Fläche  zweiter  Classe 
eine  Curve  dieser  Classe  tritt,  so  dass  zwei  Rotations-Kegel,  die  durch  einen  gegebenen  Kegelschnitt 
sich  legen  lassen,  gleichzeitig  derselben  Kugel  umschrieben  sind.  Der  Mittelpunct  dieser  Kugel 
liegt  in  der  Ebene  der  Focal-  Curve,  einem  Hauptschnitte  der  Curve.  Die  Durchschnitts  -  Curve 
zweiter  Classe  in  diesem  Hauptschnitte  reducirt  sich  in  dem  Falle,  den  wir  jetzt  betrachten,  auf  die 
beiden  Brennpuncte  der  Focal-Curvc,  welche  die  Scheitel  einer  Axe  der  an  die  Stelle  der  Fläche 
getretenen  Curve  zweiter  Classe  sind.  Somit  erhalten  wir  den  folgenden  Satz  der  Planimetrie,  der 
die  Construction  der  durch  eine  gegebene  Curve  zweiter  Classe  gehenden  Rotations  -  Flächen 
vermittelt. 

Wenn  man  von  irgend  zwei  Puncten  eines  Kegelschnittes  nach  jedem  seiner 
Brennpuncte  zwei  geradeLiuien  zieht,  so  bilden  dicseLinien  ein  solches  Viereck, 
dem  sich  ein  Kreis  umschreiben  lässt.  Der  Mittelpunct  dieses  Kreises  ist  der 
Durchschnitt  der  Tangenten  des  Kegelschnittes  in  jenen  beiden  Puncten. 

Ist  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel  und  lassen  wir  einen  der  beiden  Puncte  unendlich  weit  auf 
derselben  fortrücken,  so  gehen  zwei  der  Vierecks-Seiten  difrch  die  beiden  Brennpuncte  und  sind 
einer  Asymptote  parallel.  Der  Mittelpunct  des  eingeschriebenen  Kreises  liegt  also  auf  dieser  Asymptote 
und  sein  Radius  ist,  wie  wir  auch  den  zweiten  Punct  annehmen  mögen,  constant  und  dem  kürzesten 
Abstände  der  Brennpuncte  von  den  Asymptoten  und  also  auch  der  halben  Ncben-Axe  gleich. 

Wenn  wir  durch  einen  beliebigen  Punct  ein  er  gegebenen  Hyperbel  zwei  gerade 
Linien  nach  den  beiden  Brcnnpunctcn  und  in  demselben  Puncte  die  Tangente 
ziehen,   so  ist  der  Abstand  desjenigen  Punctes,  in  welchem   diese    Tangente   eine 
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Asvmptote  schneidet,  von  den   beiden   erstgenannten    geraden    Linien   gleich  der 

Neben-Axe  der  Hyperbel. 

Nehmen  wir  ferner  für  einen  der  beiden  Puncte  des  gegebenen  Kegelschnittes  einen  Scheitel 
derjenigen  Axe,  auf  welcher  seine  beiden  reellen  Brennpnncte  liegen,  so  fallen  in  diese  Axe  zwei 
Yierccks-Seiten  zusammen.  Das  Viereck  geht  hiernach  in  ein  Dreieck  über  und  der  eingeschriebene 
Kreis  berührt  die  in  die  Axe  fallende  Dreiecks-Seite  in  jenem  Scheitel.  Es  gibt  aber  bekanntlich 
vier  Kreise,  die  einem  Dreiecke  eingeschrieben  sind,  das  heisst  die  drei  Seiten  desselben  berühren. 
Von  zweien  dieser  vier  Kreise  wird  eine  beliebige  dieser  Seiten,  die  wir  als  Basis  bezeichnen  wollen, 
selbst,  von  den  beiden  andern  wird  sie  in  ihren  Verlängerungen  berührt.  Ist  der  gegebene  Kegel- 
schnitt eine  Hyperbel,  so  wird  die  Basis  des  fraglichen  Dreiecks,  für  welche  wir  die  in  die  Axe 
derselben  fallende  Seite  nehmen,  von  den  beiden  ersten  jener  vier  Kreise  in  den  beiden  Scheiteln 
dieser  Axe  berührt;  ist  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  so  bestimmen  die  Berührungspuncte  der  Basis 
mit  den  beiden  letzten  Kreisen  die  Scheitel  der  in  diese  Basis  fallenden  grossen  Axe.  Für  irgend 
ein  gegebenes  Dreieck  gelten  jene  Bestimmungen  gleichzeitig,  weil  es  immer  eine  Hvperbel  und 
eine  Ellipse  gibt,  die  beide  dieselben  Brennpuncte  haben  und  in  einem  gegebenen  Puncte  sich 
schneiden. 

Wenn  irgend  ein  Dreieck  gegeben  ist,  so  sind  diejenigen  vier  Puncte,  in 
welchen  die  Basis  desselben  von  den  vier  eingeschriebenen  Kreisen  berührt  w  ird, 
bezüglich  die  beiden  Scheitel  der  grossen  Axe  einer  Ellipse  und  der  reellen  Axe 
einer  Hvperbel,  welche  Curven  beide  die  Winkelpuncte  der  Basis  zu  ihren  Brenn- 
puncten  haben  und  durch  die  Spitze  des  Dreiecks  gehen. 

Wir  wollen  endlich  noch  die  Voraussetzung  machen,  dass  die  beiden  auf  dem  gegebenen  Kegel- 
schnitte angenommenen  Puncte,  die  Endpuncte  irgend  einer  Chorde  sind,  welche  durch  einen  der 
beiden  Brennpuncte  geht.  Dann  liegt  der  Mittelpnnct  des  eingeschriebenen  Kreises  in  dem  Pole 
dieser  Chorde,  also  auf  der,  dem  Brennpuncte  zugehörigen  Directrix.  Zwei  Seiten  des  frühern  Vier- 
ecks fallen  hier  wieder  zusammen  und  zwar  in  die  durch  den  Brennpunct  gehende  Chorde.  Diese 
Chorde  ist  die  Basis  eines  Dreiecks,  dessen  Spitze  in  dem  andern  Brennpuncte  liegt.  Ein  Kreis,  der 
einem  solchen  Dreiecke  eingeschrieben  ist,  berührt  also  die  Basis  desselben  in  dem  erstgenannten 
Brennpuncte,  wonach,  wenn  w  ir  durch  den  Brennpunct  zwei  gerade  Linien  legen,  die  auf  einander 
senkrecht  stehen,  der  Pol  einer  dieser  Linien  auf  der  andern  liegt.  Wenn  wir.  wie  in  dem  letzten 
Satze,  von  irgend  einem  gegebenen  Dreiecke  ausgehen,  so  erhalten  wir  eine  neue  geometrische  Be- 
deutung derjenigen  vier  Puncte,  in  welchen  die  Basis  eines  solchen  Dreiecks  von  den  vier  einge- 
schriebenen Kreisen  berührt  wird.  Sie  sind  die  vier  zweiten  Brennpuncte  von  solchen  vier  Kegel- 
schnitten, die  den  Bedingungen  unterworfen  sind,  dass  die  Spitze  des  Dreiecks  ihr  erster,  gemein- 
schaftlicher Brennpunct  ist  und  dass  sie  durch  zwei  gegebene  Puncte,  die  Winkelpuncte  der  Basis, 
gehen,  die  mit  dem  zweiten  Brennpuncte  in  gerader  Linie  liegen. 

Zur  Vervollständigung  derjenigen  Sätze,  welche  sich  um  den  allgemeinen  Satz  dieser  Nummer 
gruppiren,  wollen  wir  noch  bemerken,  dass  die  Seiten  des  Vierecks,  welchem  der  Kreis  sich  ein- 
schreiben lässt,  paarweise  genommen,  sich  erstens  in  den  beiden  beliebig  auf  der  Curve  angenom 
menenPuncten  N,N',  zweitens  in  den  beiden  Brennpuncten  derselben,  F,F',  und  drittens  noch  in  zwei 
Puncten  M,  M'  schneiden,  deren  jeder  durch  zwei  Vierecksseiten  mit  den  beiden  Brennpuncten  verbunden 
ist.  Ein  Paar  derjenigen  Scheitel- Winkel,  die  in  jedem  dieser  sechs  Puncte  von  zwei  Vierecks- 
Seiten  gebildet  werden,  wird  durch  diejenige  gerade  Linie  halbirt,  welche  diesen  Punct  mit  dem 
Mittelpuncte  des  eingeschriebenen  Kreises,  das  heisst  mit  dem  Durchschnittspuncte  der  Tangenten  in 

34* 
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den  beiden  Punctcn,  die  wir  auf  der  Curve  beliebig  angenommen  haben,   verbinden.      Wir   erhalten 

hiernach,    als    Umschreibung   des    an  die   Spitze   dieser   Nummer   gestellten    Satzes   die    folgenden 

drei  Sätze. 

Zwei  gerade  Linien,  die,  von  den  beiden  ßrennpuneten  einer  gegebenen 
Ellipse  oder  Hyperbel  aus,  nach  einem  beliebigen  Puncte  auf  dem  Umfange  der- 
selben gezogen  werden,  bilden  mit  derTangente  in  diesemPuucte  gleiche  Winkel. 

Zwei  Tangenten,  die  man  von  einem  gegebenen  Puncte  aus  an  eine  gegebene 
Ellipse  oder  Hyperbel  zieht  und  in  den  Berührungspuncten  begränzt,  werden 
von  jedem  der  beiden  Brennpuncte  aus  unter  gleichen  Winkeln  oder  unter  solchen 
Winkeln  gesehen,  die  sich  zu  zwei  Rechten  ergänzen. 

In  dem  Falle  der  Ellipse  findet  Ersteres  Statt,  in  dem  Falle  der  Hyperbel  Ersteres  oder  Letz- 
teres, je  nachdem  die  beiden  Berührungspuncte  auf  demselben  Zweige  oder  auf  beiden  Zweigen 
der  Hyperbel  liegen. 

\\  enn  wir  von  einem  in  der  Ebene  einer  gegebenen  Ellipse  oder  Hyperbel 
willkührlich  angenommenen  Puncte  zwei  gerade  Linien  durch  die  beiden  Brenn- 
puncte der  Curve  und  in  zwei  beliebig  gewählten  Durchschnittspuncten  dieser 
Linien  mit  derselben  die  beiden  Tangenten  legen,  so  halbirt  diejenige  gerade 
Linie,  welche  den  Durchschnittspunct  dieser  Tangenten  mit  dem  willkührlich 
angenommenen  Puncte  verbindet,  ein  Scheitel- Winkel-Paar,  das  in  diesem  Puncte 
von  den  beiden  durch  die  Brennpuncte  gehenden  geraden  Linien  gebildet   wird. 

Wenn  der  willkührlich  angenommene  Punct  auf  dem  Umfange  der  Ellipse  oder  Hyperbel  selbst 
liegt,  so  geht  der  letzte  der  drei  vorstehenden  Sätze  in  den  ersten  derselben  über.  Denselben  Satz 
können  wir  auch,  indem  wir  alle  vier  Durchschnittspuncte  der  beiden  durch  die  beiden  Brennpuncte 
gehenden  geraden  Linien  mit  der  Curve  gleichzeitig  betrachten,  in  folgender  Weise  auffassen.  Es  ist 
bekannt,  dass,  wenn  man  in  und  um  eine  gegebene  Ellipse  oder  Hyperbel  in  der  Art  irgend  zwei 
Vierecke  NN'N^N'"  und  CC'C'C"  beschreibt,  dass  die  Winkelpuncte  des  erstem  die  Berührungs- 
puncte auf  den  Seiten  des  letztern  sind,  die  beiden  Diagonalen  beider  Vierecke  in  demselben  Puncte 
M  sich  schneiden.  (Wir  nehmen  hier  den  Begriff  des  Vierecks  in  der  allgemeinsten  Bedeutung.) 
Gehen  die  Diagonalen  NN"  und  N'N'"  des  erstem  Vierecks  durch  die  beiden  Brennpuncte  F  und 
F'j  so  werden  die  von  ihnen  gebildeten  Winkel  durch  die  Diagonalen  des  letztern  Vierecks  halbirt, 
wonach  die  letztgenannten  Diagonalen  CC"  und  C'C"  auf  einander  senkrecht  stehen.  Wenn  insbe- 
sondere der  Durchschnitt  der  beiden  Diagonalen  des  erstem  Vierecks  in  einen  der  beiden  Brenn- 
puncte selbst  fällt,  so  hat  eine  dieser  beiden  Diagonalen  eine  ganz  beliebige  Richtung,  während  die 
andere  dadurch  bestimmt  ist,  dass  sie  durch  beide  Brennpuncte  zugleich  geht;  dann  ergibt  sich  der 
Satz,  dass  eine  beliebige  Tangente  der  Curve,  begränzt  von  den  Tangenten  derselben  in  den  beiden 
Scheiteln  der  durch  die  beiden  reellen  Brennpuncte  gehenden  Axe,  von  einem  beliebigen  dieser  Brenn- 
puncte aus  unter  rechtem  Winkel  gesehen  wird.  Wenn  insbesondere  ferner  zwei  Winkelpuncte  der 
beiden  Vierecke  zusammenfallen  und  diese  also  in  ein  eingeschriebenes  und  umschriebenes  Dreieck 
übergehen,  so  ergibt  sich,  dass  die  Normale  der  Curve  in  einem  beliebigen  ihrer  Puncte  durch  den 
Pol  der  Basis  eines  eingeschriebenen  Dreiecks  geht,  dessen  Scheitel  dieser  Punct  ist  und  auf  dessen 
beiden  Schenkeln  die  beiden  Brennpuncte  liegen. 

Gehen  wir  nochmals  zu  dem  an  die  Spitze  dieser  Nummer  gestellten  Satze  zurück  und  betrachten 
die  dem  Kreise  umschriebene  vollständige  vierseitige  Figur,  so  ergibt  sich  durch  Umkchruug  der 
folgende  Satz. 
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Wenn  man  um  einen  gegebenen  Kreis  eine  vollständige  vierseitige  Figur  beschreibt ,  so  sind 
die  drei  Puucten-Paare ,  N  und  N',  M  und  M',  F  und  F',  welche  durch  die  drei  Diagonalen  ver- 
bunden werden,  bezüglich  zwei  Puncte  auf  dem  Umfange  einer  Ellipse,  zwei  Puncte  auf  dem  Umfange 
einer  Hyperbel  und  zwei  der  Ellipse  und  Hyperbel  gemeinschaftliche  Brennpuncte. 

Wir  können  auch  eines  der  beiden  andern  Puncten -Paare  N  und  N',  M  und  M'  für  die  beiden 
Brennpuncte  nehmen,  nur  erhalten  wir  dann,  statt  der  Ellipse  und  Hyperbel,  zwei  Hyperbeln,  welche 
durch  die  beiden  andern  PuHCtenpaare  gehen.  Während  jene  Ellipse  und  Hyperbel  sich  rechtwinklig 
schneiden,  haben  diese  beiden  Hyperbeln  keinen  gemeinschaftlichen  Punct  mehr.  Diese  Resultate 
knüpfen  sich  unmittelbar  an  den  Satz,  dass  bei  der  Hvperbel  oder  Ellipse  die  Differenz  oder 
Summe  zweier  von  einem  Puncte  derselben  nach  den  beiden  Brennpuncten  gezogenen  geraden  Linien 
constant  ist,  wenn  wir  erwägen,  dass  eine  vollständige  vierseitige  Figur  sich  in  drei  Vierecke  auf- 
lösen lässt,  von  welchen  eines  ein  gewöhnliches  Viereck  ist,  ein  zweites  einen  einspringenden  Winkel 
und  das  dritte  zwei  sich  schneidende  Seiten  hat,  und  dass,  wenn  die  vierseitige  Figur  einem  Kreise 
umschrieben  ist ,  in  den  beiden  ersten  Vierecken  die  Summe  und  im  dritten  die  Differenz  der  gegen- 
überliegenden Seiten  gleich  ist. 

Wir  müssen  hier  abbrechen,  ohne  den  Gegenstand  zu  erschöpfen,  es  genügt  uns,  den  We» 
angedeutet  zu  haben,  wie  wir  auf  eine  höchst  einfache  Weise  aus  der  Grund-Bestimmung  der  Brenn- 
puncte der  Ellipse  und  Hvperbel  Winkel-Beziehungen  herleiten  können,  die  sich  sonst  der  analy- 
tischen Beweisführung-  unbequem  schmiegen.  Die  Uebertragungen  auf  die  Parabel,  auf  welche  wir 
nicht  eingehen  werden ,  bieten  keine  Schwierigkeit. 

205.  Wenn  eine  Curve  zweiter  Classe  gegeben  ist,  so  können  wir  jeden  Punct,  welche1" 
in  einer  derjenigen  beiden  Ebenen  liegt,  welche  auf  der  Ebene  der  gegebenen  Curve  senkrecht  stehen 
und  diese  Ebene  in  den  beiden  Axen  der  Curve  schneiden,  als  Mittelpunct  einer  der  Curve  umschrie- 
benen Rotations-Fläche  zweiter  Classe  betrachten,  zu  deren  allgemeiner  Bestimmung  die  frühern 
Nummern  (197—199)  die  nothwendigen  Elemente  enthalten.  Wir  wollen  erstens  für  die  gegebene 
Curve  eine  Ellipse  nehmen,  und  voraussetzen,  dass  der  Mittelpunct  der  durch  dieselbe  gehenden 
Rotationsfläche  in  der  Ebene  der  Focal-Hvperbel  (15)  liege.    Es  ergibt  sich  hier  (199) 

p*_  0»'  r       ri_  £«- 

Wenn  der  Mittelpunct  1)  innerhalb  der  Focal-Hyperbel ,  2)  auf  derselben ,  3)  zwischen  derselben 
und  ihren  Asymptoten,  4)  auf  diesen  Asymptoten,  5)  in  den  von  denselben  gebildeten  Nebenwinkeln, 
oder  6)  unendlich  weit  angenommen  wird ,  ergibt  sich 

l)p*<0,  r2>0<^; 

2)  p*  =  0,  r*  =  0; 

3)  p*>  0<  F%  r*  <0; 

4)  p*  =  ß*,  r*  =   +     Qo; 


5)p'2>0S  r2^ß 


» 


6)  P*  =    qo,  r*  =0>; 

Wenn  der  angenommene  Mittelpunct  innerhalb  der  Focal-Hyperbel  liegt  (1),  so  sind  die  beiden 
Brennpuncte  reell  und  liegen  auf  demselben  Zweige  dieser  Hyperbel:  die  entsprechende  Fläche  ist 
ein  zweischaliges  Rotations-Hyperboloid  (201);  sie  sind  imaginär,  wenn  der  Mittelpunct  zwischen 
der  Focal-Hyperbel  und  ihren  Asymptoten  liegt  (3),  und  werden  wieder  reell  und  liegen  auf  beiden 
Hyperbel-Zweigen ,  wenn  der  Mittelpunct  über  die  Asymptoten  hinübertritt  (5) :  dann  ist  die  Fläche 
ein  verlängertes  Sphäroid  (201).    Wenn  ferner  p2  positiv  ist  (3,  5),  ist  der  Aequator  der  zu  bestim- 
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mcnden  Rotations-Fläche  reell,  sonst  (1)  imaginär.  Hiernach  entsprechen  den  drei  coordinirten  Fällen 
1  3,  5,  bezüglich  ein  zweischaliges  und  ein  einschaliges  Rotations-Hyperboloid  and  ein 
verlängertes    Sphäroid. 

Was  die  Uebergangs-Fällc  betrifft,  so  müssen  wir  wohl  unterscheiden,  ob  die  fraglichen  Rota- 
tions-Flächen als  Flächen  zweiter  Classe  oder  als  Flächen  zweiter  Ordnung  gelten  sollen.  Nach 
den  bisher  gewonnenen  Resultaten  können  wir  in  beiden  Voraussetzungen  diese  Uebergangsfälie 
unmittelbar  bestimmen.  Betrachten  wir  die  Flächen  als  zweiter  Ordnung,  so  bildet,  indem  der 
Mittelpunct  auf  der  Focal-Hyperbel  angenommen  wird,  zwischen  zwei-  und  einschaligen  Rotations- 
Hypcrboloiden  der  Kegel  den  Uebergang.  Rückt  der  Mittelpunct  auf  eine  Asymptote  der  Focal- 
Hyperbel,  so  bildet  ein  Rotations-Cylinder,  der  diese  Asymptote  zur  Axe  und  jeden  Punct  derselben 
zu  seinem  Mittelpuncte  hat,  den  Uebergang  von  einschaligen  Hyperboloiden  zu  verlängerten  Sphäroiden. 
Diese  verlängerten  Sphäroidc  endlich  gehen  durch  das  Rotations-Paraboloid  wiederum  in  die  zuerst 
betrachteten  zweischaligen  Hyperboloide  über.  Bei  unserer  analytischen  Darstellungsweise  haben  wir 
die  fraglichen  Rotations-Flächen  als  Flächen  zweiter  Classe  betrachtet.  In  dieser  Voraussetzung  bildet 
ein  System  von  zwei  auf  der  Focal-Hyperbel  zusammenfallenden  Puncten  den  Uebergang  zwischen 
zwei-  und  einschaligen  Rotations-Hyperboloiden.  Wenn  der  Mittelpunct  der  umschriebenen  Rotations- 
Fläche  mit  dem  Mittelpuncte  der  gegebenen  Ellipse  'zusammenfällt,  so  ist  die  Rotations-Axe  ein 
beliebiger  Durchmesser  der  Focal-Hyperbel.  Schneidet  derselbe  diese  .Hyperbel,  so  ist  die  Fläche 
ein  verlängertes  Sphäroid ,  schneidet  er  sie  nicht ,  so  ist  sie  ein  einschaliges  Hyperboloid.  Dem 
Uebergangs-Fallc  entspricht,  dass  die  Axe  der  Rotations-Fläche  mit  einer  Asymptote  der  Focal- 
Hyperbel  zusammenfällt. 

Nehmen  wir  ferner  den  Mittelpunct  der  Rotations-Fläche  beliebig  in  der  Ebene  der  imaginären 
Focal-Ellipse  an,  so  verlangt  die  Gleichung  (18),    wenn  der  Mittelpunct  überhaupt  reell   sein  soll, 

p*2  ^>  a1. 
Weil   die    Focal-Curve   imaginär   ist,  so    sind   es    immer   auch    die  Brennpuncte  der  umschriebenen 
Rotations-Fläche,  der  Radius   ihres  Aequators  ist  immer  reell   und  grösser  als  a.      Die  Rotations- 
Fläche  ist  offenbar  ein  abgeplattetes   Sphäroid. 

Wir  wollen  zweitens  eine  Hyperbel  als  gegeben  betrachten  und  den  Mittelpunct  der  ihr 
umschriebenen  Rotations-Fläche  zuvörderst  in  der  Ebene  ihrer  reellen  Focal-Ellipse  annehmen.  Je 
nachdem  der  Mittelpunct  1)  innerhalb  dieser  Focal-Ellipse,  2)  auf  dem  Umfange  derselben  oder 
3)  ausserhalb  derselben  angenommen  wird,  ist 

1)  P*  <  0  2)  p*  =  0  3)  p2  >  0 

In  dem  ersten  der  beiden  coordinirten  Fälle  1)  und  3)  sind  die  beiden  Brennpuncte  reell,  in 
dem  letztern  imaginär,  der  Radius  des  Aequators  ist  im  erstem  Falle  imaginär,  im  letztern  reell. 
Die  Rotations-Fläche,  welche  überhaupt  nur  ein  Hyperboloid  sein  kann,  ist  hiernach  im  ersten 
Falle  ein  zweischaliges,  im  letzten  Falle  ein  einschaliges;  zwischen  beiden  Fällen  bilden  zwei 
zusammenfallende  Puncte  (ein  Kegel)  den  Uebergang. 

Nehmen  wir  ferner  den  Mittelpunct  der  umschriebenen  Rotations-Fläche  in  der  Ebene  der  imagi- 
nären Focal-Ellipse  beliebig  an,  so  ist  in  Folge  der  Gleichung  (18')»  wenn  der  Mittelpunct  überhaupt 
reell  sein  soll, 

p*  >  a1. 
Die   Brennpuncte    sind    imaginär,   der  Radius   des  Aequators    ist    reell:    die  umschriebene  Rotations- 
Fläche  ein  einschaliges  Hyperboloid. 


§.  10.     Umschriebene  Rotations-Kegel  oder  Flächen  zweiter  Classe.       271 

206.  Den  Fall  der  beiden  Paraboloide  haben  wir  bisher  noch  unberücksichtigt  gelassen. 
Um  denselben  zu  discutiren,  brauchen  wir  nur  an  die  Stelle  der  Gleichung  (1)  der  188.  Nummer 
die  folgende  zu  setzen 

pu2  +  qv2  —  2tw  =  0.  (1) 

Dann  geht  die  identische  Gleichung  I,  indem  wir  zugleich  berücksichtigen,  dass  hier,  in  Ver- 
tretung der  Bedingung-s-Gleichung  (4),  nothwendig  u  =  — 1,  in  die  folgende  über: 

X  |  pu2  +  qv2  —  2tw  J  +  1  (x,t  +  y,u  +  z,v  -f  w)2  —  r2  (t2  +  u2  -f  v2)  J 

=  (x't  +  y'u  +  *'v  +  w)  (x"t  +  v"u  -f  z"v  +  w),  I,  a 

und  zeigt,  wenn  wir  sie  zuvor  auf  die  nachstehende  Form  bringen: 

%  }pu24-qv2  — 2tw,'  —  r*  (t2  +  u2  +  v2) 
=  (x't  +  y'u  +  z'v  +  w)  (x"t + y"u  +  z"v  +  w)  —  (x,t  +  #y,u  +  z,v  +  w) 2,  II  a. 

dass  die  beiden  Gleichungen 

X  jpu2+qv2-2tw{  _r2(t2  +  u2+v2)  =  0,  (2) 

(x't  +  y'n  +  z'v  -f  w)  (x"t  +  jhi  +  z"v  +  w)  —  (x,t  +  y,u  -f  z, v  +  w)  *  =  0,  (3) 

dieselbe  Fläche  zweiter  Classe  darstellen.  Die  Form  der  letztern  Gleichung  zeigt,  dass  diese  Fläche 
iu  eine  ebene  Curve  dieser  Classe  ausgeartet  ist:  eine  Bedingung  die  nur  dann  erfüllt  werden  kann, 
wenn  aus  der  erstem  Gleichung  eine  der  drei  Coordinaten  ty  u,  v  ganz  ausfällt.  Diess  geschieht, 
da  t  nicht  mehr  ausfallen  kann,  nur  noch  in  zwei  Fällen,  die  durch  die  Bedingungs-Gleichung-en 

lq  =  r2  Ap  =  r2  (4) 

angezeigt  werden.    Diesen  beiden  Fällen  entsprechend,    geht  die  Gleichung  (2)  nach  einander  in  die 

folgenden  beiden  über: 

(p  — q)u2-t(qt  +  2wD  =  0,  (5) 

(q— pDv2-t(pt+2w)  =  0.  (ß) 

Damit  die  Gleichung  (3)  endlich  mit  diesen  beiden  Gleichungen  identisch  werden  könne,  müssen 
wir  einmal  z',  z"  und  z',  das  andere  Mal  y',  y"  nnd  y,  verschwinden  lassen ;   dann  geht  sie  in*  die 

folgenden  über: 

(x't+y'u4-w)(x''t  +  y''u4-w)-(x/t+y,u  +  w)2  =0,  (7) 

(x't -f z'v  +  w)  (x"t-h  z"v + w)  —  (x,t +  z,v  +  w)2  =  0.  (8) 

Auf  demselben  Wege  als  in  der  189.  Nummer  gelangen  wir  hier  zu  dem  Resultate,  dass  es,  wenn 
eine  Fläche  zweiter  Classe  insbesondere  in  ein  Paraboloid  übergeht,  nur  noch  zwei  Focal-Curven 
gibt,  als  g-eometrische  Oerter  für  die  Mittelpuncte  der  umschriebenen  Rotations -Kegel  und  zugleich 
als  solche  g-eometrische  Oerter,  die  von  den  Axen  dieser  Kegel  umhüllt  werden.  Diese  Oerter  sind 
beide  Parabeln  und  liegen  in  den  beiden  Hauptschnitten  des  Paraboloids. 

Wir  wollen  erstens  den  Fall  des  elliptischen  Paraboloids  nehmen,  welches  in  der  Voraus- 
setzung, dass  p  und  q  beide  positiv  sind,  durch  folgende  Gleichungen  in  dem  Plan-  und  Punct- 
Coordinaten-Systeme  dargestellt  wird: 

pu2+qv*  — 2tw  =  0,  ?-+—  =  2x.  (9) 

P       q 

Es  sind  hierbei  p  und  q  die  halben  Parameter  der  beiden  Hauptschnitte,  wir  wollen  voraus- 
setzen, dass 

p>q- 
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Die   erste  Focal  -  Parabel: 

(p  _  q)  u*  —  t (qt  +  2w)  =  0,  CIO) 

welche  wir  auch  durch  die  folgenden  beiden  Gleichungen  in  Punct-Coordinaten  darstellen  können : 

z=0,  y2  =  2Cp-q)Cx-lq),  (11) 

liegt  ganz  innerhalb  der  Durchschnitts -Parabel  in   dem  Hauptschnitte  XY,  öffnet  sich  in  demselben 
Sinne ,    hat  mit  ihr  dieselbe  Axen  -  Richtung  und   denselben  Brennpunct ,    und  zu  ihrem  Scheitel  den 
Brennpunct  der  Durchschnitts-Parabel  in  dem  andern  Hauptschnitte  XZ.    Keiner  ihrer  Puncte  kann 
der  Mittelpunct  eines  reellen  umschriebeneu  Kegels  sein. 
Die   zweite   Focal  -  Parabel: 

Cq  —  P)  v2  —  t  Cpt  +  2w)  =  O  C12) 

kann  auch  durch  die  folgenden  beiden  Gleichungen  in  Punct-Coordinaten  dargestellt  werden : 

y  =  0,  Z*  =  — 2(p  —  q)(x  —  |p).  (13) 

Sie  hat  mit  der  Durchschnitts-Parabel  in  dem  Hauptschnitte  XZ  dieselbe  Axen-Richtung  und  denselben 

Brennpunct,  öffnet  sich  aber  in  entgegengesetztem  Sinne,  so  dass  sie  diese  Parabel,  und  zwar  in  den 

Kreispuncien  der  Fläche,  schneidet.    Ihr  Scheitel  ist   der  Brennpunct  der  Durchschnitts-Parabel  in 

dem  Hauptschnitte  XY. 

Wir  wollen  zweitens  das  hyperbolische  Paraboloid,  p  und  q  immer  positiv  nehmend,  durch 

folgende  Gleichungen  in  den  beiden  Coordinaten-Systemen  darstellen: 

v2      z2 
pU2_qV2_2tw  =0,  * —  =  2x.  (14) 

P     q 
Die  erste  Focal  -  Parabel 

Cp  +  q)  u*  + 1  (qt  -  2w)  =  0,  (15) 

die  wir  auch  durch  folgende  Gleichungen  in  Punct-Coordinaten  darstellen  können: 

z  =  0,  y«  m  2(p  +  q)(x-Hq),  (16) 

liegt  in  dem  Hauptschnitte  XY,  hat  mit  der  Durchschnitts  -  Curve  in  diesem  Hauptschnitte  dieselbe 
Axen-Richtung  und  denselben  Brennpunct,  öffnet  sich  in  demselben  Sinne  und  zieht  sich  ganz  um 
diese  Parabel  hin.  Ihr  Scheitel  ist  der  Brennpunct  der  Durchschnitts  -  Curve  [in  dem  andern 
Hauptschnitte. 

Die    zweite  Focal- Parabel 

(p  +  q)v2  =  t(pt-2w),  (17) 

die  wir  auch  durch  die  Gleichungen 

y  =  0,  z2  =  -(p  +  q)(x-?lP)  (18) 

darstellen  können,  zieht '  sich  auf  ganz  gleiche  Weise  um  die  Durchschnitts-Parabel  in  dem  Haupt- 
schnittc  XZ,  indem  sie  sich,  wie  diese,  in  entgegengesetztem  Sinne  öffnet. 

Jeder  Punct  beider  Focal -Parabeln  eines  hyperbolischen  Paraboloids  ist  der  Mittelpunct  eines 
reellen  der  Flache  umschriebenen  Rotations-Kegels. 

207.  Wenn  durch  das  Verschwinden  von  q,  dem  der  Uebcrgang  einer  Art  von  Paraboloide 
in  die  andere  entspricht,  die  Fläche  zweiter  Classc  in  eine  Parabel: 

pu2-f-2tw  =  0  (19) 
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ausartet,  so  ist  die  erste  Focal-Parabel  keine  andere  als  diese  Parabel  selbst,  die  zweite  Focal-Parabel 
hat  folgende  Gleichung 

pv  2+ 1  (pt  +  2w)  =  0,  (20) 

und  die  Beziehung  der  beiden  Parabeln  zu  einander  ist  eine  durchaus  gegenseitige.  Die  Ebenen 
derselben  stehen  auf  einander  senkrecht  und  schneiden  sich  in  ihrer  gemeinsamen  Axe ;  jede  hat,  bei 
gleichein  Parameter,  den  Brcnnpunct  der  andern  zu  ihrem  Scheitel.  Jede  ist  der  Ort  für  die  Mittel- 
puncte  der  durch  die  andere  gelegten  Rotations-Kegel,  und  wird  überdiess  von  der  Axe  dieser 
Rotations-Kegel  umhüllt;  woraus  dann,  ähnlich  wie  in  der  191.  Nummer  folgt,  dass  zwei  gerade 
Linien,  welche  von  irgend  zwei  Focalpuncten  einer  gegebenen  Parabel  nach  irgend  einem  Puncte 
auf  dem  Umfange  derselben  gezogen  werden,  mit  der  Tangente  in  dem  letztgenannten  Puncte  gleiche, 
Winkel  bilden.  Lassen  wir  einen  der  beiden  Focalpuncte  auf  der  Focal-Parabel  immer  weiter  rücken, 
so  ist  eine  der  beiden  geraden  Linien  ein  Durchmesser  der  gegebenen  Parabel  und  somit  erhalten 
wir  hier  noch  den  besondern  Satz,  dass  jede  gerade  Linie,  die  von  einem  beliebigen  Focalpuncte 
einer  gegebenen  Parabel  nach  einem  beliebigen  Puncte  auf  dem  Umfange  derselben  gezogen  wird, 
mit  der  Tangente  in  diesem  Puncte  dieselben  Winkel  bildet,  als  der  durch  denselben  gehende 
Durchmesser. 

Wenn  ein  elliptisches  Paraboloid  in  eine  Parabel  übergeht,  so  fallen  die  beiden  Kreispuncte 
desselben  in  den  Brennpunct  der  Parabel  zusammen  (1^2). 

208.     Die  identische  Gleichung  I,  a.  können  wir  auch  auf  folgende  Weise  schreiben 
X(pu2+qv*—  2tw)  +  (x,t+y,a+z,v+w)* 
53  (x/t-r-y'u+z/v+w)(x//t+y"u-hz'/v-}-w)+r2(t'i+u9-r-v2),  III,  a. 

und  dann,  ähnlich  wie  früher,  in  die  folgenden  beiden  auflösen : 

*{pu2+qv2+2tw)+(x,t+y,u+w)*, 
=  (x/t-r-y/u-{-w)(x//t-r-y//u+w)-f  r2(t^+u2+v2), 

X(pu2-j-qv2-2tw)+(x,t+z,v-fw)2  (21) 

==  (x't+z'v+\*  )  (x"t+v"v4-w)-|-r2(t2+u2+v2). 

Nach  der  bekannten  Deutungsweise  ergibt  sich  hier  der  Satz,  dass  auch  für  den  Fall  der  beiden 
Paraboloide  irgend  zwei  Focalpuncte  der  Fläche  die  beiden  Brennpuncte  einer  ihr  umschriebenen 
Rotations-Fläche  zweiter  Classe  sind,  dass  der  Pol  der  Berührungs-Ebene  mit  den  beiden  Focal- 
puncten in  demselben  Hauptschnitte  liegt  und  der  Mittelpunct  einer  Kugel  ist,  welche  gleichzeitig 
denjenigen  beiden  Kegeln  eingeschrieben  ist,  deren  Spitzen  mit  den  beiden  Focalpuncten  zu- 
sammenfallen. 

An  die  Stelle  der  Paraboloide  kann  insbesondere  auch  eine  Parabel  treten.  Irgend  zwei 
beliebige  Focalpuncte  einer  gegebenen  Parabel  sind  die  beiden  Brennpuncte  einer  durch  dieselbe  ge- 
legten Rotations-Fläche,  welche  hier  nothwendig  ein  zweischaliges  Hyperboloid  ist,  das,  wenn  einer 
der  beiden  Focalpuncte  auf  der  Focal-Parabel  unendlich  weit  rückt,  in  ein  Paraboloid  übergeht.  Es 
folgt  hieraus,  dass  die  Differenz  der  Abstände  der  Puncte  einer  gegebenen  Parabel  von  irgend  zwei 
festen  Focalpuncten  derselben  constant  ist. 

209.    Wenn  wir  insbesondere,  der  ersten  der   beiden  identischen  Gleichungen  (21)  entsprechend, 

X  (pu2  +  qv*  —  2tw)  -f-  (x,t  -f  y,u  +  w)*  =  0  (22) 

für  die  Gleichung  einer  Rotations-Fläche  nehmen,  deren  beide  Brennpuncte  auf  der  ersten  Focal- 
Parabel  liegen ,  so  ergibt  sich ,  indem  wir 
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A    ==  x,*,  A'  ==  y,2+Ap,  A"=Aq, 

B"  =  x,  y„  B'  =  0,  B     =  0, 

C     =-  X  +  x„  C  =  y„  C"  =  0, 

D  =  1 
setzen,  mit  Beibehaltung  der  frühern  Bezeichnung: 

Y  =  —  %  (X  —  2  x,),  Y4    =  Xp,  Y2     =  Xq, 

¥32=Xy,,  *3i  =  0,  W30=0, 

und  hieraus,  ähnlich  wie  in  der  198.  Nummer,  um  auszudrücken,  dass  die  Gleichung  (22)  eine  Rota- 
tions-Fläche darstelle,   die  erste  der  folgenden  beiden  Bedingungs-Gleichungen,    in   der   wir  zugleich 

r2 
für  X  seinen  Werth  —  eingesetzt  haben: 

q 

,,*  =  -2(p-tf(x,  ->--+-). 

Die  zweite  dieser  Gleichungen  ergibt  sich  aus  der  ersten,  indem  wir  y,  und  q  bezüglich  mit  z, 
und  p  vertauschen.  Betrachten  wir  x,,  y,  und  z,  als  veränderlich,  und  r2  als  gegeben,  so  stellen 
diese  Gleichungen  zwei  Parabeln  in  der  Ebene  XY  und  XZ  dar ,  welche  keine  andern  sind ,  als  die 
beiden  Focal-Parabeln  (li)  und  (13),  parallel  mit  sich  selbst,  nach  der  Richtung  ihrer  Durchmesser 
verschoben.  Wenn  das  gegebene  r*  insbesondere  verschwindet,  so  stellen  die  Gleichungen  (23)  die 
beiden  Focal-Parabeln  (5)  und  (8)  in  der  unverrückten  Lage  dar. 

Wenn  wir  den  Radius  des  Aequators  der  Rotations-Fläche  (22)  durch  p2  bezeichnen,  so  ist,  in 
Gemässheit  der  ersten  der  beiden  identischen  Gleichung-en  (21) , 

p2  =  —  r*. 

Für  die  Gleichungen  derjenigen  beiden  Curven,  welche  in  Beziehung  auf  die  beiden  bezüglichen 
Focal-Parabeln,  die  zugeordneten  Polar-Curven  derjenigen  beiden  Parabeln  sind,  welche  durch  die 
Gleichungen  (23)  dargestellt  werden,  ergeben  sich,  indem  wir  zugleich  ( —  p2)  für  r2  einsetzen, 
unmittelbar  die  folgenden 

,.  =  .(,_ö(*_!l  +  Ü)f 

z^-aCp-n*-1^). 

Die  so  bestimmten  Curven  sind  der  geometrische  Ort,  welcher  zugleich  von  dem  Mittelpunctc 
solcher  umschriebenen  Rotations-Flächen,  deren  Aequator  den  Radius  p  hat,  beschrieben  und  von  der 
Rotations-Axe  derselben  Flächen  umhüllt  wird. 

Setzen  wir  q  =0,  so  tritt  wiederum  an  die  Stelle  des  Paraboloids  (1),  als  Fläche  zweiter 
Classe,  die  Parabel 

pu2  —  2tw  =  0,  (19) 

und  während  die  ersten  Gleichungen  (23)  und  (24)  ihre  geometrische  Bedeutung  verlieren ,  gehen 
die  zweiten  dieser  Gleichungen  in  die  folgenden  über: 

z<>=-2p(x'-El±l!\  (25) 

2>= -2p (x  _£!+£!).  (26) 
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Die  letzte  Gleichung  stellt  in  derjenigen  Ebene,  welche  auf  der  Ebene  der  gegebenen  Parabel 
senkrecht  steht  und  diese  Parabel  in  ihrer  Axe  schneidet,  den  Ort  für  die  Mittelpuncte  einer  Rotations- 
Fläche  dar,  welche  durch  die  Parabel  geht.  Eine  solche  Rotations-Fläche  ist  nothwendig  ein  zwei- 
oder  einschaliges  Hyperboloid,  und  eine  Tangential-Ebene  ihres  Asymptoten-Kegels  der  Ebene 
der  gegebenen  Parabel  parallel.  Ersteres  findet  Statt,  wenn  der  Mittelpunct,  der  jeder  beliebige 
Punct  in  der  eben  bestimmten  Ebene  sein  kann,  innerhalb  der  Focal-Parabel,  letzteres,  wenn  er 
ausserhalb  derselben  liegt.  Im  ersten  Falle  ist  p'2  negativ  und  r2  positiv,  in  letztern  Falle  umge- 
kehrt p2  positiv  und  r2  negativ.  Den  Uebergang,  p2  =  r2  =0  entsprechend,  bildet  der  Fall,  dass 
der  Mittelpunct  auf  der  Focal-Parabel 

z*  =  -  2p  O-Jp) 

liegt.     Liegt  der  Mittelpunct  nach   der  Richtung   eines  Durchmessers    der  Focal-Parabel    unendlich 
weit,  so  wird  die  fragliche  Rotations-Fläche  ein  Paraboloid. 


§.  IL 

Rotations-Kegel«  die  den  Flächen  zweiter  Ordnung  umschrieben 
sind.    Focalpunct  nnd  Directrix. 

210.  Indem  wir  dieselbe  Fläche  nach  einander  als  eine  Fläche  zweiter  Classe,  das  heisst  als 
die  bildliche  Darstellung  von  Gleichungen  zweiten  Grades  in  Pnnct-  und  in  Plan-Coordinaten  an- 
sehen, sind  es  ganz  analoge  Betrachtungen,  die  uns  in  einer  der  beiden  Anschauungsweisen  zu  der 
Bestimmung  der  Kreisschnitte  dieser  Fläche  und  in  der  jedesmaligen  andern  Anschauungsweise  zu 
der  Bestimmung  der  dieser  Fläche  umschriebenen  Rotations-Kegel  führen  und  umgekehrt.  Diese 
Betrachtungen  gestalten  sich  aber  ganz  verschieden,  sei  es,  dass  wir  die  Kreisschnitte,  sei  es,  dass 
wir  die  umschriebenen  Rotations-Kegel  in  der  zwiefachen  Auffassung,  der  das  zwiefache  Coordinaten- 
System  entspricht,  bestimmen  wolleu.  Im  gegenwärtigen  Paragraphen  wollen  wir  das  System  ge- 
wöhnlicher rechtwinkliger  Parallel-Coordinaten  zu  Grunde  legen  und  können  dann  in  der  allgemeinen 
Gleichung  einer  gegebenen  Fläche  der  zweiten  Ordnung  die  Coordinaten  des  Mittelpunctes  eines 
dieser  Fläche  umschriebenen  Rotations-Kegels  unmittelbar  in  Evidenz  bringen  und  aus  den  neuen 
Gleichungs-Formen  eine  neue  Reihe  geometrischer  Beziehungen  ableiten. 

Wenn  irgend  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  sich   in   reellen  oder  imaginären,   ebenen   Curven 

schneiden,  so  lassen  sich  immer  auch  denselben  Flächen  zwei  reelle  oder  imaginäre  Kegel  umschreiben.*) 

Bezeichnen  wir  eine  der  beiden  Flächen,   die  Mir  als  eine  gegebene  betrachten    wollen,    durch    die 

allgemeine  Gleichung 

ü  =  0,  (1) 

und  die  zweite  durch 

K  =  0, 

so  entspricht  der  obigen  Voraussetzung  die  identische  Gleichung: 

Q  =  K+xst, 


*)     Einen  unmittelbaren  Beweis  dieses  aligemeinen  Satzes  worden  wir  in  dem  14.  Paragraphen  finden. 
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indem  wir  durch  s  und  t  irgend  zwei  lineare  Functionen  und  durch  n  einen  unbestimmten  constanten 
Coefficienten  bezeichnen.  Wenn  die  zweite  Fläche  eine  Kugel  ist,  so  sind  die  beiden  umschriebenen 
Kegel  offenbar  Rotations-Kegel  und  wenn  diese  Kugel  sich  insbesondere  auf  einen  Punct  reducirt, 
wonacii 

K  =  (x-x')2  +  (y-y02+0-O2, 

so  fallen  die  beiden  Kegel  in  einen  einzigen  zusammen,  dessen  Mittclpunct  der  Punct  (xy,  y',  z') 
ist.    Dann  erhalten  wir  also 

ß  =  (X— x')H-(y-y0'2+O-z')2+*st,  (2) 

und  hiernach  für  die  allgemeine  Gleichung  der  Flächen  zweiter  Ordnung,  in  so  weit  denselben  sich 
Rotations-Kegel  umschreiben  lassen,  die  folgende : 

(x— x02+(y—  y')2+Cz  —  z02-f-*st  =  0.  (3) 

Diese  Gleichung  enthält  zehn  Constanten,  von  welchen  x  die  eine  ist  und  drei  auf  die  Bestimmung 
des  Mittelpunctes  des  umschriebenen  Rotations-Kegels  und  jeder  der  beiden  Ebenen  s  und  t  kommen. 
Vor  Allem  müssen  wir  in  die  Discussion  dieser  Constanten,  unter  denen  eine  überzählige  sich 
befindet,  eingehen. 

Zu  diesem  Ende  wollen  wir  die  Richtung  der  drei  Coordinaten-Ebenen  so  annehmen,  dass  zwei 
derselben  denjenigen  beiden,  immer  reellen  und  auf  einander  senkrechten  Ebenen,  welche  die  von 
den  Ebenen  (s)  und  CO  gebildeten  Winkel  halbiren,  parallel  sind,  und  dass  die  dritte  Coordinaten- 
Ebene  auf  diesen  senkrecht  steht.  Hierdurch  sind  drei  mögliche  Reductioncn  der  Gleichung  (3) 
gegeben,  es  kann  diese  Gleichung  in  jede  der  folgenden  drei  übergehen: 

(x-x')'+Cy-y02+(z-z92  =  *(y_y")2+Ky-y")*,  (4) 

(x— x')*+(y— y')2_|_fz„  zQ2  =  X(x—  x")2+<z  —  z")2,  (5) 

(x-x')2+Cy-yO*+(z-z02  =  Ky-y'^+Kz-z'O2,  (6) 

Ueber  den  Anfangspunct  der  Coordinaten  ist  hierbei  durchaus  keine  Bestimmung  gemacht  worden, 
wir  wollen  ihn  im  Mittelpuncte  der  gegebenen  Fläche  annehmen.  Nach  den  vorstehenden  Glcichungs- 
Formen  sind  die  Axcn  dieser  Fläche  den  Coordinaten-Axen  parallel,  und  fallen  insbesondere,  bei 
der  vorstehenden  Annahme  über  den  Anfangspunct,  mit  diesen  Coordinaten-Axen  zusammen,  so  dass 
wir  für  die  Gleichung  der  gegebenen  Fläche  (1)  die  folgende  nehmen  können: 

x2   ,  y2      z* 
wobei  wir  voraussetzen  wollen,  dass 

«2>£2>y2.*;>  (8) 

211.  Nehmen  wir  erstens  die  Gleichungen  (4)  und  (7)  als  identisch,  so  erhalten  wir  zwischen 
den  noch  zu  bestimmenden  sieben  Constanten  der  erstem  dieser  beiden  Gleichungen,  die  folgenden 
sechs  Bcdingungs-Gleichungen 

*-?-!?•       ?*«,rS'  (9) 


Statt  der  drei  Gleichungen  (4)  —  (6)  können  wir  auch  bloss  eine  derselben  nehmen,  und  dann,  um  alle 
Fälle  xu  erschöpfen,  der  Fläche  (7)  eine  dreifache  Lage  geben,  indem  wir,  nach  einander,  die  Axen  der 
Fläche  auf  verschiedene  Weise  mit  den  drei  Coordinaten-Axen  zusammenfallen  lassen.  Die  Auffassungs- 
weise  des  Textes  macht  die  Darstellung  einfacher. 
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z'  =  0,  y'  —  ny"  =  0,  x'  —  Xx"  =  0,  (10) 

tXx"2— x'2)+(uy"*-y'2)  =  y2.  (11) 

Da  z'  verschwindet,  so  liegt  der  Mittelpunct  des  umschriebenen  Rotations-Kegels  in  der  Ebene  der 
Halb-Axen  a  undS,  und  ist  in  dieser  Ebene  durch  die  Coordinaten-Werthe  x'  und  y'  bestimmt.  Senk- 
recht auf  derselben  Ebene  steht  die  Durchschnitts-Linie  der  Ebenen  (s)  und  (t) ,  welche  ihrerseits 
durch  die  Coordinaten-Werthe  x"  und  y"  bestimmt  ist.     Wir  erhalten  aus  den  Gleichungen  (9) 

X  = — ,     u  = — ,  (12) 

ferner,  wenn  wir  vermittelst  der  beiden  letzten  Gleichungen  (10)  aus  der  Gleichung  (11)  einmal 
x"  und  y",  das  andere  Mal  x'  und  y'  eliminiren : 

1  —  X  1  —  a 

-—.*'*+ — -.y'2  =  r2, 

oder  wenn  wir  für  X  und  f*  die  obigen  Werthe  einsetzen: 


L/2  y/2 


«•2_yi  p-2-y 


=  1,  (13) 


a1  —  r2  ö2 — r2 

^tL-""  +  V^^"!  =  1-  04) 

In  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen,  verbunden  mit  der  Gleichung 

z'  =  0, 

erkennen  wir,  als  geometrischen  Ort  für  die  Mittelpuncte  der  umschriebenen  Rotations-Kegel,  die 
Focal- Ellipse  der  Fläche  (7)  wieder  (190);  die  zweite  Gleichung  gibt  für  den  Ort  der  Durch- 
schnitts-Linien der  beiden  Ebenen  (s)  und  (t)  einen  auf  der  Ebene  der  Focal-Ellipse  senkrecht 
stehenden  Cylinder,  dessen  Basis  wiederum  eine  Ellipse  ist.    Die  beiden  Halb-Axen- Quadrate  dieser 

et4  ß4 

Ellipse  sind    — j   und  - — — r  und  geben,  mit  den  bezüglichen  Halb-Axen-Quadraten   der  Focal- 

al — y'  ß2 yZ 

Ellipse,  (a2 — y2)  und  (ß2  —  y2),  multiplicirt,  a4  und  ß4,  woraus  folgt,  dass  die  beiden  Ellipsen 
zugeordnete  Polar-Curven  in  Beziehung  auf  die  Durchschnitts-Curve  in  dem  bezüglichen  Hauptschnitte 
der  Fläche  sind,  oder,  was  hieraus  sogleich  sich  ergibt,  dass,  in  Beziehung  auf  die  gegebene  Fläche, 
der  fragliche  Cylinder  die  Polar-Fläche  der  Focal-Ellipse  ist. 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  (10)  und  der  Gleichung  (11)  ergibt  sich  ferner 

(l-X)x'x"+(l-fOyy  =  y2, 
und  wenn  wir  wiederum  für  X  und  u  die  Werthe  einsetzen: 

x'x"  ,  y'y"  -J' 

worin  das  Gesetz  ausgesprochen  ist,  wie  jedem  Puncte  ,der  Focal-Ellipse  eine  bestimmte  Seite  des 
Cylinders  entspricht  und  umgekehrt.  Die  einem  Puncte  auf  der  Focal-Curve  entsprechende  Seite 
des  Cylinders  ist  nemlich  diejenige,  in  welcher  dieser  Cylinder  von  der  Polar-Ebene  des  Punctes, 
genommen  in  Beziehung  auf  die  gegebene  Fläche,  berührt  wird,  so  wie,  andrerseits,  der  einer 
Cylinder-Seite  entsprechende  Punct  der  Pol  derjenigen  Ebene  ist,  welche  den  Cylinder  in  dieser 
Seite  berührt. 
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Wir  wollen  überhaupt  irgend   einen  Punct    (x',  y',  0)    Focalpunct   und   jede   Cylinder-Seite 
Directrix  nennen. 

212.    Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  (10)  erhalten  wir  endlich  noch: 

\"— y'        1  —  ft    y"        «V' 

x"^  Ä  T^i ' x7'  ^^x"' 

woraus,  wenn  wir  geometrisch  deuten,  folgt,  dass  der  Punct  (x',  y',  0)  auf  einer  solchen  g-eraden 
Linie  liegt,  die  durch  den  Punct  (x",  y",  0)  geht  und  auf  der  Polaren  dieses  Punctes  in  Beziehung 
auf  die  Curvc  des  Hauptschnittes  senkrecht  steht.  Ist  also  die  Directrix  gegeben,  so  brauchen  wir 
bloss,  vom  Fusspuncte  derselben  aus,  ein  Perpendikel  auf  die  Polare  dieses  Fusspunctes  zu  fällen. 
Perpendikel  und  Polare  schneiden  sich  alsdann  in  dem  zugehörigen  Focal-Puncte. 

Die  auf  die  Form  der  Gleichung  (15)  g-egründete  gegenseitige  Bestimmung  von  Focalpunct  und 
Directrix  setzt  bloss  voraus,    dass  die  Curven   (13)   und   (14),    in  Beziehung  auf  die   Curven  des 

Hauptschnittes : 

x2       y'1 

zugeordnete  Polar-Curven  sind.  (Wir  sehen  in  dem  Nächstfolgenden  von  der  dritten  Dimension 
ganz  ab.)  Die  in  dem  Vorstehenden  enthaltene  Construction  des  Focalpunctes,  wenn  die  Directrix 
gegeben  ist,  wobei  die  Curven  (13)  und  (14)  selbst  nicht  in  Betracht  kommen,  findet  ihren  Grund 
darin,  dass  die  erste  dieser  beiden  zugeordneten  Polar-Curven  dadurch  particularisirt  wird,  dass  sie 
mit  der  Curve  des  Hauptschnittes  dieselben  beiden  Brennpuncte  (F  und  G)  hat.  Umgekehrt  fliesst 
hieraus  auch  eine  unmittelbare  Bestimmung  der  Directrix,  wenn  der  zugehörige  Focalpunct 
gegeben  ist. 
Fig.  4,5.  Nehmen  wir  also  überhaupt  drei  Curven  (13),  (14),  (16),  von  welchen  zwei  in  Beziehung 
auf  die  dritte  zugeordnete  Polar-Curven  sind,  und  bestimmen  die  erste  von  jenen  beiden  so,  dass  sie 
mit  der  dritten  dieselben  beiden  Brennpuncte  hat,  so  haben  wir  bewiesen,  dass,  wenn  wir  von  irgend 
einem  Puncte  (N)  der  zweiten  Curve  ein  Perpendikel  auf  die  Polare  dieses  Punctes,  die  eine  Tan- 
gente der  ersten  Curve  ist,  fällen,  der  Fusspunct  (M)  dieses  Perpendikels  (NM)  ein  Punct  der 
ersten  Curve  (der  Berührungspunct)  ist.  Dieser  Punct  (M)  ist  der  Focalpunct,  welcher  zu 
derjenigen  Directrix  gehört,  welche  in  dem  beliebigen  Puncte  (N)  der  zweiten  Curve  auf  der  gemein- 
samen Ebene  der  drei  Curven  senkrecht  steht.  Ist  der  Punkt  (M)  gegeben,  so  können  wir  unmit- 
telbar die  Tangente  und  Normale  der  ersten  Curve  in  diesem  Puncte  bestimmen.  Ziehen  wir  nemlich 
durch  denselben  und  die  beiden  gemeinsamen  Brennpuncte  (F,  G)  zwei  gerade  Linien  (MF, 
MG)  und  halbiren  dann  durch  zwei  neue  gerade  Linien  die  von  diesen  beiden  gebildeten  Scheitel- 
Winkel,  so  ist  eine  der  letztgezogenen  geraden  Linien  (MN)  die  fragliche  Normale  und  die  andere 
die  fragliche  Tangente  (MN')  der  ersten  Curve  im  Puncte  (M).  Der  Pol  der  Tangente  (MN')  ist 
derjenige  Punct  N,  in  welchem  die  zum  Focalpuncte  M  gehörige  Directrix  auf  der  Ebene  der  drei 
Curven  senkrecht  steht.     Dieser  Punct  liegt  also  auf  der  Normalen    (MN)    und    zugleich   auf   der 


)  Geht  die  erste  Curve,  als  Curve  zweiter  Classe  betrachtet,  in  das  System  der  beiden  Brennpuncte,  nnd 
dem  entsprechend  die  zweite  Curve,  als  Curve  zweiter  Ordnung  zu  betrachten,  in  das  System  der  bei- 
den Directricen  über,  so  gibt  der  Satz  des  Textes  den  allbekannten  Satz,  das*  die  Polare  eines  beliebig 
auf  einer  Directrix  angenommenen  Punctes  und  diejenige  gerade  Linie,  welche  diesen  Punct  mit  dem 
Brennpuncte  verbindet,    in  dem  Brennpuncte  auf  einander  senkrecht  stehen. 
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Polaren  des  Punctes  M.  Die  beiden  durch  diesen  Punct  und  die  beiden  Brennpuncte  gehenden  ge- 
raden Linien  (MF,  MG)  schneiden  die  dritte  Curve  in  vier  Puncten  (P,  Q,  R,  S),  die  sich  paar- 
weise durch  zwei  neue  Linien-Paare  PR  und  QS,  PQ  und  RS  verbinden  lassen  und  die  Linien  jedes 
Paares  schneiden  sich  in  zwei  neuen  Puncten  (N0,  N0').  Diese  beiden  Puncte  liegen  auf  der  Pola- 
ren (M)  und  wir  behaupten  überdies,  dass  sie  mit  den  beiden  Puncten  N  und  N',  in  welchen  diese 
Polare  von  den  eben  bestimmten  Linien  MN  und  MN'  geschnitten  wird,  zusammenfallen,  wonach 
wir,  wenn  der  Punct  M  gegeben  ist,  auf  die  leichteste  Weise  die  Puncte  N  und  N7  finden  können.*) 


*)  Um  den  letzten  Entwickelungen  ihre  richtige  Stelle  anzuweisen,    füge   ich  in  dieser  Note    einige   Bemer- 
kungen hinzu. 

Curven  zweiter  Classe,  welche  dieselben  Brennpuncte  haben,  sind  als  solche  Curven  anzusehen,  die 
ron  denselben  vier  (imaginären)  geraden  Linien,  die  sich  paarweise  in  den  beiden  reellen  Brennpuncten 
schneiden  (Analytisch-geometrische  Entwicklungen  II,  478)  berührt  werden.  Ein  System  von 
Curven  dieser  Art  lässt  sich,  indem  wir  für  8  nach  einander  beliebige,  positive  oder  negative,  Werthe 
einsetzen,  durch  folgende  Gleichung  darstellen: 

(«2  __  a}  t2  +  (S2  —  £)  u2  =  w *  (a) 

Zu  diesen  Curven  gehört  insbesondere,  8=ß'i  entsprechend,  (wir  nehmen  immer  a2^>/32)  das  System 
der  beiden  reellen  Brennpuncte  und,  8=a*  entsprechend,  das  System  der  beiden  imaginären  Brennpuncte. 
Das  dritte  Puncten-System,  8=  GO  entsprechend,  ist  imaginär  und  liegt  unendlich  weit.  Um  den  Beweis 
der  obigen  Behauptung  an  die  Form  der  vorstehenden  Gleichung  (a)  zu  knüpfen,  brauchen  wir  nur  zwi- 
schen dieser  Gleichung  und  der  Gleichung 

a2t2  +  52U2  ==  W2,  (b) 

die  aus  jener  sich  ergibt,  wenn  wir  8    gleich  Null   setzen,    nach    einander   u    und   t   zu  eliminiren.      Auf 
diesem  Wege  finden  wir,  unabhängig  von  d",  die  folgenden  beiden  Gleichungen: 
(a2_£2jt2    =    W2,  _(a2_^2^u-2    _    w2. 

In  Beziehung  auf  alle  Curven  zweiter  Classe,  welche  überhaupt  vier  gegebene  gerade  Linien  berüh- 
ren, —  hier  insbesondere  dieselben  beide  Brennpuncte  haben  —  ist  der  geometrische  Ort  für  die  Pole  einer 
beliebigen  geraden  Linie  eine  zweite  gerade  Linie  (Entw.  II.,  626).  Die  Beziehung  der  beiden  geraden 
Linien  zu  einander  ist  eine  durchaus  gegenseitige,  sie  stehen  insbesondere  in  dem  hier  betrachteten  Falle 
auf  einander  senkrecht.  Es  wird  nemlich  der  Pol  einer  gegebenen  geraden  Linie  (f,  u',  w')  in  Be- 
ziehung auf  die   Curve  (a),    wie  bekannt,  durch  die  folgende  Gleichung 

(«2  _  $)  t/t  -f  (Ö2  —  d)  u'u  =  w'w. 

dargestellt;  die  Coordinaten -Werthe  des  Punctes  sind  hiernach 

x==_(a*_3)i       v  =  -(ß2_a)^, 
w'  w' 

und  wenn  wir  aus  diesen  Gleichungen  8  eliminiren,  kommt  für  den  Ort  der  fraglichen  Pole: 

w'  w' 

—  .V .  X   =   «2  —  ß'2, 


—  .y .  x  =  «2  —  ß' 

u'  *        V 


dieser  Ort  ist  also  eine  gerade  Linie,  die  auf  der  gegebenen  (t',  u',  w')  senkrecht  steht.  Die  beiden  geraden 
Linien  sind  die  Tangenten  zweier  der  in  Rede  stehenden  Curreu  (einer  Ellipse  und  einer  Hyperbel) ,  die 
durch  ihren  Durchschnittspunct  gehen  und  in  diesem  Puncte  sich  rechtwinklig  schneiden.  Hieraus  folgt 
zugleich,  dass  diese  beiden  geraden  Linien  die  Scheitel  -  Winkel  halbiren,  welche  durch  diejenigen  beiden 
geraden  Linien  gebildet  werden,  die  durch  ihren  Durchschnittspunct  und  die  beiden  gemeinschaftlichen 
Brennpuncte  geben. 


Ar  - 
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213.  Die  bisherigen  Erörterungen  beziehen  sich  glcichmässig  auf  alle  Flächen  der  zweiten 
Ordnung,  die  einen  Mittelpunct  haben,  auch  die  imaginären  Flächen  nicht  ausgeschlossen.  Wir 
wollen  nun  in  eine  speciellc  Betrachtung  der  verschiedenen  Arten  dieser  Flächen  eingehen. 


In  der  4.  und  5.  Figur  sind  MN  und  MN'  zwei  gerade  Linien,  die  zu  confocalen  Curven  zweiter 
Classe,  von  welchen  eine  beliebige  gezeichnet  ist,  in  der  besprochenen  Weise  sich  verhalten.  F  und  G 
sind  die  beiden  gemeinschaftlichen  Brennpuncte.  In  Beziehung  auf  die  beliebige  Curve  liegt  der  Pol  von 
MX'  auf  MN  und  ist  also  kein  andrer  als  derjenige  Punct  N,  in  welchem  auf  der  letztgenannten  geraden 
Linie  MN  die  beiden  Linien  Pll  und  OS  sich  schneiden.  PH  und  OS  bestimmen  sich  aber  dadurch ,  dass 
man  durch  M  und  die  beiden  Brennpuncte  F  und  G  zwei  gerade  Linien  legt,  welche  die  Curve  in  den 
vier  Puncten  P,  Q,  R  und  S  schneiden  und  diese  Puncte  durch  zwei  neue  gerade  Linien  verbindet.  Diess 
Letztere  kann  noch  auf  andere  Weise  geschehen:  PQ  und  BS  schneiden  sich  in  N',  dem  Pole  von  MN. 
Es  ist  hiernach  bewiesen,  dass  zwei  gerade  Linien,  welche  durch  den  als  beliebig  angenommen  zu 
betrachtenden  Punct  M  und  die  beiden  in  obiger  Weise  bestimmten  Puncte  N  und  N'  gehen,  die  von  den 
Linien  MF  und  MG  gebildeten  Scheitel-Winkel  halbiren.  Auf  diesen  Satz  haben  wir  uns  im  Texte  bezogen. 
Liegt  der  Punct  M  insbesondere  auf  der  Curve  selbst,  so  ergibt  sich  der  allbekannte  Spiegelungs-Satz. 
Wir  wollen  hier  noch  verwandte  Beziehungen  mit  wenigen   Worten  andeuten. 

Wenn  wir,  von  einem  gegebenen  Puncte  M  aus,  an  alle  Curven  zweiter  Classe,  die  überhaupt  vier 
gegebene  gerade  Linien  berühren,  hier  insbesondere  dieselben  beiden  Brennpuncte,  F  und  G ,  haben ,  Tan- 
genten-Paare legen,  so  bilden  diese  eine  Involution  (Entw.  IL,  623).  Nach  unserer  Definition  (siehe  die 
Note  zu  der  angeführten  Stelle)  besteht  überhaupt  eine  Involution  von  geraden  Linien  aus  solchen  Linien- 
Paaren,  die  mit  zwei  gegebenen  geraden  Linien  Systeme  von  vier  Harmonicalen  bilden.  In  jeder  der 
beiden  gegebenen  geraden  Linien  fallen  die  beiden  Linien  eines  Paares  der  Involution  zusammen.  Stehen 
diese  beiden  geraden  Linien  auf  einander  senkrecht,  so  halbiren  sie  die  von  den  Linien  jedes  Paares  gebil- 
deten Scheitel-Winkel,  und  also  bilden  dann  auch  die  Linien  irgend  zweier  Paare  mit  einander  gleiche 
Winkel.  In  dem  Falle,  den  wir  hier  betrachten,  gehen  durch  den  gegebenen  Punct  M ,  die  beiden  auf 
einander  senkrechten  Tangenten  MN  und  MN'  zweier  in  demselben  Puncte  sich  schneidenden  Curven  :  in 
jede  derselben  fallen  die  beiden  Tangenten  eines  Paares  der  Involution  zusammen.  Insbesondere  gehört 
auch  das  System  derjenigen  beiden  geraden  Linien ,  welche  den  gegebenen  Punct  M  mit  den  beiden 
Brennpiincten  verbinden,  in  die  Reihe  der  fraglichen  Tangenten -Paare.  Es  ist  also  bewiesen,  dass  die 
von  einem  beliebigen  Tangenten-Paare  und  insbesondere  von  den  durch  die  beiden  Brennpuncte  gehenden 
geraden  Linien  gebildeten  Scheitel- Winkel  durch  die  beiden  Tangenten  der  in  M  sich  schneidenden  beiden 
Carmen  zweiter  Classe  halbirt  werden.  Unmittelbar  hieran  knüpft;  sich  der  bekannte  Satz,  dass  zwei 
Tangenten,  die  man  von  einem  gegebenen  Puncte  aus,  an  einen  gegebenen  Kegelschnitt  legt,  mit  denje- 
nigen beiden  geraden  Linien,  die  durch  denselben  Punct  nach  den  beiden  Brennpiincten  gezogen  werden, 
gleiche  Winkel  bilden. 

Wir  können  den  gegebenen  Kegelschnitt  der  4.  und  5.  Figur  auch  als  einer  solchen  Reihe  von  Curven 
zweiter  Classe  angehörig  betrachten,  die  alle  dem  Vierecke  ABCD  eingeschrieben  sind  und  dieses  Viereck 
so  bestimmen,  dass  die  Bcrührungspuncte  auf  den  gegenüberliegenden  Seiten,  P  und  S,  Q  und  R,  bezüg- 
lich mit  den  beiden  Brcnnpuncteu  F  und  G  in  gerader  Linie  liegen  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 
<!a->  durch  zwei  gegenüberliegende  Winkelpuncte,  D  und  B,  die  beiden  Directricen  des  gegebenen  Kegel- 
schnittes gehen.  Dann  gehören  zu  den  Tangenten-Paaren  der  bezüglichen  Involution  insbesondere  auch 
diejenigen  drei  Linien-Paare,  welche  die  drei  Puncten-Paare  A  und  C,  II  und  L,  D  und  B  mit  dem  belie- 
big anzunehmenden  Puncte  verbinden.  Ist  dieser  wiederum  der  Punct  M,  so  fallen  die  Linien  der  beiden 
ersten  Paare  in  den  beiden  auf  einander  senkrechten  geradeu  Linien  MN  und  MN'  zusammen.  Wir 
gelangen  hiernach  namentlich  auch  zu  den  folgenden  Sätzen. 

Wenn  ein  Kegelschnitt    und   ein  Punct  M    gegeben    sind,    so    bilden  diejenigen    geraden   Linien,  MD 
und  MB,  die    diesen    Punct   mit  denjenigen    beiden    Puncten  D  und    B  verbinden,    in  welchen  die  Polare 


m      mk- 
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A.    Wenn  die  Fläche  ein  Ellipsoid  und  ihre  Gleichung  die  folgende  ist: 

x*      y2    ,  z2 


so  ist  aus  den  Gleichungen: 


r1  .  *     r* 


X    =    1     —    '  iL    ==    1—    '- 


a2 '  l  ß* 

ersichtlich,  dass  %  und  j*  beide  positiv  und  kleiner  als  die  Einheit  sind,  dass  ferner  fi<C  ^.    Setzen 
wir  demnach 

so  geht  die  Gleichung  (4)  in  die  folgende  über 

(x  -x')2+Cy -  y0*+*a  =  d*  \ (y-y'02  +  -J=-  O-*")*  I ,  (19) 

sinz  w 

wobei  o)  derjenige  Winkel  ist,  den  die  Ebenen   der  Kreisschnitte   des  Ellipsoids   mit  der  kleinsten 

Axe  desselben   und  also   auch  mit    der   ihr  parallelen   Directrix    bilden.      Da  X  <  1,   ergibt  sich 
£2  <C  sin'2«. 

B.  Wenn  die  Fläche  ein  einschalig-es  Hyperboloid  und  ihre  Gleichung  die  folgende  ist: 

T«         v2         72 

a        P        7 
so  kommt: 

wonach  X  und  ii  beide  positiv  und   beide   grösser  als  die  Einheit  sind;   überdiess  ist  (j.  ^>  X   und 
wenn  wir,  hiermit  in  Uebereinstimmung, 

X         «24-/2    g-i 
X  es  d2,     -  ==  _TZ_  .  P_  ga  sin2w  C2l) 

•etzen,  so  geht  die  Gleichung  der  Fläche  in  die  folgende  über: 

(x-xOa+(y-704+*4  =  ö*  \  (x-x'O*  +  ~"  0— y")2 1 ,  W 

sin2  o 
wobei  S2  ^>  1  und  »  derjenige  Winkel  ist,   welchen  die  Ebenen  der  Kreisschnitte  mit  der  Directrix, 
die  auf  der  Ebene  der  beiden  reellen  Axen  senkrecht  steht,  bilden. 

C.  Wenn  die  Fläche  ein  zweischaliges  Hyperboloid  und  ihre  Gleichung  die  folgende  ist: 

v2  v2  72 

J---  =  l,  (23) 

a2       ß'l       if* 




desselben  die  beiden  Direclriccn  schneidet,  mit  den  beiden  durch  denselben  Punct  gehenden  Tangenten, 
MT  und  MU,  so  wie  mit  den  beiden  durch  die  beiden  Brennpuncte  gezogenen  geraden  Linien,  MF  und 
MG,  gleiche  Winkel. 

Wenn  man  um  einen  gegebenen  Kegelschnitt  eine  vollständige  vierseitige  Figur  beschreibt,  deren 
zwei  gegenüberliegende  Winkelpuncte,  D  und  B,  auf  den  beiden  Direclricen  desselben  liegen,  so  stehen 
diejenigen  beiden  Diagonalen,  AC  und  MX',  welche  die  beiden  andern  Paare  gegenüberliegender  Winkel- 
puncte verbinden,  auf  einander  senkrecht. 
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wobei  wir,  in  Uebereinstimmung  mit  den  Bedingungen  (8),  §'2  kleiner  als  y'1  nehmen,  so  kommt: 

wonach  X  positiv  und  fi  negativ,  ist.    Setzen  wir  demnach 


J^^Jr^Ä* 


(24) 


-.£.  = ' L^ .  —  ==  tanff  2«, 

so  können  wir  die  Gleichung  (4)  auf  die  nachstehende  Form  bringen: 

wobei  6)  derjenige  Winkel  ist,  den  die  Ebenen  der  Kreisschnitte  mit  der  kleinern  Neben-Axc  bilden. 
Die  folgenden  beiden  Gleichungen 

(x  —  x")  =  iy—y")  tangw,  x  — x"  =  —  (y—y'O  tang<o, 

stellen  mithin  zwei  solche   Ebenen  dar,    welche   durch    die  Directrix  gehen   und   den  Kreisschnitt- 
Ebenen  der  Fläche  parallel  sind.    Da  wir  den  Werth  von  p2  auch  unter  der  Form 

\        XJ      cos2w 
schreiben  können,  und  X  ^>  1,  so  ergibt  sich  p2  ^>  — t-«*) 

COS  L  05 

1).    Wenn  die  Fläche  eine  imaginäre  und  ihre  Gleichung 

X1        ¥*        Z2 

a1      pz      yz 
ist,  so  zeigt  sich  diess  darin,  dass  X  und  jx  in  der  Gleichung  (4)  beide  negativ  werden. 

214.    Nehmen  wir  zweitens  die  Gleichungen  (5)  und  (7)  als  identische,  so  ergeben  sich  die 
folgenden  sechs  Bedingungs-Gleichungen: 

5*  02 


und  hieraus 


x'— Xx"  =  0,  y'  =  0,  z'—  vz"  =  0, 

(Xx"2-x'2)+(>'z"2-z'2)  =  £*, 


=  i-£-\              v  =  i_£!, 

oc2                                               y1 

V/2                                            r./2 

4-                —  i 

a2  _  |3'2                 ya— j32 
aA                             y+ 

(27) 

(28) 

(29) 


*)  In  der  Gleichungs-Form  (25)  stellt  sich  die  Directrix  als  die  Durchschnitts-Linie  zweier  reellen  Kreis- 
schnitt-Ebenen,  in  den  GleichungsCornien  (10)  und  (22)  aber  als  die  Durchschnitts-Linic  zweier  imaginären 
Kreisschnitt-Ebeneu  dar.  Demselben  Unterschiede  werden  wir  auch  in  den  folgenden  Entwicklungen  be- 
gegnen. Wir  wollen  daher  Directricen  erster  Art  und  Directricen  zweiter  Art  unterscheiden; 
durch  jene  gehen  zwei  reelle  Kxeisschoitt-Ebcnen,  durch  diese  nicht. 
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Wir  erhalten  hier,  und  zwar  bei  allen  Flächen  zweiter  Ordnung  mit  einem  Mittelpuncte,  für 
den  Ort  der  Focalpuncte  die  Focal-Hyp  erbel  der  Fläche  (191)  und  für  den  Ort  der  Directricen 
einen  geraden  hyperbolischen  Cylinder,  dessen  Basis  mit  der  Focal-Hyperbcl  in  demselben  Haupt- 
schnitte liegt.  Die  Resultate  der  211.  und  212.  Nummer  gelten  auch  hier,  mit  Modificationen,  die 
sich  von  selbst  ergeben. 

A.  Wenn  die  Fläche  das  durch  die  Gleichung  (17)  dargestellte  Ellipsoid  ist,  so  wird  in 
Folge  der  Gleichungen 

XÄl-C,  „  =  l-%,  (30) 

X  positiv  und  v  negativ.    Setzen  wir  demnach  t 

/l        1\  v       S*— Y2  '«* 

x_,  =  ^_--^P-,  __=___._  ^(angS  (3I) 

so  können  wir  die  Gleichung  (5)  folgendergestalt  schreiben : 

■--       m  .  .  (x  — x")*— (z--z")2tangs&> 

Hier  bedeutet  e>  wiederum  denjenigen  Winkel,   welchen  die  Ebenen  der  Kreisschnitte  des  Ellipsoids 
mit  der  kleinsten  Axe  desselben  bilden,  und  da  X  <C  1,  ergibt  sich : 

P     =  — ~  <  — T~- 

COS    0)  COS    65 

B.  Wenn  die  Fläche  das  durch  die  Gleichung  (20)  dargestellte  einschalige  Hyperboloid 
ist,  so  kommt: 

ß*  ß2 

a  y 

Dann  sind  X  und  v  beide  positiv  und  es  ist  v  ^>  X,  so  dass  wir 

setzen  können,  wonach  die  Gleichung  (5)  in  die  folgende  übergeht: 

(x-x')2+J2  +  Cz-z02  =  a*>(x-x")'  +  sin      *_63)  (z-z")*!-  (33) 

Es  ist  hierbei  X  =  <?2  <<  1  und  zugleich  >>  sin'2  {'—  —  «  J  und  [~  —  a  J  bedeutet  den  Winkel, 

den  die  Kreisschnitt-Ebenen  der  Fläche  mit  der  Axe  Y  und  also  auch  mit  der  Directrix  bilden. 

C.  Wenn  die  Fläche  das  durch  die  Gleichung  (23)  dargestellte  zweischalige  Hyperboloid 
ist,  so  kommt 

*  =  1  +  *r,  v  =  1  ~  V 

GC2  7'2 

Setzen  wir  hier,  wo  X  und  v  beide  positiv  sind  und  X  ^>  v: 


?* 


so  ergibt  sich  für  die  Gleichung  der  Fläche: 
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1 
(x-x')2  +  y*+  (*-*04  =  s'1 1 0  -  z")<2+  T-r-  Cx-x")2 1 ,  (35) 

wobei  tf2  <!  1  und  zugleich  <*4  >>  sin2«.  Es  bedeutet  o  wiederum  denjenigen  Winkel,  welchen 
die  Kreisschnitt-Ebenen  mit  der  Axe  Y  und  also  auch  mit  der  Directrix  bilden. 

D.    Für  den  Fall  der  imaginären  Fläche  (26)  werden  X  und  v  beide  negativ. 

215.  Nehmen  wir  drittens  die  Gleichungen  (6)  und  (7)  als  identische,  so  ergeben  sich, 
am  einfachsten  durch  eine  blosse  Buchstaben- Vertauschung,  aus  (12)  — (14)  oder  (27)  — (29)  die 

folgenden  Gleichungen: 

a2  _  a2 


+     Z-T—o  =  1> 


04— .a*  j4_a2 

fl2  _  a*  y2  _  a2 


Die  letzten  beiden  Gleichungen  stellen  imaginäre  Oerter  dar.  Es  gibt  keine  entsprechenden 
reellen  Focalpuncte  und  auch  die  Directricen  sind  imaginär.  Die  Gleichungs-Form  (6)  ist  also  bei 
reeller  Constanten-Bestimmung  nicht  möglich. 

216.  Wenn  die  Fläche  zweiter  Ordnung  insbesondere  in  ein  Paraboloid  übergeht  —  und 
diess  kann  nothwendig  der  Fall  sein,  wenn  überhaupt  einem  solchen  ein  Rotations -Kegel  sich  um- 
schreiben lässt  (210)  —  können  wir  an  die  Stelle  der  Gleichung  (7)  die  folgende  setzen: 

Y2  zz 

—  H =  2x.  (36) 

p        q 

Dann  sind  p  und  q  die  halben  Parameter  der  beiden  Hauptschnitte  des  Paraboloids,  die  in  den 
Ebenen  XY  und  XZ  liegen.  Wenn  p  und  q  beide  gleiches  Zeichen  haben,  und  dann  können  wir 
beide  positiv  und 

p>  q  (37) 

nehmen,  so  ist  das  Paraboloid  ein  elliptisches.  In  dem  Falle  entgegengesetzter  Zeichen,  wollen 
wir,  in  Uebereinstimmung  mit  der  vorstehenden  Bedingung,  p  positiv  und  q  negativ  nehmen ;  dann  ist 
das  Paraboloid  ein  hyperbolisches. 

Setzen  wir  hiernach  erstens  die  Gleichungen  (4)  und  (36)  identisch,  so  kommt: 

X  =  1,  1  — u  =    X  . 

P 
x'  —  Xx"=q,  y'  —  Fy"  =  0,  z'  =  0, 

(x'2  —  Xx"2)     +     0'2  —  ny"2)  =  0 , 
und  hieraus: 

X  =  1,  ji  =  LZ?,  (38) 

P 

y"-2(p-q)  (x/_»q)  =  0,  (39) 

y'n-^~-q  (*"  +  10  =o.  (40) 

Da  z'  verschwindet,  so  liegt  der  Focalpunct  in  der  Ebene  XY  und  kann  in  dieser  Eben«  beliebig 
auf  der  durch  die  Gleichung  (39),  in  der  Voraussetzung,  dass  wir  y'  und  x'  als  veränderlich  betrach- 
ten, dargestellten  Parabel  angenommen  werden.    Diese  Parabel  ist  die   erste  Focal-Parabel  des 
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Paraboloids  (206).  Die  entsprechende  Directrix  steht  auf  derselben  Coordinaten- Ebene  senkrecht 
und  ist  eine  Seite  des  durch  (40)  dargestellten  parabolischen  Cjlinders.  Die  Basis  des  Cylinders 
und  die  Focal-Parabel  sind  zugeordnete  Polar-Curven  in  Beziehung  auf  die  Durchschnitts-Parabel  der 
Fläche  in  eben  dieser  Coordinaten-Ebene.     Wir  erhalten  ferner 

y'y"  —  p  (V  +  x")  =  0, 
y'  -  y"  m         j" 

x'       x"  ~~         p    ' 
a  a      —    y. 

Aus  den  ersten  dieser  drei  Gleichung-en  ist  ersichtlich,  dass  der  Fusspunct  (x",  y",  0)  der  Directrix, 
in  Beziehung  auf  die  Durchschnitts-Curve  in  dem  Hauptschnitte  XY,  auf  der  Polaren  des  Focalpunctes 
und  dieser  auf  der  Polaren  jenes  Fusspunctes  liegt;  die  zweite  Gleichung  zeigt,  dass  eine  Ebene, 
welche  durch  die  Directrix  und  den  Focalpunct  geht,  die  Focal-Parabel  in  letztgenanntem  Punctc 
rechtwinklich  schneidet,  die  dritte  Gleichung  endlich,  dass  die  Projection  der  kürzesten  Entfernung 
des  Focalpunctes  von  der  Directrix  auf  die  Axe  des  Paraboloids  constant  und  gleich  q  ist. 

Setzen  wir  zweitens  die  Gleichungen  (5)  und  (36)  identisch,  so  erhalten  wir,  einer  einfachen 
Vertauschung-  von  z  und  y,"  q  und  p,  v  und  u  entsprechend, 

q  —  p 
X  =  l,  v  =  - E,  (41) 

z/2  +  2  (p_q)  (x'-^p)  =  0,  (42) 

Z"i  +  _*L_  (x  +  tp)  m  0,  (43) 

p  —  q 

x'  —  x"  =  p. 

Die  Gleichung  (42)  stellt  die  zweite  Focal-Parabel  dar  (206). 

Was  drittens  die  Gleichungs-Form  (6)  betrifft,  so  ist  es  unmöglich,  dieselbe  mit  (36)  identisch 
zu  machen. 

A.  Nehmen  wir  für  den  Fall  des  elliptischen  Paraboloids  den  Focalpunct  auf  der  ersten  ganz 
innerhalb  der  Fläche  liegenden  Focal-Parabel  (39),  so  können  wir,  indem  wir 

p  —  q  q  q 

u  =  =  cos'2«,  —  =  sin2«,  =  —  tang'6),  (44) 

p  p  q-p 

setzen,  die  Gleichung  (4)  auf  folgende  Weise  schreiben  : 

(x-x')2  +  (y-y')2  +  ■"  =  sin2(|ar  —  oO  j  (y->")'2  +  --^— | -  (x  —  x')2  {    (45) 

(  sin2  (\ti  —  «)  ) 

Es  bedeutet  hier  «  denjenigen  Winkel,  welchen  die  Kreisschnitt-Ebenen  mit  der  Axe  X,  der  Axe 
des  Paraboloids,  bilden.  Diese  Ebenen  stehen  auf  dem  Hauptschnitte  XZ,  der  die  Durchschnitts- 
Parabel  mit  dem  kleinern  Parameter  2q  enthält,  senkrecht  und  bilden  also  mit  der  Axe  Z,  die  hier 
der  Directrix  parallel  ist,  den  Winkel  {\-x  —  o?). 

Nehmen  wir  den  Focalpunct  auf  der  zweiten,  die  Fläche  schneidenden,  Focal-Parabel  (42)  an, 
so  wird,  während  X  der  Einheit  gleich  bleibt,  v  negativ  und  nach  dem  Vorstehenden  gleich 
—  tang  {\tz  —  o).    Alsdann  g-eht  die  Gleichung  (5)  in  die  folgende  über: 

1             (x-x"V2  —  (z— z'O'2  tang2(^— «1  ** 

(x_xA2j_>2j_(z_z/y2  —  S 1 i J- 2^J — — .         (46) 

<-         )  T>  Tt         )  cosia        „y  1+tang-2(i^-«)  v 
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Die  beiden  Gleichungen 

z  —  z"  =  ±  (x  — x")  tango 

stellen  hier  diejenigen  beiden  Kreisschnitte  der  Fläche  dar,  welche  durch  die  Directrix,  die  der  Axe 
Y  parallel  ist,  gehen. 

B.    Für  den  Fall  des  hyperbolischen  Paraboloids  ist 

tang2o,  =  —  IL,  (47) 

indem  Mir  denjenigen  Winkel  a  nennen,  welche  solche  Ebenen,  die  die  Fläche  nur  in  einer  einzigen 
geraden  Linie  schneiden,  mit  dem  Hauptschnitte  XY  bilden.    Demnach  ist  ferner 

q  .  p 

cos2»  =  ,  sm2«  =  . 

q— p  p— q 

Nehmen  wir  hiernach  den  Focalpunct  auf  der  ersten  Focal-Parabel  (39),  so  kommt 

I  -  1  -       * 


smzw 
wonach  die  Gleichung  (4)  in  die  folgende  übergeht : 

(x-x0*+(y-y')2+z*  =  (x-x'O*  +  s-r^-  (y-y")*,  (48) 

und  m  derjenige  Winkel   ist,    den  die  oben    bezeichneten  Schnitt-Ebenen,    welche    die    Kreisschnitt- 
Ebenen  vertreten,  mit  der  Axe  Z,  der  die  Directrix  parallel  ist,  bilden. 

Nehmen  wir  den  Focalpunct  auf  der  zweiten  Focal-Parabel  (42),  so  kommt: 

cos2©  sin2  (\nz  —  0))' 

wonach  die  Gleichung  (5)  folgende  Form  annimmt : 

(x-xO*  +  y'2  +  (z-z')*  =  (x-x")2  +-7-Z-- r  (z-z")*,  (49) 

Sin2  (.^rr  —  oj) 

und  Czti  —  o))  der  Winkel  ist,  den  die  Directrix  mit  den  fraglichen  Schnitt-Ebenen  bildet. 

217.  Um  der  Anschauung  zur  Hülfe  zu  kommen,  füge  ich  für  die  verschiedenen  Hauptfälle 
eine  bildliche  Darstellung  hinzu.  Da  sichs  hierbei  zunächst  um  Constructionen  in  den  drei  Haupt- 
schnitten der  Fläche  handelt  und  diese  für  jeden  der  acht  Theile,  in  weiche  diese  Fläche  durch  die 
in  ihrem  Mittelpuncte  sich  schneidenden  Coordinaten -Ebenen  getheilt  wird,  symmetrisch  sind,  so 
denken  wir  uns  in  den  Figuren  6,  7  und  8  die  Ebene  des  Hauptschnittes  ZX  um  die  Axe  X  und 
die  Ebene  des  Hauptschnittes  ZY  um  die  Axe  Y  so  lange  gedreht,  bis  beide  mit  der  Ebene  des 
Hauptschnittes  XY  zusammenfallen  und  führen  die  Constructionen  nur  für  denjenigen  Theil  der 
Fläche  aus,  welcher  in  der  von  den  positiven  Axen-Richtungen  gebildeten  Ecke  liegt. 
Fi<*6-10-  *n  ^or  ®*  *''bur  Slü(*  OA»  OB,  OC  die  grosse,  mittlere  und  kleine  Halb-Axe  des  Ellipsoids 
(17) ;  AB,  AC  und  BC  die  Durchschnitts-Ellipsen  in  den  Hauptschnittcn  der  grossen  und  mittlem, 
der  grossen  und  kleinen  und  der  mittlem  und  kleinen  Axe.  Die  Kreisschnitt-Ebenen  stehen  auf  der 
Ebene  des  Hauptschnittes  der  grossen  und  kleinen  Axe  senkrecht  und  schneiden  diese  Ebene  in  zwei 
Systemen  von  geraden  Linien,  die  bezüglich  mit  OK  und  mit  der  Tangente  der  Durchschnitts-Curve 
im  Krcispuncte  Q  parallel  sind.  Es  ist  w  der  Winkel,  den  die  Kreisschnitt -Ebenen,  deren  zwei 
durch   die   mittlere  Axe  OB  gehen,  mit   der  kleinen  Axe  OC,    und   folglich  (.J  tt—  w)   der  Winkel, 
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den  sie  mit  der  grossen  Axe  OA  bilden.  Die  Focal-Ellipse,  welche  in  dem  Hauptschnitte  der 
grossen  und  mittlem  Axe  liegt,  ist  F'MF";  sie  geht  durch  die  Puncte  F'  und  F",  welche  Brenn- 
puncte  der  beiden  Ellipsen  AC  und  BC  sind.  Der  geometrische  Ort  für  die  zugehörigen  Directricen 
zweiter  Art  ist  ein  elliptischer  Cylinder,  der  auf  der  Ebene  dieses  Hauptschnittes  senkrecht  steht  und 
dieselbe  in  der  Ellipse  D'ND"  schneidet;  er  enthält  die  beiden  geraden  Linien  D'G'  und  D"G", 
welche  zugleich  Directricen  der  beiden  Ellipsen  AC  und  BC  sind,  die  F'  und  F"  zu  Brennpuncten 
haben.  M  ist  irgend  ein  Focalpunct,  N  der  Fusspunct  der  zugehörigen  Directrix,  und  (19)  die  ent- 
sprechende Gleichungs-Form.  Die  Focal-Hyperbel,  welche  in  der  Ebene  der  grossen  und  kleinen 
Axe  liegt,  ist  M'FQ ;  sie  geht  durch  den  Brennpunct  F  der  Ellipse  AB  und  durch  den  Kreispunct 
Q,  der  auf  der  Ellipse  AC  liegt.  Der  geometrische  Ort  für  die  zugehörigen  Directricen  erster  Art 
ist  ein  hyperbolischer  Cylinder,  der  auf  der  Ebene  der  grossen  und  kleinen  Axe  senkrecht  steht  und 
dieselbe  in  der  Hyperbel  DN'  schneidet ;  DG  ist  eine  Scheitellinie  desselben  und  zugleich  eine  Di- 
rectrix der  Durchschnitts-Ellipse  AB.  M'  ist  irgend  ein  Focalpunct,  N'  der  Fusspunct  der  zugehö- 
rigen Directrix  erster  Art,  N'S  und  N'T  sind  diejenigen  beiden  geraden  Linien,  in  welche  die  durch 
dieselbe  parallel  mit  den  Kreisschnitten  gelegten  Ebenen  die  Ebene  der  grossen  und  kleinen  Axe 
schneiden:  (31)  ist  die  entsprechende  Gleichungs-Form. 

In  der  7.  Figur  sind  OA  und  OB  die  beiden  Halb-Axen  und  OC  ist  die  halbe  Neben -Axe  des 
durch  die  Gleichung  (20)  dargestellten  einschaligen  Hyperboloids.  Die  Durchschnitts-Curven  in  den 
drei  Hauptschnitten,  sind  die  Ellipse  AB  und  die  beiden  Hyperbeln  AV  und  BW.  Durch  die  grosse  e 
Axe  OA  gehen  zwei  Kreisschnitte  und  bilden  mit  der  Nebcn-Axe  OC'  den  Winkel  oj  und  also  mit 
der  kleinern  Axe  OB  den  Winkel  ($  -x  —  w).  OK  ist  die  gerade  Linie,  in  welcher  einer  dieser 
beiden  Kreisschnitte  die  Ebene  der  kleinern  Axe  und  der  Neben-Axe,  auf  der  sie  senkrecht  stehen, 
schneidet.  Die  Focal-Ellipse,  die  in  der  Ebene  der  beiden  reellen  Axen  liegt  ist  F'MF"  und 
geht  durch  F"  einen  Brennpunct  der  Hyperbel  BW.  Der  geometrische  Ort  für  die  zugehörigen  Di- 
rectricen ist  ein  elliptischer  Cylinder,  der  die  Fläche  nicht  schneidet  und  die  Neben -Axe  derselben 
zu  seiner  Axe  hat ;  er  steht  auf  der  Ebene  der  beiden  reellen  Axen  senkrecht  und  schneidet  sie  in 
der  Ellipse  D'ND";  D'G'  und  D"G"  sind  zwei  Scheitellinien  desselben  und  zugleich  zwei  Direc- 
tricen der  beiden  eben  genannten  Hyperbeln  AV  und  BW.  DieFocal  Hyperbel,  die  in  der  Ebene 
der  grössern  Axe  OA  und  der  Neben-Axe  OC  liegt,  ist  FM'  und  geht  durch  F,  einen  Brennpunct 
der  Durchschnitts-Ellipse  AB  in  der  Ebene  der  beiden  reellen  Axen.  Der  geometrische  Ort  für  die 
zugehörigen  Directricen  ist  ein  die  Fläche  nicht  schneidender  hyperbolischer  Cylinder,  der  auf  der 
Ebene  der  Focal -Hyperbel  senkrecht  steht  und  dieselbe  in  der  Hyperbel  DN'  schneidet.  DG  ist 
eine  Scheitellinie  dieses  Cylinders  und  zugleich  eine  Directrix  der  Durchschnitts-Ellipse  AB.  Je 
nachdem  wir  den  Focalpunct  auf  der  Focal-Ellipse  etwa  in  M  oder  auf  der  Focal-Hyperbel  etwa  in 
M'  annehmen,  können  wir  die  Fläche  durch  die  Gleichungen  (22)  oder  (33)  darstellen.  Es  sind 
N  und  N'  die  Fusspuncte  der  zugehörigen  Directricen,  die  in  dem  Falle  des  einschaligen  Hyperbo- 
loids beidesmal  von  der  zweiten  Art  sind. 

In  der  8.  Figur  ist  OA  die  reelle  Halb-Axe,  OB'  die  halbe  kleinere  und  OC  die  halbe  grössere 
Neben-Axe  des  durch  die  Gleichung  (25)  dargestellten  zweischaligen  Hyperboloids.  Die  Durchschnitts- 
Curve  in  der  Ebene  der  reellen  Axe  und  der  kleinern  Neben-Axe  ist  die  Hyperbel  AQU,  die  Durch- 
schnitts-Curve  in  der  Ebene  der  reellen  Axe  und  der  grössern  Neben-Axe  die  Hyperbel  AV.  Die 
Kreisschnitt-Ebenen  stehen  auf  der  erstem  dieser  beiden  Ebenen  senkrecht,  und  eine  derselben  schnei- 
det diese  Ebene  in  der  geraden  Linie  OK.  Die  Focal-Ellipse  F'QF"  schneidet  die  Hyperbel 
AQU  in  derselben  Ebene  in  dem   Kreispuncte  Q   und   hat  den  Brennpunct  F'  der  andern  Hyperbel 
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AV  zu  einem  Scheitel  ihrer  grossen  Axe.  (Der  Scheitel  ihrer  kleinen  Axe  ist  der  reelle  Brcnnpunct 
F"  der  imaginären  Durchschnitts  -  Curve  in  der  Ebene  der  beiden  Neben-Axen.)  Die  zugehörigen 
Directricen  sind  von  der  ersten  Art,  und  der  Ort  für  dieselben  ist  ein  elliptischer  Cylinder,  der  auf 
der  Ebene  der  Focal-Ellipse  senkrecht  steht  und  dieselbe  in  der  Ellipse  D'ND,,  schneidet.  D'G' 
und  D„G„  sind  zwei  Scheitel-Linien  dieses  Cylinders,  die  erste  zugleich  Directrix  der  Durchschnitts- 
Hyperbel  AV,  die  zweite,  deren  zugehörigem  Focalpuncte  F„  ein  negatives  y  entspricht,  zugleich 
eine  Directrix  der  imaginären  Durchschnitts-Curve  in  der  Ebene  der  beiden  Neben-Axen.  N  ist  der 
Fusspunct  einer  Directrix,  die  beiden  durch  dieselbe  gelegten  Kreisschnitt-Ebenen  schneiden  die  Ebene 
der  Focal-Ellipse  in  den  geraden  Linien  NS  und  NT.  Die  von  diesen  Ebenen  gebildeten  Scheitel- 
Winkel,  innerhalb  welcher  die  Fläche  liegt,  ist  (tt — 2«),  wie  in  dem  Falle  des  Ellipsoids.  Die 
Focal-Hypcrbel  FM',  die  in  der  Ebene  der  reellen  Axe  und  der  grössern  Neben-Axe  liegt,  geht 
durch  F,  einen  Brennpunct  der  Durchschnitts-Hyperbel  AU;  der  Ort  für  die  entsprechenden  Direc- 
tricen zweiter  Art  ist  ein  gerader  hyperbolischer,  die  Fläche  umschliessender  Cylinder,  dessen  Basis 
DN',  und  der  DG,  eine  Directrix  der  eben  genannten  Durchschnitts -Hyperbel  AU,  zu  einer  seiner 
Scheitel-Linien  hat.  M'  ist  ein  Focalpunct,  N'  der  Fusspunct  der  zugehörigen  Directrix  und  (35) 
die  entsprechende  Gleichungs-Form. 

In  den  Fällen  der  6  —  8.  Figur  sind  die  Ellipse  F'F"  und  die  Hyperbel  FJ  zwei  zusammenge- 
hörige Focal-Curven,  die  beiden  Brennpuncte  der  erstem  sind  die  Scheitel  der  Quer-Axe  der  letztern, 
die  beiden  Brenupuncte  der  letztern  die  Scheitel  der  grossen  Axe  der  erstem. 

In  den  Fällen  der  beiden  Paraboloide  (36),  wo  ein  Hauptschnitt  unendlich  weit  liegt,  nehmen 
wir  von  den  beiden  übrigen  den  ersten  XY  in  der  Ebene  der  Figur  an,  und  denken  uns  den  zweiten 
XZ  durch  eine  Drehung  um  die  Axe  X  in  dieselbe  Ebene  zurückgeführt. 

In  der  9.  Figur  sind  OU  und  OV  die  beiden  Durchschnitts-Parabeln  eines  elliptischen  Para- 
boloids  in  den  beiden  Hauptschnitten,  jene  mit  dem  grössern,  diese  mit  dem  kleinem  Parameter. 
Die  erste  Focal-Parabel  ist  F'M  und  ihr  Scheitel  F'  der  Brennpunct  der  Durchschnitts-Parabel  OV; 
der  Ort  der  zugehörigen  Directricen  zweiter  Art  der  gerade  parabolische  Cylinder,  der  D'N  zur  Basis 
hat;  die  Direcirix  der  Durchschnitts-Parabel  OV  ist  seine  Scheitel-Linie.  M  ist  ein  Focalpunct,  N 
der  Fusspunct  der  zugehörigen  Directrix  und  (45)  die  entsprechende  Gleichungs-Form.  Die  zweite 
Focal-Parabel  ist  FQ,  sie  geht  durch  den  Kreispunct  Q  und  durch  den  Brennpunct  F  der  Parabel 
OU ;  der  Ort  der  zugehörigen  Directricen  erster  Art  der  gerade  parabolische  Cylinder,  dessen  Basis 
DN',  und  dessen  Scheitel-Linie  DG  die  Directrix  der  Parabel  OU  ist.  Der  Gleichungs-Form  (46) 
entspricht  die  Annahme  irgend  eines  Focalpunctes  M',  wo  dann  N'  der  Fusspunct  der  zugehörigen 
Directrix  ist,  durch  welche  zwei  Krcisschnitt-Ebenen  gehen,  die  die  Ebene  der  zweiten  Focal-Parabel 
in  den  beiden  geraden  Linien  N'S  und  N'T  schneiden  und  einen  Winkel,  innerhalb  desselben  die 
Fläche  liegt,  bilden,  der  gleich  2w  ist. 

In  der  10.  Figur  sind  OU  und  OV  die  beiden  in  entgegengesetztem  Sinne  sich  öffnenden  Para- 
beln in  den  beiden  Hauptschnitten  eines  hyperbolischen  Paraboloids.  Die  erste  Focal-Parabel 
ist  F'M,  die  zweite  FM'.  Die  Scheitel  dieser  beiden  Focal-Parabeln  sind  bezüglich  die  beiden 
Brennpuncte  F'  und  F  der  beiden  Parabeln  OV  und  OU.  Die  zugehörigen  Directricen  sind  beidesmal 
von  der  zweiten  Art,  der  Ort  für  dieselben  die  beiden  geraden  parabolischen  Cylinder,  deren  Basen 
bezüglich  D'N  und  DN'  und  deren  Scheitel-Linien,  D'G'  und  DG,  die  Directricen  der  beiden  Parabeln 
OV  und  OU  sind.  Je  nachdem  wir  den  Focalpunct  auf  der  ersten  oder  zweiten  Focal-Parabel  an- 
nehmen, etwa  in  M  oder  M',  ergeben  sich  die  Gleichungen  (48)  oder  (49).  Der  Fusspunct  der 
entsprechenden  Directrix  ist  N  oder  N'. 
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In  den  Fällen  der  9.  und  10.  Figur  sind  FJ  und  F'J'  zwei  zusammengehörige  Focal-Parabeln, 
die  jedesmal  gleichen  Parameter  haben. 

218.  Die  in  dem  Vorstehenden  betrachteten  Flächen,  das  Ellipsoid,  die  beiden  Hyperboloide 
und  die  beiden  Paraboloidc  lassen  sich  und  zwar  auf  zwiefache  Weise  durch  eine  Gleichung  von 
der  Form  der  Gleichung  (3)  ausdrücken.  Diese  Gleichung"  selbst  nimmt,  je  nachdem  die  beiden 
linearen  Functionen  s  und  t  reell  oder  imaginär  sind,  die  Form  der  ersten  oder  zweiten  der  nach- 
stehenden Gleichungen  an  : 

rx  -  *<**  4-  **  -  p2'  Cx-x")*-f  (y-y'Qstang^ 

=  p2  |  (x  —  x")2cos2o>  -  (y— y")  Wo  ( ; 

(x-x02+(y-y')"+z2  =  a2;cx-x'02+-7-V-(y-y")2|.  IL 

sin   o 
Indem  wir  der  Kürze  halber 

Cx-x02+Cy-y02+z2  m  R2, 

(x — x")cosoj-{-(y— y'Osinw  =  S,  (x— x")cosw — (y— y")sino  =  T, 

setzen,  können  wir  die  Gleichungs-Form  I.  auch  folgendergestalt  schreiben: 

R2  =  P2ST.  (50) 

Auf  irgend  einen  gegebenen  Punct  der  Fläche  bezogen,  erhält  R  die  Bedeutung  des  Abstandes  dieses 
Punctes  \  on  dem  Puncte  (x',  y',  0)  und  S  und  T  erhalten  die  Bedeutung  kürzester  Abstände  desselben 
Punctes  von  den  beiden  Ebenen 

S  =  0,  T  =  0. 

Wenn  irgend  ein  Punct  und  zweiEbenen  gegeben  sind,  so  ist  der  geometrische 
Ort  solcher  Puncte,  deren  Abstand  von  dem  gegebenen  Puncte  zu  der  mittlem 
Proportionalen  aus  den  kürzesten  Abständen  von  den  beiden  gegebenen  Ebenen 
in  einem  gegebenen  Verhältnisse  steht,  eine  Fläche  der  zweiten  Ordnung. 

Diese  Fläche  ist  immer  eine  nicht  geradlinige  und  zwar,  was  ein  Blick  auf  die  Gleichungen 
(31),  (46)  und  (25)  unmittelbar  zeigt,  ein  Ellipsoid,  ein  elliptisches  Paraboloid  oder  ein 
elliptisches  Hyperboloid  je  nachdem 


COS^O)  COS'M  COS*  6) 

• 

Es  bedeutet  oo  die  Hälfte  des  Winkeis,  den  die  beiden  gegebenen  Ebenen  mit  einander  bilden,  wobei 
zu  berücksichtigen  ist,  dass  wir  diesen  Winkel  so  wählen  müssen,  dass,  für  Puncte  innerhalb  des- 
selben, S  und  T  entgegengesetzte  Zeichen  haben.  Der  gegebene  Punct  ist  ein  Focalpunct  der  Fläche 
und  liegt  auf  derjenigen  Focal-Curve,  die  diese  Fläche  in  den  Kreispuncten  schneidet,  und  also  für 
den  Fall  des  Ellipsoids  auf  der  Focai-Hyperbel  (in  der  Ebene  der  kleinsten  und  grossten  Axe),  für 
den  Fall  des  elliptischen  Hyperboloids  auf  der  Focal-Ellipse  (in  der  Ebene  der  reellen  Axe  und  der 
kleinern  Nebenaxe)  und  für  den  Fall  des  elliptischen  Paraboloids  auf  der  Focal -Parabel  in  dem 
Hauptschnitte  des  kleinern  Parameters.  Die  Durchschnitts-Linie  der  beiden  gegebenen  Ebenen  ist 
die  zugehörige  Directrix;  diese  Ebenen  selbst  sind  Kreisschnitt-Ebenen  der  Fläche,  die  Durchschnitts- 
Kreise  in  ihnen  aber  imaginär,  was  aus  der  Gleichung  (50)  unmittelbar  ersichtlich  ist.  Nur  in  dem 
Falle,  dass  der  gegebene  Punct  in  den  Kreispunct  fällt,  berührt  eine  der  beiden  Ebenen  die  Fläche, 
sonst  können  beide  keinen  Punct  gemein  haben.    Durch  Umkehrung  ergibt  sich  der  nachstehende  Satz. 

37 
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Wenn  man  von  irgend  einem  Puncte  einer  gegebenen  nicht  geradlinigen 
Fläche  zweiter  Ordnung  nach  einem  auf  derjenigen  Focal-Curve,  welche  durch 
die  Kreispuncte  derFläche  geht,  beliebig  angenommenen  Focalpuncte  eine  gerade 
Linie  zieht  und  auf  diejenigen  beiden  Kreisschnitt-Ebenen  der  Fläche,  welche 
in  der  zugehörigen  Directrix  sich  schneiden,  Perpendikel  fällt,  so  steht  jene 
gerade  Linie  zu  der  mittlem  Proportionalen  aus  diesen  beiden  Perpendikel  in 
einem  constanten  Verhältnisse. 

219.    Bei  einer  andern  Annahme  von  Focalpunct  und  Directrix  bleibt  diess  constante  Vcrhältniss 

immer  unverändert  dasselbe.     Um  es  für  eine  gegebene  Fläche  zu  bestimmen,  wollen  wir  die  Gleichung 

(50)  mit  der  folgenden  zusammenstellen 

S  =  T, 

wonach  für  die  Puncte  der  Durchschnitts-Curve  in  der  durch  die  letzte  Gleichung  dargestellten  Ebene 

R  =  PS      - 

sich  ergibt.  Statt  des  Abstandes  S  können  wir  die  kürzesten  Abstände  solcher  Puncte  von  der 
Durchschnitts-Linie  der  beiden  Ebenen  S  und  T  einführen  und  durch  L  bezeichnen.  Es  ergibt  sich 
nemlich,  wenn  vir  berücksichtigen,  dass  derjenige  von  diesen  Ebenen  gebildete  Winkel,  innerhalb 
dessen  die  fraglichen  Puncte  liegen,  (jt — 2&/)  ist: 

S  =  L  cos  w 
und  hiernach,  indem  wir 

p  COS  W  =   }X 

setzen : 

R  =  {iL.  (51) 

Je  nachdem 

n  <  i,  p  =  i,  u  >  i, 

ist  die  Fläche  ein  Ellipsoid,  ein  elliptisches  Paraboloid  oder  ein  elliptisches  Hyperboloid. 

Die  vorstehenden  Entwickelungen  gelten  für  alle  Fälle,  wo  auch  der  Focalpunct  auf  der  be- 
züglichen Focal-Curve  liegen  mag,  nehmen  wir  ihn  insbesondere  im  Scheitel  dieser  Curve  an,  so 
liegt  die  fragliche  Durchschnitts-Curve  in  demjenigen  Hauptschnitte,  welcher  im  Falle  des  Ellipsoids 
die  grüsste  und  mittlere  Axe,  im  Falle  des  Hyperboloids  die  reelle  Axe  und  die  grössere  Neben- 
Axe,  im  Falle  des  Paraboloids  den  grössern  Parameter  enthält.  Es  ist  somit  bewiesen,  dass  für  alle 
Puncte  einer  gegebenen  Ellipse,  Parabel  und  Hyperbel  das  Verhältniss  der  Abstände  von  einem 
Brennpuncte  (jener  Scheitel  der  Focal-Curve  der  Fläche)  und  von  der  zugehörigen  Directrix  (zu- 
gleich Directrix  der  Curve  im  engern  Sinne)  constant  ist  und  dass  die  Art  der  Curve  davon  ab- 
hängt, ob  dieses  Verhältniss  kleiner  als  die  Einheit,  gleich  der  Einheit  oder  grösser  als  dieselbe  ist. 
Aus  diesem  Verhältnisse  (ji)  ergibt  sich  unmittelbar  der  constante  Coefficient  p. 

Wenn  der  Focalpunct  auf  der  fraglichen  Focal-Curve  fortrückt,  bleibt  die  schneidende  Ebene 
mit  sich  selbst  und  dem  eben  bestimmten  Hauptschnitte  parallel,  sie  enthält  noch  die  Directrix,  aber 
nicht  mehr  den  Focalpunct.  Wir  sehen  also,  dass  der  eben  angezogene  Satz  noch  eine  Verallge- 
meinerung zulässt  und  dass  er  für  eine  gegebene  Curve  auch  dann  fortbesteht,  wenn  der  Focalpunct 
(ursprünglich  der  eigentliche  Brennpunct)  aus  ihrer  Ebene  herausrückt,  während  sich  die  Directrix 
in  ihrer  Ebene  parallel  verschiebt.  Auf  die  desfallsigen  nähern  Bestimmungen  werden  wir  bald 
zurückkommen  (222). 

Wenn  wir  durch  die  Directrix,  welche  Lage  dieselbe  auch  haben  mag,  irgend  eine  Schnitt-Ebene, 
deren  Gleichung,  bei  Annahme  irgend  eines  positiven  Werthes  für  x  die  folgende  ist: 
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'S  =  *T, 

legen,  so  erhalten  wir  für  die  Durchschnitts-Curve  in  derselben  wiederum  die  Gleichung  (ol),  nur 
dass  u  einen  andern  Werth  bekommt.  Wenn  wir  insbesondere  also  die  Schnitt-Ebene  durch  den 
zugehörigen  Focalpunct  legen,  wobei  diese  Ebene  auf  der  Focal-Curve  senkrecht  steht,  so  ist  dieser 
Focalpunct  ein  Brenn punct  der  Durchschnitts-Curve. 

220.  Wenn  wir  bloss  solche  Puncto  der  Fläche  betraehten,  welche  in  demjenigen  Hauptschnitte 
derselben  liegen,  der  auch  dieKreispuncte  enthält  und  zugleich  berücksichtigen,  dass  dieselbe  Durch- 
schnitts-Curve in  diesem  Hauptschnitte  unendlich  vielen  Flächen  zweiter  Ordnung,  deren  jede  eine 
besondere  Focal-Curve  bestimmt,  angehört,  so  ergibt  sich  der  folgende  Satz. 

Wenn  ein  Kegelschnitt  gegeben  ist,    so  können  Mir  in  der  Ebene   desselben   einen  Punct   will- 
kürlich annehmen  und  dann  in  derselben  Ebene  zwei  gerade  Linien  immer  so  bestimmen,  dass  das 
Verhältniss  des  Abstandes  eines  Punctes  des  Kegelschnittes  von  dem  angenommenen  Puncte  zu   der 
mittlem  Proportionalen  aus  den  kürzesten  Abständen  von  den  beiden  geraden  Linien  constant  ist. 
221.    Betrachten  wir  diejenigen  Puncte  der  durch  die  Gleichung 

R2  =  p*ST 

dargestellten  Fläche,  welche  unendlich  weit  liegen,  so  können  wir  um  die  Richtung  zu  bestimmen, 
nach  welcher  sie  unendlich  weit  liegen,  annehmen,  dass  die  Ebenen  S  und  T  durch  den  Focalpunct 
gehen,  und  erhalten  also  die  Asvmptoten  der  Fläche,  wenn  wir  diesen  Punct  in  den  Mittelpunct 
derselben  verlegen.     Setzen  wir  hiernach 

S  .  T 

—  =  smr, .       —  ~  sin»?', 
R  '       R 

so  ergibt  sich 

sin?;  sin>;'  =  — ,  (52) 

P2 
wobei  rt  und  ij*  diejenigen  Winkel  bedeuten,  welche  die  jedesmalige  Asymptote  mit  den  Kreisschnitt- 
Ebenen  der  Fläche  bildet.     Diese  Gleichung,  die  nur  für  den  Fall  des  elliptischen  Hyperboloids,  wo 

—  <Ccos2«,  bestehen  kann,  ist  als  die  Gleichung  des  As vmptoten-Kegels  dieser  Fläche  an- 
P2 

zusehen.  Berücksichtigen  wir  zugleich,  dass  die  Kreisschnftte  der  Fläche  zugleich  auch  die  Kreis- 
schnitte des  Asymptoten-Kegels  sind,  so  ergibt  sich  unmittelbar  der  folgende  Satz. 

Jede  Seite  eines  gegebenen  Kegels  zweiter  Ordnung  bildet  mit  den  beiden 
Kreisschnitt-Ebenen  desselben  Winkel,  deren  Sinus  ein  constantes  Product 
geben. 

222.    Wir  wollen  ferner,  der  Kürze  halber, 

sin-« 

setzen.  Dann  stellt  diese  Gleichung,  als  eine  nicht  identische  betrachtet,  einen  geraden  Cylinder  mit 
elliptischer  Basis  dar,  und  D  bedeutet  die  grössere  Halb-Axe  dieser  Basis  oder,  was  dasselbe  heisst, 
den  Abstand  irgend  eines  Punctes  dieses  Cvlinders  von  der  Axe  desselben,  parallel  mit  derjenigen 
Ebene  genommen,  die  den  Cvlinder  in  Kreisen  schneiden;  denn  der  Radius  dieser  Kreise  ist  jener 
grössern  Halb-Axe  gleich.  Die  Kreisschnitte,  die  durch  die  grössere  Axe  der  Basis  gehen,  bilden 
mit  der  Axe  des  Cvlinders  einen  Winkel  ».  Wir  können  hiernach,  indem  wir  zugleich  die  Quadrat- 
Wurzel  ausziehen,  der  Gleichung  II.  die  folgende  Form  geben : 
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R  ==  3.D.  (54) 

Wenn  irgend  ein  Punct,  eine  gerade  Linie  und,  der  Richtung  nach,  eine  Ebene 
gegeben  sind,  so  ist  der  geometrische  Ort  solcher  Puncte,  deren  Abstand  von  dem 
gegebenen  Puncto  zu  dem  Abstände  von  der  gegebenen  geraden  Linie,  dieser  letz- 
tere Abstand  parallel  mit  der,  der  Richtung  nach,  gegebenen  Ebene  genommen,  in 
einem  gegebenen  Verhältnisse  steht,  eine  Fläche  der  zweiten  Ordnung. 

Werfen  wir  einen  Blick  auf  die  Gleichungen  (19),  (22},  (33),  (35},  (45),  (48)  und  (49),  so 
sehen  wir,  dass  ein  System  von  Kreisschnitt-Ebenen  der  Fläche  die  gegebene  Ebenen -Richtung  hat, 
und  wir  erhalten  sogleich  das  andere  System,  wenn  wir  Ebenen  so  legen,  dass  sie  gegen  die  gegebene 
gerade  Linie  gleich  geneigt  sind  und  ihre  Durchschnitts-Linien  mit  den  Ebenen  des  ersten  Systems 
auf  der  gegebenen  geraden  Linie  senkrecht  stehen. 

Wenn  erstens 

.    d  <C  sin  03 

so  ist  die  Fläche  ein  Ellipsoid  (19),  wenn  zweitens 

S  =  sinw 
ein  elliptisches  Paraboloid  (45),  wenn  drittens 

S  2>  sinw  <C  1 
so  ist  die  Fläche   entweder  ein  ein-  oder    ein   zweischaliges  Hyperboloid  (33),   (35);  wenn 
viertens 

S  =  1 
so  ist  die  Fläche  ein  hyperbolisches  Paraboloid  (48),  (49)  und  fünftens  endlich,  wenn 

S>  1 

ein  hyperbolisches  Hyperboloid  (22). 

Wenn  wir  umkehren,  so  ergeben  sich  die  folgenden  beiden  Sätze: 

Wenn  man  von  einem  Puncte  einer  gegebenen  nicht  geradlinigen  Fläche  zweiter 
Ordnung  nach  einem  auf  der,  die  Fläche  nicht  schneidenden  Focal-Curve  liegendem 
Focalpunctc  eine  gerade  Linie  zieht  und  von  demselben  Puncto,  parallel,  mit  einer 
Kreisschnitt-Ebene,  was  auf  doppelte  Weise  geschehen  kann,  eine  zweite  gerade 
Linie  nach  der  bezüglichen  Directrix,  so  ist  das  Verhältniss  dieser  beiden  geraden 
Linien  für  alle  Puncto  der  Fläche  constant. 

Und  zwar  ist 

#  <C  sin« ,  S  =  s'ino) ,  #  ^>  sinw  <C  1 , 

je  nachdem  die  Fläche  ein  Ellipsoid,  ein  elliptisches  Paraboloid  oder  ein  elliptisches  Hyperboloid  ist. 

Wenn  man  von  einem  Puncto  einer  gegebenen  geradlinigen  Fläche  zweiter  Ord- 
nung nach  einem  auf  einer  der  beiden  Focal-Curven  angenommenen  Focalpunctc, 
so  wie  auch,  parallel  mit  einer  der  beiden  Kreisschnitt-Ebenen,  nach  der  zugehö- 
rigen Directrix  eine  gerade  Linie  zieht,  so  ist  das  Verhältniss  dieser  beiden  geraden 
Linien  für  alle  Puncto  der  Fläche  ein  constantes. 

Es  ist  hierbei  immer  <?  ;>  sinw.  Die  Fläche  ist  ein  hyperbolisches  Paraboloid,  wenn  d  =  1, 
sonst  ein  hyperbolisches  Hyperboloid  und  zwar  ist  in  diesem   Falle  3  ^>  1,  oder  S  <C  1,  je  nach- 
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dem  der  Focalpunct  auf  der  Focal-Ellipse  oder  auf  der  Focal-Hyperbel  angenommen  wird.  Für 
den  Fall  des  Paraboloids  sind,  statt  der  Kreisschnitt-Ebenen,  diejenigen  Ebenen  zu  nehmen,  welche 
die  Fläche  nur  in  einer  einzigen  geraden  Linie  schneiden. 

223.  Die  Directrix  ist  immer  einer  Axe  der  Fläche  parallel;  sie  ist  eine  Directrix  erster  Art, 
wenn  diese  Axe  diejenige  ist,  durch  welche  zwei  Kreisschnitte  sich  legen  lassen,  sonst  eine  Directrix 
zweiter  Art.  Im  ersten  Falle  ist  durch  die  beiden  Kreisschnitte  unmittelbar  die  Richtung  sämmtlicher 
drei  Axen  und  hiernach  durch  den  Focalpunct  ein  Hauptschnitt  bestimmt.  Im  letztern  Falle  sind, 
wenn  eine  beliebige  Kreisschnitt-Ebene  und  eine  Directrix  zweiter  Art  gegeben  sind,  die  auf  der 
Richtung  dieser  Directrix  senkrechten  Axen-Richtung-en  der  Fläche  ebenfalls  bestimmt.  Diejenige 
gerade  Linie,  welche  in  der  beliebigen  Kreisschnitt-Ebene  liegt,  und  zugleich  auf  der  Directrix  senk- 
recht steht,  hat  die  eine  dieser  Axen-Richtungen,  wonach  die  andere  sich  unmittelbar  erg-ibt.  Legen 
wir  durch  die  eben  bestimmte  gerade  Linie  eine  zweite  geg-en  die  Directrix  gleich  geneigte  Ebene, 
so  ist  diese  den  Kreisschnitt-Ebenen  des  zweiten  Systems  parallel. 

224.  Es  liegt  uns  zunächst  noch  ob,  für  eine  gegebene  Fläche  der  zweiten  Ordnung,  den  durch 
«51  bezeichneten  Coefficienten  zu  bestimmen,  der  unverändert  derselbe  bleibt,  wie  wir  auch  den  Focal- 
punct auf  der  jedesmaligen  Focal-Curve  annehmen  mögen  und  desshalb  für  die  Fläche  characteristisch  ist. 

Nehmen  wir  zuvörderst  den  Fall  des  durch    die    Gleichung-   (19)    dargestellten  Ellipsoids,   als  Fig.  6. 
Focalpunct  F",   als  Directrix  D"G"  und   betrachten  nur  solche  Puncte,  die  in  der  Ebene  YZ,  also 
auf  der  Ellipse  der  mittlem  und  kleinen  Axe  liegen,  so  ist 

x'  =  0,        x"  =  0,        x  =  0, 

und  es  kommt :  % 

Cy-}02  +  z2  =  a2(r-y"p, 
mithin,  wenn  L"  irgend  ein«  Punct  der  fraglichen  Ellipse  BC  und  L"H"   sein  kürzester  Abstand  von 
der  Directrix  ist : 

L"F" 

£  ~  mw.4?  sinw* 

Aehnlich  können  wir  auch  in  dem  Falle  des  einschaligen  Hyperboloids  verfahren,  sowohl  wenn  «.^    « 
wir  dasselbe  durch  die  Gleichung  (22),  als  auch  wenn  wir  dasselbe  durch  die  Gleichung  (33)  dar- 
stellen.    Nehmen  wir,  der  ersten  Gleichung-  entsprechend,  F'  zum  Focalpcmcte  und  D'G'  zur  Directrix 
und   betrachten  wir  nur  die  Puncte  der  Durchschnitts  -  Hvperbel  AV  in  der  Ebene  XZ ,  so  kommt 
indem  wir 

y'  =  0,  y'>=0,  y=:0, 

setzen,  für  irgend  einen  solchen  Punct  L': 

L'F' 

i/H'  ^f: 

Nehmen  wir,  der  Gleichung  (33)   entsprechend,  F   zum  ;Focalpuncte   und   DG    zur    Directrix    und  Fig.  8. 
betrachten  wir  nur  die  Puncte  der  Durchschnitts-Ellipse  in  der  Ebene  XY,  so  kommt,  indem  wir 

z'  =  0,  z"  =  0,         z  =  0 

setzen,  für  irgend  einen  solchen  Punct  L  : 

ö  =   —  >  smw  <  1. 
L'H'  und  LH  sind  kürzeste  Abstände  der  jedesmalig-en  Puncte  von  der  bezüglichen  Directrix. 
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Da  wir  überhaupt  jede  gegebene  Ellipse  als  diejenige  betrachten  können,  die  in  dem  Haupt- 
schnitte der  mittlem  und  kleinen  Axe  eines  Ellipsoids  oder  in  dem  Hauptschnitte  der  beiden 
reellen  Axen  eines  einschaligen  Hyperboloids  und  jede  gegebene  Hyperbel  als  diejenige,  welche 
in  der  Ebene  der  grossen  Axe  und  der  Neben-Axe  des  letztern  liegt:  so  ist  zunächst  wiederum 
bewiesen,  dass  für  eine  gegebene  Ellipse  und  Hyperbel  das  Verhältniss  der  Abstände  jedes  Punctes 
von  dem  Brennpuncte  und  der  zugehörigen  Directrix  constant  und,  wie  bekannt,  der  Excentricität 
dieser  Curven  gleich  ist.  Und  dann  ist  ferner  ersichtlich,  dass  die  Excentricität  der  eben  bezeichneten 
Curven  die  characteristische  Constante  d  für  das  Ellipsoid  (Gl.  19),  wenn  der  Focalpunct  auf  der 
Focal-Ellipse,  und  für  das  einschalige  Hyperboloid  ist,  wenn  der  Brennpunct  einmal  auf  der  Focal- 
Hyperbel  (Gl.  33),  das  andere  Mal  auf  der  Focal-Ellipse  (Gl.  22)  angenommen  wird. 

Für  das  hyperbolische  Paraboloid  ist  die  characteristische  Constante  S  der  Einheit  gleich,  so  wie 
auch  für  die  Durchschnitts-Parabeln  in  den  beiden  Hauptschnitten,  das  Verhältniss  der  Abstände  jedes 
Punctes  von  Brennpunct  und  Directrix  der  Einheit  gleich  ist. 

Wenn  endlich  die  Fläche  das  durch  die  Gleichung*  (35)  dargestellte  zweischalige  Hyperbo- 
loid ist,  und  wir  F  als  Focalpunct  und  DG  als  Directrix  nehmen,  so  kommt  für  die  Puncte  der 
Durchschnitts-Hyperbel  AU  in  der  Ebene  der  reellen  Axe  und  der  kleinen  Neben-Axe,  indem  wir 

z'  =  0,       z"  m  0,         z  m  0 


setzen  : 


mithin  : 


Cx  -  xO2  +  7n  =  J^-  OC---X")2, 
sin 2  w 


LF      .  LF  .  LF 

,=   __    ..»«  =  -   >„„»,  -   >1, 

wobei  L  irgend  ein  Punct  der  fraglichen  Durchschnitts-Curve,  LH  sein  kürzester  Abstand  von  der 
Directrix  und  LN  parallel  mit  OK  nach  der  Directrix  gezogen  worden  ist.  Um  also  hier  die  charac- 
teristische Constante  fi  zu  erhalten,  müssen  wir  das  Verhältniss  der  Abstände  von  einem  Brennpuncte 
und  der  zugehörigen  Directrix,  welches  für  alle  Puncte  der  Durchschnitts-Hyperbel  in  der  Ebene  der 
reellen  Axe  und  der  kleinen  Neben-Axe  constant  ist,  noch  mit  dem  Sinus  desjenigen  Winkels  multi- 
plicircn,  den  die  Kreisschnitt-Ebenen  mit  der  eben  genannten  Neben-Axe  bilden,  oder,  was  dasselbe 
heisst,  die  kürzesten  Abstände  von  der  Directrix  mit  solchen  vertauschen,  die  denjenigen  geraden 
Linien  parallel  sind,  in  welchen  die  Ebene  der  Hyperbel  von  den  Kreisschnitt -Ebenen  der  Fläche 
geschnitten  wird. 

Auf  ganz  gleiche  Weise  können  wir  S  auch  in  dem  Falle  des  Ellipsoids  (19)  durch  die  Ellipse 
AC  der  grossen  und  kleinen  Axe,  in  dem  Falle  des  einschaligen  Hyperboloids  (22)  durch  die  Hyperbel 
BK  mit  der  kleinern  Axe  und  endlich  in  dem  Falle  des  elliptischen  Paraboloids  (45)  durch  die 
Parabel  in  dem  Hauptschnitte  des  kleinem  Parameters  bestimmen. 

225.  Legen  wir  durch  irgend  eine  Directrix  eine  die  Fläche  schneidende  Ebene,  so  sind  für 
alle  Puncte  der  Durchschnitts-Curve  die  Abstände  von  dieser  Directrix  offenbar  in  der  schneidenden 
Ebene  selbst  zu  nehmen,  und  zwar  parallel  mit  einer  derjenigen  beiden  geraden  Linien,  in  welchen 
diese  Ebene  von  den  beiden  Krcisschnitt-Ebenen  der  Fläche  geschnitten  wird.  Diese  Richtung  ist 
eine  doppelte,  gleich  gegen  die  Directrix  geneigte.     Wenn  insbesondere  die  schneidende  Ebene  auch 
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durch  den  zugehörigen  Focalpunct  geht,  so  folgt  hieraus,  dass  dieser  ein  Brennpunct  der  Durch- 
schnitts-Curve  und  jene  Directrix  der  Fläche  auch  die  zu  demselben  gehörige  Directrix  der  Curve 
ist.  Bringen  wir  dieses  Resultat  mit  dem  am  Ende  der  219.  Nummer  gewonnenen  in  Verbindung, 
so  erhalten  wir  den  folgenden  allg-emein  gültig-en  Satz. 

Eine  gegebene  Fläche  zweiter  Ordnung  wird  von  einer  Ebene,  die  auf  einer 
ihrer  beiden  Focal-Curven  in  einem  beliebigen  Puncte  derselben  senkrecht  steht, 
so  geschnitten,  dass  dieser  Punct  ein  Brennpunct  der  D  urchschnitts-Curve  ist. 

226.  Wir  können  den  Satz  der  vorig-en  Kummer  in  nachstehender  Weise  verallgemeinern : 
Wenn  wir   durch   eine   Directrix  einer   gegebenen   Fläche  zweiter  Ordnung  ein  e 

beliebig-e  Schnitt-Ebene  legen,  so  ist  der  zu  dieser  Directrix  gehörige  Focalpunct 
der  Fläche  zugleich  auch  ein  Focalpunct  der  Durchschnitts- Curve. 

Ist  die  Durchschnitts-Curve  eine  Ellipse,  so  liegt  er  auf  ihrer  Focal-Hyperbel ,  ist  sie  eine 
Hyperbel,  so  liegt  er  auf  ihrer  Focal-Ellipse,  ist  sie  endlich  eine  Parabel,  auf  ihrer  Focal-Parabel  (2). 

Die  durch  die  Directrix  gelegte  Ebene  geht  gleichzeitig  auch  noch  durch  eine  zweite  Directrix 
derselben  Art.  Sind  die  beiden  Directricen  von  der  zweiten  Art,  so  ist  die  Summe  oder  die  Differenz 
der  parallel  mit  einer  Kreisschnitt-Ebene  genommenen  Abstände  von  denselben  für  alle  Puncte  der 
fraglichen  Durchschnitts-Curve  constant,  und  zwar  dem  nach  derselben  Richtung  genommenen  Abstände 
der  beiden  Directricen  von  einander  gleich.  Sind  die  beiden  Directricen  von  der  ersten  Art,  so  ist 
für  alle  Puncte  der  Durchschnitts-Curve  die  Summe  oder  die  Differenz  der  mittlem  Proportionalen 
aus  den  Abständen  von  den  beiden  durch  jede  Directrix  gelegten  Kreisschnitt-Ebenen  constant*). 
In  beiden  Fällen  ist  die  Summe  oder  die  Differenz  zu  nehmen,  je  nachdem  die  Durchschnitts-Curve 
innerhalb  oder  ausserhalb  der  beiden  Directricen  liegt.  Nach  den  Sätzen  der  222.  und  der  218.  Num- 
mer ist  also  für  alle  Puncte  der  Durchschnitts-Curve  die  Summe  oder  die  Differenz  der  Abstände 
von  den  beiden  zugehörigen  Focalpuncten  constant.  Aus  dem  an  die  Spitze  dieser  Nummer  g-estellteri 
Satze  ist  also  der  Satz  der  201  Nummer  eine  unmittelbare  Folgerung,  und  umgekehrt  ist,  wenn  wir 
diesen  als  bekannt  annehmen,  jener  hierdurch  bewiesen. 

227.  An  den  Satz  der  vorigen  Nummer  schliesst  sich  unmittelbar  der  folgende  an. 

Jede  durch  eine  beliebige  Directrix  gelegte  Ebene  schneidet  die  Fläche  so,  dass 
der  zugehörige  Focalpunct  der  Mittelpunct  eines  Rotations-Kegels  ist,  der  durch 
die  Durchschnitts-Curve  geht,  und  die  Fläche  noch  in  einer  zweiten  Curve 
schneidet,  die  in  einer  zweiten  ebenfalls  durch  die  Directrix  gehenden  Ebene 
liegt.  Die  Axe  des  Kegels  ist  die  Tangente  derFocal-Curve  in  dem  Foealpuncte. 
Dies  e  Tangente  und  die  Directrix  sind  zugeo  rdnete  Polaren,  deren  Richtungen 
auf  einander  senkrecht  stehen. 

Und  umgekehrt  ergibt  sich  der  folgende  Satz. 
Jeder  Rotations-Kegel,  welcher  einen  Focalpunct  der  Fläche  zu  seinem  Mittcl- 
punete  und  die  Tangente  der  Focal-Curve  in  diesem  Puncte  zu   seiner   Axe    hat, 


*)  Wenn  wir  von  irgend  einem  Puncle  der  Diagonalen  AC  eines  Parallelogramms  ABCD  oder  deren 
Verlängerung  auf  die  vier  Seifen  desselben  AB,  AD,  CB,  CD  Perpendikel  fällen,  so  ist  die  Summe  oder 
die  Differenz  der  mittlem  Proportionalen  aus  den  beiden  ersten  und  aus  den  beiden  letzten  Perpendikel 
constant.     Hieran  knüpft  sich  sogleich  die  Behauptung  des  Textes. 
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schneidet  die  Fläche  in  zwei   ebenen  Curven,    deren  Ebenen   auf  der    zugehörigen 
Directrix  sich  schneiden. 

Wenn  die  Fläche  insbesondere  ein  verlängertes  Sphäroid  oder  ein  zweischaliges  Rotations- 
Hyperboloid  ist  und  demnach  die  Focal-Curve  in  das  System  der  beiden  Brennpuncte  und  der  Ort 
für  die  Directricen  in  das  System  ihrer  beiden  Polar-Ebenen  übergehen,  so  schneiden  sich  die  Focal- 
Curvcn  aller  möglichen  Durchschnitts-Curven  der  Fläche  in  ihren  beiden  Brennpuncten  und  jede 
beliebige  gerade  Linie,  die  durch  einen  der  beiden  Brennpuncte  geht,  ist  die  Axe  von  unendlich 
vielen  Rotations-Kegeln,  welche  die  Fläche  in  ebenen  Curven  schneiden  (201). 

228.  Jede  Ebene,  die  wir  nach  beliebiger  Richtung  durch  eine  Directrix  zweiter  Art  legen, 
schneidet  die  Fläche  in  einer  reellen  oder  imaginären  Curve;  der  zugehörige  Focalpunct  der  Fläche 
ist  zugleich  auch  ein  Focalpunct  der  Durchschnitts-Curve  und  wird  insbesondere  ein  Brennpunct  der 
letztern,  wenn  die  Schnitt-Ebene  durch  denselben  geht  (225,  226).  In  diesem  letztern  Falle  fällt 
die  Directrix  der  Fläche  mit  der  Directrix  der  Curve  zusammen:  im  allgemeinen  Falle  ist  die  erstere, 
die  in  der  Ebene  der  Curve  liegt,  der  letztern  parallel.  Für  alle  Puncte  der  Durchschnitts-Curve 
ist  das  Verhältniss  der  Abstände  von  ihrem  Focalpuncte  und  der  ihrer  Directrix  parallelen  geraden 
Linie  constant  (225).  Dieselbe  Curve  gehört  aber  unendlich  vielen  Flächen  zweiter  Ordnung  in 
gleicher  Weise  an,  wobei  der  jedesmalige  Focalpunct  eine  andere  Lage  auf  ihrer  Focal-Curve  erhält 
und  die  fragliche  der  Directrix  parallele  gerade  Linie,  ohne  ihre  Richtung  zu  ändern,  in  der  Ebene 
der  Curve  fortrückt.  Das  constante  Verhältniss  bleibt  hierbei  unverändert  dasselbe,  und  demjenigen 
der  Abstände  von  dem  Brennpuncte  und  der  zugehörigen  Directrix  der  Curve,  also  der  Excentricität 
dieser  letztern  gleich.  Wir  überzeugen  uns  hiervon  sogleich,  wenn  wir  uns  durch  die  verschiedenen 
Directricen  zweiter  Art  einer  gegebenen  Fläche  zweiter  Ordnung  parallele  Ebenen  gelegt  denken. 
Da  nemlich  die  charakteristische  Constante  der  Fläche  für  alle  diese  Directricen  dieselbe  bleibt,  so 
ist  auch  für  die  Puncte  aller  Durchschnitts-Curven  das  Verhältniss  der  Abstände  von  dem  jedes- 
maligen Focalpuncte  und  der  zugehörigen  Directrix  der  Fläche  constant  und  weil  es  unter  den 
parallelen  Schnitt-Ebenen  insbesondere  auch  solche  gibt,  die  durch  den  zugehörigen  Focalpunct  der 
Fläche  gehen,  ist  dieses  constante  Verhältniss  der  Excentricität  der  Durchschnitts-Curven  gleich. 

Das  Verhältniss  der  Abstände  jedes  Punctes  einer  gegebenen  Curve  zweiter 
Ordnung  von  einem  ihrer  Focalpuncte  und  von  der  zu  diesem  Focalpuncte 
gehörigen  Directrix  ist  constant  und  der  Excentricität  der  Curve  gleich. 

M  ir  nehmen  hierbei,  mit  blosser  Rücksicht  auf  die  Curve,  ganz  abgesehen  von  der  Fläche,  der 
sie  angehört,  das  Wort  Directrix  in  einem  ausgedehntem  Sinne  als  gebräuchlich.  Es  handelt 
sich  nur  noch  darum,  für  einen  auf  der  Focal-Curve  beliebig-  angenommenen  Focalpunct  der  Curve 
die  zugehörige  Directrix  zu  bestimmen.  Ist  die  gegebene  Curve  eine  Ellipse,  und  demnach  die 
Focal-Curve  eine  Hyperbel,  so  sind  die  Scheitel  dieser  Hyperbel  die  beiden  Brennpuncte  der  Ellipse 
und  die  zugehörigen  Directricen  die  gewöhnlichen.  Entfernt  sich  der  Focalpunct  auf  einem  Zweige 
der  Hyperbel  vom  Brennpuncte,  so  entfernt  er  sich  auch  von  dem  näher  liegenden  Scheitel  der 
grossen  Axe  der  Ellipse:  in  gleichem  Verhältnisse  entfernt  sieh  von  diesem  Scheitel  also  auch  die 
zugehörige  Directrix.  Jeder  Directrix  entsprechen  zwei  Focalpuncte,  die  von  der  Ebene  der  Ellipse 
zu  beiden  Seiten  derselben  gleich  weit  abstehen.  Wenn  diese  mit  dem  Brennpuncte  zusammenfallen, 
liegt  die  Directrix  dem  Mittelpuncte  am  nächsten,  von  dieser  Lage  aus  entfernt  sie  sich  immer 
weiter  bis  ins  Unendliche  von  demselben,  während  gleichzeitig  die  zugehörigen  Focalpuncte  auf  dem 
Hyperbel-Zweige  unendlich  weit  rücken.  Den  Puncten  auf  den  beiden  verschiedenen  Hyperbel- 
Zweigen  entsprechen  Directricen,  die  auf  den  beiden  entgegengesetzten  Selten  vom  Mittelpuncte  liegen. 
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Wenn  die  gegebene  Curve  eine  Hvperbel,  ihre  Focal-Curvc  also  eine  Ellipse  ist,  so  nähert  sich  die 
Directrix,  wenn  der  Focalpunct  aus  der  Ebene  der  Hyperbel  herausrückt,  von  der  Lage  der  gewöhn- 
lichen Directrix  ausgehend,  immer  mehr  dem  Mittelpuncte  und  sie  geht  durch  diesen  Punct,  wenn 
der  Focalpunct,  mit  den  Scheiteln  der  kleinen  Axe  der  Focal-Ellipse  zusammenfallend,  seine  grösste 
Entfernung  von  der  Ebene  der  gegebenen  Hvperbel  erreicht.  Ist  die  gegebene  Curve  eine  Parabel, 
so  entfernt  sich  die  Directrix  immer  mehr  von  derselben,  wenn  der  zugehörige  Focalpunct  auf  der 
Focal-Parabel  fortrückt,  in  der  Art,  dass  ihr  Abstand  vom  Scheitel  immer  dem  Abstände  des  Focal- 
punetes  von  demselben  gleich  bleibt. 

229.  Für  die  Puncte  desselben  Kreisschnittes  der  Fläche  sind  nach  dem  Satze  der  222.  Nummer 
alle  Abstände  von  einer  Directrix  in  der  Ebene  des  Schnittes  von  demjenigen  Puncte  zu  nehmen,  in 
welchem  diese  Ebene  von  der  Directrix  getroffen  wird.  Hiernach  erhalten  wir  den  bekannten  Satz, 
dass  der  geometrische  Ort  für  alle  Puncte  einer  gegebenen  Ebene,  deren  Abstände  von  zwei  gegebenen 
Puncten  in  gegebenem  Verhältnisse  stehen,  ein  Kreis  ist,  und  wir  wissen,  dass  die  beiden  gegebenen 
Puncte  zwei  zugeordnete  Pole  in  Beziehung  auf  diesen  Kreis  sind,  wonach  wir,  wenn  der  Kreis 
und  einer  der  beiden  Puncte  gegeben  ist,  den  audern  sogleich  bestimmen  können. 

230.  "YYenn  wir  auf  einer  gegebenen  Fläche  zweiter  Ordnung  einen  festen  Punct  beliebig  an- 
nehmen und  nach  einander  alle  möglichen  in  demselben  Hauptschnitte  liegenden  Focalpuncte  und  die 
entsprechenden  Direetricen  nehmen,  so  bilden  die  Abstände  des  festen  Punctes  von  jenen  einen 
Kegel,  dessen  Spitze  dieser  Punct  und  dessen  Basis  die  Focal-Curve  ist,  und  die  Abstände  von  diesen 
einen  Kegelschnitt,  denjenigen  nemlich,  in  welchen  der  Cylinder  der  Direetricen  von  der  durch  den 
festen  Punct  gehenden  Kreisschnitt-Ebene  geschnitten  wird.  Die  Seiten  des  Kegels  stehen,  zu  der 
von  dem  festen  Puncte  aus  nach  den  entsprechenden  Puncten  des  Kegelschnittes  gezogenen  geraden 
Linien  in  constantem  Verhältnisse,  und  dieses  Verhältniss  können  wir  der  Einheit  gleich  machen, 
wenn  wir  die  Basis  des  Kegels  parallel  mit  sich  selbst  weiter  von  der  Spitze  entfernen  oder  derselben 
annähern. 

231.  Es  bleibt  uns  jetzt  nur  noch  übrig  die  particulären  Fälle  zu  discutiren. 
Wenn 

w  =  0     oder     «  =  *tt, 

so  ist  die  Fläche  eine  Rotations-Fläche.  Die  Gleichqngs-Formen  I.  und  II.  der  218.  Nummer  gehen 
alsdann  in  die  folgenden  über : 

(x  —  x')*  -f  v*  -f  zl  =  p*  (x  —  x")2  (I,a) 

(x-x')2  +  (v_ V'i  +  i«  =  p    ;  (x-x")*  +  (j— j")*l-  (H,a) 

Die  erste  Gleichungs-Form  gibt  den  folgenden  Satz. 

Der  geometrische  Ort  für  solche  Puncte,  deren  Abstände  von  einem  gegebenen 
Puncte  und  einer  gegebenen  Ebene  in  constantem  Verhältnisse  stehen,  ist  eine 
Umdrehungs-Fläche  zweiter  Ordnung. 

Diese  Fläche  ist  noth wendig  eine  nicht  geradlinige  und  zwar,  je  nachdem 

P*<1,  P*  =  l,  P1  >  1 

ein  verlängertes  Sphäroid,  ein  Paraboloid  oder  ein  zweischaliges  Hyperboloid.  Es  fallen  hier  die 
beiden  Ebenen  des  ersten  Satzes  der  218.  Nummer  in  die  gegebene  zusammen.  Der  gegebene  Punct 
ist  ein  Brennpunct  des  die  Fläche  durch  Umdrehung  um  seine  Axe  erzeugenden  Kegelschnittes,   und 
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die  gegebene  Ebene  diejenige,  welche  durch  die  Directrix  desselben   bei  der  Umdrehung  beschrieben 
wird. 

Bei  der  Particularisirung  des  allgemeinen  Satzes  der  218.  Nummer  in  den  obigen  Satz  der 
gegenwärtigen,  haben  wir  den  Uebergangs-Fall,  dass  die  beiden  gegebenen  geraden  Linien,  bevor  sie 
zusammenfallen,  parallel  werden,  übersprungen.  Wir  sehen  indess  sogleich,  dass  der  geometrische 
Ort  für  solche  Puncte,  deren  Abstand  von  einem  gegebenen  Puncto  zu  der  mittlem  Proportionalen 
aus  den  Abständen  von  zwei  gegebenen  parallelen  Ebenen  in  gegebenem  Verhältnisse  steht,  not- 
wendig eine  Rotations-Fläche  ist,  deren  Umdrehungs-Axe  durch  den  gegebenen  Punct  geht  und  die 
beiden  g-eg-ebenen  Ebenen  unter  rechten  Winkeln  schneidet.  Der  Ort  für  die  Focalpuncte  (als  Curve 
zweiter  Ordnung  betrachtet)  ist  die  Axe  der  Fläche,  in  welche  die  Focal-Hypcrbel  ausgeartet  ist. 
Um  diese  Behauptungen  analytisch  zu  rechtfertigen,  bemerken  wir  bloss,  dass  wir  der  Gleichung  I,a. 
auch  folgende  Form  mit  einer  überzähligen  Constanten  geben  können : 

(x  —  x,)2  +  J*  +  z2  ==  p2  (x  —  x„)  (x  — x,„), 

wobei,  wenn  wir,  wie  früher,  den  Mittelpunct  zum  Anfangspunctc  nehmen : 

2(x'-p2x")  =  2x,-P2  (x„  +  X///)  =  0, 

Die  zweite  Gleichungs-Form  gibt  den  folgenden  Satz. 

Der  geometrische  Ort  für  solche  Puncto,  deren  Abstände  von  einem  gegebenen 
Puncto  und  einer  gegebenen  geraden  Linie  in  constantem  Verhältnisse  stehen,  ist 
ein  abgeplattetes  Sphäroid,  ein  parabolischer  Cylinder  oder  ein  einschaliges  Ro- 
tations-Hyperboloid, je  nachdem 

d1  <  i,  -  a*  =  1,  $z  >  i. 

Der  den  Uebcrgang  bildende  parabolische  Cylinder  nimmt  hier  in  so  fern  eine  Stelle  unter  den 
Rotations-Flächen  ein,  als  man  ihn  dadurch  entstanden  denken  kann,  dass  eine  Parabel  sich  um 
ihre  unendlich  weit  liegende  Axe  gedreht  hat.  Der  geometrische  Ort  für  die  Focalpuncte  ist  der- 
jenige Kreis,  welcher  bei  der  Erzeugung  der  Fläche  durch  Umdrehung  eines  Kegelschnittes  um 
diejenige  Axe,  auf  welcher  die  Brennpuncte  nicht  liegen,  von  diesen  beschrieben  wird. 

232.  Wenn  der  Focalpunct  auf  der  Directrix  selbst  liegt,  so  gehen  die  Gleichungs-Formen  I. 
und  II.  der  218.  Nummer  in  die  folgenden  über : 

(1  —  p'eos'a)  x^  +  Ü  +  p2sin2o>)  y2  -f  z2  =  o,  (I,b.) 

(l-ö2)  x2   +    (l-  -r-L)  y2  +  z*  m  o,  (ILb.) 

\         sin2«/  v    '    J 

und  stellen  entweder  einen  ellipsoidischen  Punct,  eine  gerade  Linie  oder  eine  Kegel- 
fläche dar.  Die  Focal-Ellipsc  geht  in  diesem  Falle  in  einen  Punct  über,  der  mit  dem  ellip- 
soidischen Puncte  oder  dem  Mittelpunctc  der  Kegelfläche  zusammenfällt.  Die  Focal-Hyperbel 
geht  in  ein  System  von  zwei,  immer  reellen,  geraden  Linien  über,  die  Mir  die  Focal-Linien  des 
ellipsoidischen  Punctes  oder  des  Kegels  nennen.  Ueber  die  Bestimmung  dieser  Focal-Linien  wollen 
wir,  namentlich  für  den  Fall  der  Kegelflächc,  in  einige  nähere  Erörterungen  eingehen. 
Die  folgende  Gleichung  : 

x2        y i        « 2 

.-  +  h  +  ri  -  *  CO 


«2      ß2 


i 
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stellt,  wenn  Vir  für  X  nach  einander  alle  möglichen  Werthe  nehmen,  solche  Flächen  zweiter  Ord- 
nung dar,  welche  denselben  Asymptoten-Kegel  haben,  der  seinerseits  durch  diese  Gleichung  dargestellt 
wird,  wenn  wir  X  insbesondere  gleich  Null  setzen.  Der  Asymptoten-Kegel  kann  reell  und  auch  ein 
ellipsoidischer  Punct  sein.  Im  ersten  Falle  entspricht  einer  Zeichen-Aenderung  von  X  der  Uebergang 
zwischen  ein-  und  zwei  schaligen  Hyperboloiden,  im  zweiten  Falle  der  Uebergang  zwischen  reellen 
und  imaginären  Ellipsoiden.  Nehmen  wir,  nach  wie  vor,  a2  ^>  ß*  >  y,J,  so  wird  in  allen  Fällen 
die  Focal-Hyperbel  durch  die  folgenden  beiden  Gleichungen: 


und  der  Ort  für  die  Directricen  durch  die  folgende  Gleichung 


=  X  (3) 


a4  y* 

dargestellt  (214).  Wenn  X  verschwindet,  so  geht  die  Focal-Hyperbel  in  die  beiden  Focal-Linien, 
der  geometrische  Ort  für  die  Directricen  in  die  beiden  Dircctrix-Ebenen  des  Asymptoten- 
Regeis  über.  Die  beiden  Focal-Linien  sind  die  gemeinsamen  Asymptoten  aller  Focal-Hyperbeln  (2), 
die  bei  einer  Zeichen-Aenderung  von  ?.,  in  die  nebenliegenden  Asymptoten-Winkel  hinübertreten. 
Die  beiden  Directrix-Ebenen  sind  die  gemeinsamen  Asymptoten-Ebenen  aller  hyperbolischen  Cylinder 
(3).  Wenn  der  Asymptoten-Kegel  ein  reeller  und  demnach  y-  negativ  ist,  so  stellt  die  Gleichung 
(1),  je  nachdem  X  >0  oder  X  <C0  ein  ein-  oder  z  weischaliges  Hyperboloid  dar:  im  letztern  Falle 
liegt  die  Focal-Hyperbel  innerhalb  des  Asymptoten-Kegels  zwischen  den  beiden  Focal-Linien,  im 
erstem  Falle  schneidet  sie  den  Asymptoten-Kegel  in  vierPuncten  und  ihre  Scheitel  liegen  ausserhalb 
desselben. 

Durch  den  Satz  der  225.  Nummer  sind  die  Focal-Linien  einer  Kegelfläche  dadurch  geometrisch 
characterisirt,  dass  der  Brennp^uict  einer  Schnitt-Curve,  deren  Ebene  auf  einer  Focal-Linie  senkrecht 
steht,  im  Durchschnitte  mit  der  Focal-Linie  liegt. 

Schneiden  wir  aus  der  unbegränzten  Kegelfläche,  deren  Gleichung,  indem  wir  y2  mit  ( —  y42') 
vertauschen : 

x2         v2  z: 

einen  geraden  Kegel  mit  elliptischer  Basis,  dessen  Höhe  gleich  y'  ist,  so  sind  a  und  ß  die  beiden 
Halb-Axen  seiner  Basis.  Die  beiden  Focal-Linien  liegen  in  derjenigen  Ebene,  die  durch  die  Axe 
dieses  Kegels  und  durch  die  grosse  Axe  seiner  Basis  geht,  und  bilden  mit  der  erstgenannten  Axe 
einen   Winkel  S-,  der  in  Folge  der  zweiten  Gleichung  (2)  durch  folgende  Gleichung  gegeben  ist 

«2  —  8* 
tang2x>  =    ,-     -£_. 

ß2  +  r'- 

233.  Da  die  Asymptoten  der  Focal-Hyperbel  einer  gegebenen  Fläche  zweiter  Ordnung  die  Axen 
der  beiden,  dieser  Fläche  umschriebenen  Kreis-Cylinder  sind ,  so  ergeben  sich  die  folgenden  beiden 
Sätze  unmittelbar. 

Die  beiden  Focal-Linien  des  Asymptoten-Kegels  einer  gegebenen  Fläche  zweiter 

Ordnung,    sind  die  Axen  der   beiden  Kreis-Cylinder,   welche   der  Fläche  sich    um- 

sc  hreiben  lassen. 
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Die  Dircctrix-Ebenen  des  Asymptoten-Kegels  sind  diejenigen  Ebenen,  in  welchen 
die  Fläche  von  den  beiden  umschriebenen  Kreis-Cylindern  berührt  wird. 

Wenn  überhaupt  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  ein  C) linder  umschrieben  ist,  so  sind  irgend 
zwei  zugeordnete  Durchmesser-Ebenen  dieses  Cylinders,  die  in  der  Axe  desselben  sich  schneiden, 
zugleich  auch  zwei  zugeordnete  Durchmesser -Ebenen  der  Fläche  und  schneiden  die  Ebene  der 
Berührungs-Curve  in  zwei  geraden  Linien,  welche  zugeordnete  Durchmesser  dieser  Curve  sind.  Diese 
beiden  Geraden  Linien  und  die  Axe  des  umschriebenen  Cylinders  bilden  alsdann  ein  System  dreier 
zugeordneter  Durchmesser  des  Cylinders,  der  Fläche  und  ihres  Asymptoten-Kegels.  Ist  der  um- 
schriebene Cylinder  insbesondere  ein  Kreis -Cy linder,  so  sind  je  zwei  durch  die  Axe  desselben 
sehende  und  auf  einander  senkrechte  Ebenen  zwei  zugeordnete  Durchmesser -Ebenen.  Hiernach 
gelangen  wir  zu  den  folgenden  Sätzen. 

Je  zwei  Ebenen,  die  durch  eine  beliebige  der  beiden  Focal-Linicn  des  Asymp- 
toten-Kegels einer  beliebigen  Fläche  zweiter  Ordnung  gehen  und  auf  einander 
senkrecht  stehen,  sind  zwei  zugeordnete  Durchmesser-Ebenen  der  Fläche  und  ihres 
Asymptoten-Kegels.  Je  zwei  solcher  Ebenen  schneiden  die  Dircctr ix-Ebene  des 
Asymptoten-Kegels  in  zwei  geraden  Linien,  welche  mit  der  Focal-Linic  ein  System 
von  drei  zugeordneten  Dur  chm  essern  d  er  Fläche  und  ihres  Asympt  oten -Kegels 
bilden. 

Wenn  man  irgend  einen  in  einer  Dircctrix-Ebene  eines  Kegels  liegenden  Durch- 
messer desselben  auf  seine  zugeordnete  Diametral-Ebene  (Polar-Ebene)  projicirt, 
so  ist  die  Projection  eine  der  beiden  Focal-Linicn. 

234.  In  dem  Vorstehenden  zeigt  sich  eine  grosse  Analogie  zwischen  den  Eigenschaften  des 
Kegels  in  Beziehung  auf  Focal-Linie  und  Directrix-Ebene  und  den  Eigenschaften  des  Kegelschnittes 
in  Beziehung  auf  Brcnnpunct  und  Directrix  und  wir  sehen  sogleich,  dass  das  vermittelnde  Ueber- 
tragungs-Princip  sich  daran  knüpft,  dass  (231)  ein  Schnitt  des  Kegels  in  einer  Ebene,  die  auf  einer 
Focal-Linie  senkrecht  steht,  den  Durchschnittspunct  mit  dieser  FocaüLinie  zu  seinem  Brcnnpuncte 
und  die  Durchschnitts-Linie  mit  der  Directrix-Ebene  zu  seiner  Directrix  hat.  Winkel,  welche  durch 
gegebene  Ebenen  gebildet  werden,  die  in  der  Focal-Linie  sich  schneiden ,  haben  hiernach  diejenigen 
Winkel  zum  Maasse,  welche  am  Brcnnpuncte  des  Kegelschnittes  von  denjenigen  Linien  gebildet 
werden,  in  welchen  die  Ebene  desselben  von  den  gegebenen  Ebenen  geschnitten  wird.  Verbinden  wir 
drei  zugeordnete  Pole  des  Kegelschnittes  mit  dem  Mittelpuncte  der  Kegellläche  durch  drei  gerade 
Linien,  so  sind  diese  drei  zugeordnete  Durchmesser  der  letztern.  Es  entspricht  hiernach  dem 
letzten  Satze  der  vorigen  Nummer,  derjenige  über  Kegelschnitte,  nach  welchem  die  Projection  eines 
beliebigen  Punctes  der  Directrix  auf  seine  Polare  ein  Brennpunct  des  Kegelschnittes  ist.  Und  ebenso 
können  wir  alle  Sätze,  die  sich  auf  Winkel  am  Brcnnpuncte  eines  Kegelschnittes  beziehen,  unmittelbar 
auf  Kegel  übertragen.  Beispiele  bieten  die  bekannten  Sätze,  erstens,  dass  dasjenige  Segment, 
welches  auf  einer  beweglichen  Tangente  eines  Kegelschnittes  von  zwei  festen  Tangenten  desselben 
intereeptirt  wird,  von  einem  Brcnnpuncte  aus  gesehen,  unter  constantem  Winkel  erscheint;  zweitens, 
dass  insbesondere,  wenn  man  den  Brennpunct  mit  den  Kerührungspuncten  auf  den  beiden  festen 
Tangenten  und  mit  dem  Durchschnitte  derselben  durch  drei  gerade  Linien  verbindet,  die  letzte  dieser 
Linien  den  von  den  beiden  ersten  am  Brcnnpuncte  gebildeten  Winkel  halbirt. 

Wenn  man  durch  die  beiden  Durchschnitts-Linien  zweier  festen  Tangcntial- 
Ebenen  eines  Kegels  mit  einer  dritten  beweglichen  und  eine  Focal-Linie  des  Kegels 
zwei  Ebenen  legt,  so  ist  der  von  diesen  Ebenen   gebildete   Winkel   constant.     Wenn 
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man  durch  eine  Focal-Linie  drei  Ebenen  legt,  von  welchen  zwei  durch  die  beiden 
Berührungs-Sciten  auf  den  beiden  festen  Tan  gential-Ebenen  und  die  dritte  durch 
die  Durchschnitts-Linie  derselben  geht,  so  wird  der  von  jenen  beiden  Ebenen  an 
der  Focal-Linie  gebildete  Winkel  von  dieser  halbirt. 


8-  **• 

Polar-f-lcichiiiig  der  Kegel-Flächen.     Foeal  -  Unien.     Confocal- 
Unicii.  Elliptische,  hyperbolische,  parabolische  Kegel-Flächen. 

235.  Wenn  wir  den  Anfangspunct  der  Coordinaten  in  den  Mittelpunct  einer  Kegelfläche  ver- 
legen, so  wird  ihre  Gleichung  eine  homogene  des  zweiten  Grades  zwischen  drei  Veränderlichen,  denen 
wir  die  Bedeutung  von  Parallel-Coordinaten  geben  können,  und  reducirt  sich  unmittelbar  auf  die 
allgemeine  Gleichung  dieses  Grades  zwischen  bloss  zwei  Veränderlichen,  wenn  wir  für  diese  die 
beiden  Quotienten  nehmen,  die  sich  ergeben,  wenn  wir  irgend  zwei  der  drei  ursprünglichen  Ver- 
änderlichen durch  die  dritte  dividiren.  Wir  können  also  auch,  was  die  analytische  Behandlungsweise 
betrifft,  die  Discussion  der  Kegelflächen  ganz  auf  dieselbe  Weise  an  die  allgemeine  Gleichung  des 
zweiten  Grades  zwischen  zwei  Veränderlichen  anknüpfen,  wie  dieses  in  der  Planimetrie  bei  der 
Discussion  der  Kegelschnitte  geschieht. 

Diesen  allgemeinen  Gesichtspunct  wollen  wir  hier  indess  nicht  weiter  verfolgen,  sondern,  die 
Entwicklungen  des  gegenwärtigen  Paragraphen  an  die  letzten  des  vorigen  unmittelbar  anschliessend, 
zunächst  eine  einfache  Gleichung-  der  Kegelfläche  in  allgemeinen  Zügen  discutiren,  die  der  Polar- 
Gleichung  der  Kegelschnitte  entspricht  und  aus  dieser  sich  leicht  ableiten  lässt. 

236.  Wenn  eine  Kegelfläche  gegeben  ist  und  senkrecht  gegen  eine  ihrer  beiden  Focal-Liuien 
in  beliebiger  Entfernung  von  ihrem  Mittelpuncte  eine  Schnitt-Ebene  geführt  wird,  so  ist  die  Durch- 
schnitts-Curve  in  dieser  Ebene  ein  solcher  Kegelschnitt,  dessen  ein  Brennpunct,  F,  auf  jener  Focal- 
Linie  OF  liegt  (232).     Die  bekannte  Polar-Gleichung  dieses  Kegelschnittes  ist: 


1  -f-  e  cos  o) ' 
oder 

1  1        e 

—  =- — 1 .  COSG).  (1) 

r        p        p 

Es  bedeutet  hierbei  p  den  halben  Parameter  und  e  die  Excentricität  des  Kegelschnittes.  Die  beiden 
Scheitel-Linien  des  Kegels  schneiden  den  Kegelschnitt  in  den  beiden  Scheiteln  seiner  grossen  Axe, 
die  der  Focal-Linie  näher  liegende  Scheitel-Linie  OA  schneide  dieselbe  in  A,  die  entfernter  liegende 
OB  in  B.     Auf  irgend  einen  beliebigen  Punct  M  des  Kegelschnittes  bezogen,  ist 

r  =  FM,  gj  =  MFA. 

Die  durch  denselben  Punct  M  gehende  Kegelseite  OM  ist  durch  zwei  Winkel  ^  und  o>  bestimmt, 
von  welchen  der  erstere  derjenige  Winkel  MOF  ist,  welchen  die  fragliche  Kegelseite  mit  der  Focal- 
Linie  bildet  und  der  letztere  die  obige  Bedeutung  von  «  behält  oder  auch  als  derjenige  Winkel  zu 
betrachten  ist,  welcher  an  der  Focal-Linie   durch  solche    zwei  Ebenen  gebildet  wird,    von    welchen 
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eine  ausserdem  noch  durch  die  zu  bestimmende  Kegelseite  und  die  andere  durch  die  Scheitel-Linie 
OA  »eht  und  demnach  mit  einem  Hauptschnittc  der  Kegelfläche  zusammenfällt.  Setzen  wir  OF  =  s, 
so  ist 

—  =  cotg4, 
r 

wonach  die  Gleichung  (1),  nachdem  wir  dieselbe  mit  s  multiplicirt  haben,  unmittelbar  in  die  nach- 
stehende übergeht:  , 

C  CA 

(2) 


cotg^ 

= 

s 

p 

se 

+  -. 
P 

cosw, 

die 

wir, 

indem 

wir 

der  Kürze 

wegen 

s 

p  ~ 

p, 

se 
P 

SSQ 

setzen,  wonach 

Q  =Pe, 

auch  folgendcrgestalt  schreiben  können: 

cotg^  =  P  +  Q  cos  o),  (3) 

oder 

cotg^  =  P  (1  -f  ecosw).  (4) 

Den  beiden  Scheitel-Linien  des  Kegels  entspricht  a  =  0  und  o)  —  tt;  bezeichnen  wir  die  ent- 
sprechenden Werthe  von  41  durch  ^,   und  425  so  erhalten  wir  aus  der  vorstehenden  Gleichung: 

COtg^  +  CQtg^ 

2  ' 

cotg^,—  cotg^.;  _ 

2  ~  Jj 

und  hieraus 

cotg^  =  P-f-Q,  cotgtf*  =  P-Q. 

Der  Winkel  n  kann  überhaupt  von  0  bis  2sr,  der  Winkel  -ty  von  0  bis  iz  wachsen.  Wir  können 
beide  Winkel  am  Mittelpuncte  der  Kegelfläche  construiren,  und  wollen  6)  den  Azimuthal-Winkel  und 
4  den  Zcnith-M  inkel  der  jedesmaligen  Kegelseite  nennen. 

Wir  nennen  ferner  P  den  halben  Parameter  der  Kegclfläche,  und  e  ihre  Excentricität. 
P,  0  und  e  sind  positive  Grössen,  und  nach  dem  Vorstehenden  durch  diejenigen  beiden  Winkel  ^ 
und  ^.2,  welche  die  beiden  Scheitel-Linien  der  Kegelfläche  mit  der  Focal -Linie  bilden,  bestimmt. 
Derjenige  Winkel,  welchen  die  Axe  der  Fläche  mit  der  Focal-Linie  bildet,  ist  \  (42— -4j3  un^  der- 
jenige Winkel,  den  diese  Axe  mit  jeder  der  beiden  Scheitel-Linien  bildet,  \  (42+4'j)«  Für  diejenige 
gerade  Linie  endlich,  welche  durch  die  Spitze  des  Kegels  und  den  Mittclpunct  seiner  Basis  geht,  ist 

t*>  =  *,     tang^  =  ^tang^,—  tang^,)  =  p,_     . 

237.    Es  knüpft  sich  an  die  Gleichiuigs-Form 

cotg^  =  P+Qcoso)  (3) 

eine  L  nterscheidung  der  Kegelflächen,  die  der  Einteilung  der  Kegelschnitte  in  Ellipsen,  Parabeln 
und  Hyperbeln  analog  ist:  wir  nennen  die  Kegelfläche  eime  elliptische,  parabolische  oder 
hyperbolische,  je  nachdem 
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Q  <  p,  ö  =  P,  Q  >#P 

oder  was  hiermit  übereinstimmt,  je  nachdem 

e  <  1,  e  =  1,  e  >  1, 

oder  auch 

C,    <   $3r,  C.2   =   £:r,  ^  >   Irr-. 

In'Gemässheit  der  letzten  Bedingungen  bildet  also  in  den  fraglichen  drei  Fällen  die  Focal-Linie  mit 
der  entferntem  Scheitel-Linie  einen  Winkel,  der  kleiner  als  ein  rechter,  der  gleich  einem  rechten 
oder  grösser  als  ein  solcher  ist.  Zugleich  sehen  wir,  dass  die  Art  der  Kegelfläche  von  der  Art 
derjenigen  Kegelschnitte  abhängt,  deren  Ebene  senkrecht  auf  der  Focal-Linie  steht  und  deren  Excen- 
tricität  nach  dem  Vorstehenden  ebenfalls  e  ist.  Diese  Kegelschnitte  wollen  wir,  der  Kürze  halber, 
die  characteristischen  Kegelschnitte  der  Fläche  nennen.*( 

238.  Wenn  wir  durch  den  Mittelpunct  der  Kegel  fläche  eine  Ebene  legen,  die  auf  einer  Focal- 
Linie  senkrecht  steht,  so  schneidet  dieselbe  die  Fläche  in  den  beiden  auf  dieser  Focal-Linie  senkrecht 
stehenden  Kegelseiten.    Zur  analytischen  Bestimmung  dieser  beiden  Kegelseiten,  erhalten  wir,   indem 

wir  die  folgende  Gleichung 

cotg-J'  =  P(t -f-ecoso)) 

zu  Grunde  legen: 

1 
M  ^  =  i  rr,  cosw  = . 

Wk  ■"  e 

Der  Winkel  tt  ist  nur  für  den  Fall  der  hyperbolischen  Kegelfläche,  wo  e  grösser  als  die  Einheit  ist, 
reell.  Dann  erhalten  wir  für  denselben  zwei  Werthe,  von  welchen  der  kleinere  ein  stumpfer  ist 
und  der  grössere  diesen  zu  2^  ergänzt. 

Die  Kegelfläche  wird  in  den  beiden  eben  bestimmten  Seiten  von  zwei  Ebenen  berührt :  wir  nennen 
diese  beiden  Ebenen  die  Asymptoten-Ebenen  der  hyperbolischen  Kegelfläche.  Die  Asymptoten, 
Ebenen  schneiden  jeden  characteristischen  Kegelschnitt  der  Fläche  in  seinen   beiden  Asymptoten.**) 


Für  den  Winkel,  den  eine  Kegelseite  mit  der  Focal-Linie  bildet,  und  der  durch  seine  Tangenten  bestimmt 
wird;  bieten  sich  immer  zwei  Winkel  dar,  die  sich  zu  %  ergänzen,  und  sich,  nachdem  die  positive 
Erstreckung  der  Focal-Linie,  vom  Mittelpuncte  aus,  von  Vorne  herein  angenommen  worden  ist,  auf  die 
zwiefache  Erstreckung  jeder  Kegelseite  vom  Mittelpuucte  aus,  also  auf  die  beiden  in  diesem  Puncte  zu-* 
sammenstossenden  Doppel-Kegel  beziehen.  Für  den  Fall  der  elliptischen  Kegelfläche  gibt  die  Gleichung 
(4)  nur  positive  und  endliche  Werthe  für  coUf/,  denen  eben  solche  Werthe  für  r  entsprechen.  Wenn  wir 
daher  ty  nicht  über  -x  hinaus  wachsen  lassen,  so  stellt  die  angezogene  Gleichung  nur  einen  der  beiden 
Doppel-Kegel  dar.  In  dem  Falle  der  hyperbolischen  Kegelfläche  gibt  es  positive  und  negative  Werthe 
von  cotgv^  und  dem  entsprechenden  r.  Die  positiven  Werthe  von  r  beziehen  sich  auf  den  einen,  die 
negativen  auf  den  andern  Zweig  der  characteristischen  Hyperbel,  die  positiven  Werthe  von  cotgi^  auf  den 
einen,  die  negativen  auf  den  andern  der  beiden  Doppel-Kegel.  Um  hier  wie  iu  dem  erstem  Falle  beide 
Erstreckungen  aller  Kegelseiten  zu  erhalten,  müssen  wir  neben  der  Gleichung  des  Textes  (4)  auch  noch 
die  folgende  nehmen: 

COtgnl/   =  —    (P   +    QC0S6>). 

Bei  der  Bestimmung  der  Focal-Linien,  wie  wir  sie  im  Texte  gemacht  haben,  begegnen  beide  in  ihrer 
positiven  Erstreckung  immer  den  elliptischen  Schnitten  der  Kegelfläche. 

Ueberhaupt  sind  die  Asymptoten  irgend  eines  Schnittes  der  Kegelfläche  denjenigen  beiden  Seiten  parallel, 
in  welchen  eine  durch  den  Mittelpunct  derselben  gebende  und  der  Ebene  des  Schnittes  parallele  Ebene 
dieser  Kegel-Fläche  begegnet,  und  liegen  überdiess  in  denjenigen  beiden  Ebenen,  welche  die  Fläche  in 
den  beiden  eben  bestimmten  Seiten  berühren. 
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Die  Durchschnitts-Linic  der  beiden  Asymptoten-Ebenen,  oder  derjenige  Durchmesser  der  Kegelfläche, 
welcher  der  auf  der  Focal-Linle  senkrecht  stehenden  Schnitt-Ebene  zugeordnet  ist,  geht,  was  hier- 
aus unmittelbar  folgt,  durch  den  IMittelpunct  jedes  characteristischen  Kegelschnittes. 

Für  den  Fall  der  parabolischen  Kegclflächen  fallen  diejenig-en  beiden  Seiten  derselben,  die  auf 
einer  Focal-Linie  senkrecht  stehen,  zusammen  und  zwar  in  die  der  Focal-Linie  entferntere  Scheitel- 
Linie.  Diese  Scheitel-Linie  ist  den  Durchmessern  der  characteristischen  Curvcn,  welche  hier  Para- 
beln sind,  parallel.  Die  beiden  entsprechenden  Asymptoten-Ebenen  fallen  in  diejenige  Ebene  zusammen, 
welche  die  Kcgellläche  in  der  fraglichen  Scheitel-Linie  berührt. 

Für  den  Fall  der  elliptischen  Kegelfläche  sind  die  beiden  fragliehen  Asvmptoten-Ebenen  imaginär, 
ihre  Durchschnitts-Linic  bleibt  reell  und  geht,  nach  wie  vor,  durch  die  Mittelpuncte  der  characte- 
ristischen Kegelschnitte,  welche  hier  Ellipsen  sind. 

Da  jede  Kegelfläche  zwei  reelle  Focal-Linien  hat,  so  hat  sie  zwei  jeder  dieser  Linien  ent- 
sprechende,, im  Ganzen  also  vier  Asvmptoten-Ebenen,  die,  je  nachdem  die  Kegelfläche  eine  hyper- 
bolische oder  elliptische  oder  parabolische  ist,  reell  oder  imaginär  sind  oder  zusammenfallen. 

239.  Wir  wollen  dieselbe  Kegelfläche,  die  wir  in  dem  Vorstehenden  durch  die  Gleichung  (3) 
dargestellt  haben,  nun  durch  die  nachstehende  Gleichung : 

X*      y*      ■* 

darstellen,  indem  wir  die  drei  Axcn  der  Fläche  zu  Coordinaten-Axen  nehmen.  Schneiden  wir  als- 
dann aus  der  Kegelfläche  einen  geraden  elliptischen  Kegel,  dessen  Hohe  gleich  y  ist,  so  sind  a 
und  §  die  beiden  Halb-Axcn  der  Basis,  wobei  wir  a  ^>  £J  nehmen.     Es  ergibt  sich  hiernach  unmittelbar 

a         <        m     LM  «*      1-cosQh+^i)  m 

7  r1      l  +  cosOJ/.2-l-^) 

Ferner  erhalten  wir  nach  der  232.  Nummer  zur  Bestimmung  des  Winkels  -£  Cr1* — ^i)>  welchen  die 
Axc  des  Kegels  mit  einer  Focal-Linie  desselben  bildet: 


a 


*—R* 


tang^(4,-4i)  Ä£i+p 

und,  wenn  wir  zwischen  dieser  Gleichung  und  der  ersten  der  vorhergehenden  al  climinireu. 

eKl+tang*i(4.2-^))  =  r'Oang^K^i+^O-tang^K^i"-^;)): 
eine  Gleichung-,  die  wir  auch  folgcndergestalt  schreiben  können: 


cos 
Es  ist  also: 


ß*  J  * 1_ ^ 


r 


2      /coslQs—  ^>)Y2_   t  __  cos(^,-^1)-~cos(^2+^<)_    «sin^sin^ 

*      Wi(*i+W"  l  +  cosC^,+^j  ~~  f+cos(42-r^,)'         C  ' 

n  -  R  2 

Die  Gleichungen  (6)  und  (7)  geben  die  beiden   CJonstanten  —  und  — ,    welche  in    der  Glei- 

chung  (5)  vorkommen,  durch  die  beiden  Winkel  42  und  und  4,,  vermittelst  deren  wir  in  der  236. 
Nummer  die  beiden  Constanten  der  Gleichung (3),  welche  dieselhe  Kegelfläche  darstellt,  bestimmt  haben. 
Wir  können  auch  die  Unterscheidung  der  Kegelflächen  in  elliptische,    parabolische  und   hyper- 
bolische auf  die  Cleichiings-Form  (5)  übertragen.    Soll  die  Gleichung 
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xl      y*      zr 


a- 


7 


insbesondere  eine   parabolische  Kegelfläche  darstellen,   so   gehen  die  Gleichungen  (6)   und   (7) 
indem  wir  42  =  |w  setzen,  in  die  folgenden  über: 

«2        14- sin ^t  ß*  '';     2  sin  4, 

Yl        1 — sin^j '  y*        1— simj/i 

Eliminiren  wir  4,  zwischen  diesen  beiden  Gleichungen,  so  finden  wir  die  Bedingungs-Gleichung : 

al    _   ß2    —   y*.  (g) 

Wenn  wir  aus  einer  parabolischen  Kegelfläche  einen  geraden  elliptischen  Kegel  schneiden,  so 
ist  die  Höhe  desselben  der  linearen  Excentricität  seiner  Basis  und  diejenige  Kegelseite,  welche  die 
Spitze  desselben  mit  einem  Scheitel  der  kleinern  Axe  der  Basis  verbindet,  der  halben  grossen  Axe 
dieser  Basis  gleich. 

In  Folge  der  vorstehenden  Beding'ung's-Gleichung  ist  offenbar 

je  nachdem  die  Kegelfläche  eine  elliptische  oder  hyperbolische  ist.  Eine  Rotations-Kegelfläche 
ist  immer  eine  elliptische.     Ihr  entspricht 

B  =  0,  e  =  0,  *2  =  *,. 

240.  Es  gibt  noch  eine  zweite  Bestimmung  der  Zenith-  und  Azimuthal-Winkel,  bei  welcher 
die  Polar-Gleichung  der  Kegelflächc  unter  einfacher  Form  sich  darstellt  und  ganz  der  Polar-Gleichung 
eines  Kreises  entspricht  und  aus  dieser  unmittelbar  hervorgeht.  Schneiden  wir  nemlich  aus  einer 
gegebenen  Kegelflächc  einen  Kegel,  der  einen  Kreis  zur  Basis  hat,  und  fällen  auf  diese  Basis  von 
der  Spitze  aus  ein  Perpendikel,  so  können  wir  den  Fusspunct  dieses  Perpendikels  zum  Pol  nehmen, 
und  erhalten  alsdann  für  die  Polar-Gleichung-  des  Kreises  in  seiner  Ebene,  wie  bekannt  die  folgende: 

r2  —  (r2  +  r,)  rcoso  =  ±  r2r,.  (9) 

Je  nachdem  der  Pol  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Kreises  liegt,  müssen  wir  die  obern  oder  untern 
Zeichen  nehmen.  Der  Winkel  6)  wird  von  derjenigen  Richtung  an  gerechnet ,  die  vom  Pole  nach 
dem  Mittelpuncte  g"eht,  und  r2  und  r4  bedeuten  den  grössten  und  kleinsten  Abstand  des  Poles  vom 
Umfange  des  Kreises.  Um  zur  Polar-Gleichung  der  Kegelfläche  überzugehen,  brauchen  wir  die  vor- 
stehende Gleichung  bloss  durch  das  Quadrat  der  Höhe  des  Keg-els  zu  dividiren,  und  finden  dann 
unmittelbar 

tang^  —  (tangTj  —  tang);1)tang\lcosto  =  tang^jtangft.j,  (10) 

oder  auch 

cotg2^  —  (cotg^2— cotg>:,)cotg4cosco  =  cotgr^cotg^,  (11) 

wobei,  wie  früher,  ^  den  Zenith-Winkel,  w  den  Azimuthal-Winkel  bedeutet,  und  der  kleinste  und 
grösste  Werth  des  Zenith-Winkels  durch  rtl  und  t?.2  bezeichnet  worden  sind. 

In  Uebereinstimmung  mit  der  Note  zur  237.  Nummer  erg-eben  sich  für  cotgJ/  immer  nur  positive 
Werthe,  und  die  Gleichungen  (10)  und  (11)  stellen,  wenn  wir  C  nicht  über  tt  hinaus  wachsen  lassen, 
nur  den  einen  der  beiden  Doppel-Kegel  dar:  nur  müssen  wir  für  tjt  und  rti  die  beiden  spitzen 
Winkel  nehmen,  oder  für  >;2  den  spitzen  und  für  rif  den  stumpfen  Winkel,  je  nachdem  die  Kreis- 
schnitte der  Kegelfläche  von  dem  auf  die  Ebene  derselben  von  dem  Mittelpuncte  aus  gefällten  Perpen- 
dikel getroffen  werden  oder  nicht. 

39 
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Wir  können  eine  gegebene  Kegelflächc  immer  auf  doppelte  Weise  durch  eine  der  vorstehenden 
Gleichungen  (10)  und  (11)  darstellen,  weil  es  immer  zwei  Richtungen  gibt,  nach  welchen  dieselbe 
durch  eine  Ebene  in  Kreisen  geschnitten  wird.  Die  beiden  vom  Mittelpuncte  der  Kegelfläche  auf 
die  beiden  Systeme  von  Kreisschnitten  gefällten  Perpendikel,  welche  Confocal-Linien  der  Kegel- 
fläche genannt  worden  sind,  liegen  in  demjenigen  Hauptschnitte  der  Fläche,  welcher  zugleich  auch 
die  beiden  Nebcn-Schcitel-Linien,  das  heisst,  diejenigen  beiden  Kegelseiten  enthält,  welche, 
wenn  wir  aus  der  Fläche  einen  geraden  Kegel  mit  elliptischer  Basis  schneiden,  durch  die  beiden 
Scheitel  der  kleinen  Axc  dieser  Basis  gehen.  Von  allen  Kegelseiten  bildet  die  eine  Nebcn-Scheitel- 
Linie  mit  der  Confocal-Linie  den  kleinsten,  die  andere  den  grössten  Winkel.  Diese  beiden  Winkel 
sind  es  also,  die  wir  durch  »;,  und  rl2  bezeichnet  haben. 

Es  ergibt  sich  hier  wiederum  eine  zwiefache  allgemeine  Unterscheidung  der  Kegelflächen;  es 
können  die  Confocal-Linien  innerhalb  der  Kegelfläche  und  ausserhalb  derselben  liegen.  Dem 
Uebergangs-Falle  entspricht,  dass  die  beiden  Confocal-Linien  mit  den  beiden  Neben-Scheitei-Linien 
der  Fläche  zusammenfallen.    In  diesem  besondern  Falle  ist 

vt  =0, 

und  die  Gleichung  der  Kegelfläche  vereinfacht  sich  in  die  folgende: 

tang\J/-f  tangj?2cos«  =  0.  (12) 

241.    Stellen  wir  dieselbe  Kegelfläche  wiederum  durch  die  folgende  Gleichung  dar: 

^  +  ^—p-  °' 
so  erhalten  wir  für  die  beiden  Kreisschnitt-Ebenen  die  folgende  Gleichung: 

£"2(a2+7*)z*  =  ^(ce2  —  £'2)y2, 
und  hiernach  für  die  beiden  Confocalcn  das  System  der  Gleichungen: 

x  =  0  y2(a2  —  0*)z*  =  ^2(a2+y2)j'. 

Bezeichnen  wir  diejenigen  Winkel,  welche  die  Confocal-Linien  mit  der  Axe  des  Kegels  bilden, 
durch  p  und  diejenigen  Winkel,  welche  die  Neben-Scheitel-Linien  mit  derselben  Axe  bilden  durch 
a,  so  erhalten  wir 

mithin 

tang2ptang*o-  =  ■ — , 

a'z  -\-  y% 

and  hieraus  nach  einfachen  trigonometrischen  Substitutionen: 

a*  sin2o- 


Es  ist  aber 
Hiernach  kommt: 


y*  COS  (p  -|-  <r)  cos  (p  —  <r)' 

P  =  #Cti—  *t),  <^  =  z&i+ni'). 

a*       sin^Qi  +  q»)  _  1  —  cosQ^+t?,) 

Yl  cos^.2cos/?4  cosj^cos»?, 

§2  2i/      .      .       1  -cos(??2H-7?  ) 

-=  tang'^a+O  =       ;■    ;     ,      V 
7  1  +  cos(t?2+t;,) 
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Für  den  besondern  Fall,  dass  die  Confocal-Linie   mit   einer  Neben-Scheitel-Linie  zusammenfällt, 
and  demnach  ^,  verschwindet,  ergibt  sich: 

—  t    ~~    C°Sr'*         $1  2  1  1  ~   COS^ 

r* = :      cos,2    •  y*  -  tang  *****  fT~co< 

Eliminiren  wir  zwischen  den  beiden  letzten  Gleichungen  cos>?2,  oder  setzen  wir,  was  auf  dasselbe, 
hinauskommt,  die  obigen  Werthe  für  tang2p  und  tangV  einander  gleich,  so  finden  wir 

aV-a^-^=  0, 

oder  auch 

-L    _i       —• 

als  Bedingungs-Gleichung  für  den  Fall,  dass  die  Kegelfläche  von  der  in  Rede  stehenden  besondern 
Art  ist.    Wenn  die  Focal-Linie  innerhalb  der  Kegelfläche  liegt,  ist  p  <C  er  und  demnach 

1  1  J_ 

?4(?  '    r1' 

liegt  sie  ausserhalb,  ist  p  >>  er  und  demnach 

1  1  1 

P  •  7 

242.    Wir  wollen  uns  wieder  zu  der  in  der  236.  Nummer  hergeleiteten  Polar-Gleichung- 

tangi}/  =  P  -f-  Qcos«  (1) 

zurückwenden,  und  in  derselben  Polar-Coordinaten-Bestimmung  die  Gleichung  einer  Ebene,  die  die 
durch  die  Gleichung  dargestellte  Kegelfläche  berührt,  entwickeln.  Ueberhaupt  wird  eine  Ebene,  die 
durch  den  Mittelpunct  der  Kegelfläche  geht,  durch  folgende  Gleichung 

cotgif  =  m  sinw  -f-  n  cos«  (2) 

dargestellt,  wobei  wir  durch  m  und  n  zwei  Constante  bezeichnen.  Diese  sind  die  Werthe  von  cotg\£, 
welche  sich  auf  diejenigen  beiden  geraden  Linien  beziehen,  denen  die  Azimuthai- Winkel  \n  und  0 
entsprechen.    Wenn  wir 

cotg^ 


cosw 


=  cotgx 


setzen,  so  erhält  %  die  Bedeutung  des  Zenith-Winkels  der  Projection  der   bezüglichen  geraden  Linie 

auf  eine  Vertical-Ebene,  deren  Azimuthal-Winkel  a  gleich  Null  ist.     Wie  früher  durch  ^  und  63,  so 

können  wir  auch  durch  %  und  a  die  gerade  Linie   bestimmen   und  erhalten  demnach  für  die  Glei- 
chungen der  Kegelfläche  und  der  durch  ihren  Mittelpunct  gehenden  Ebene  die  folgenden  : 

cotgZ  = +  Q,  (3) 

COSM 

cotgy  —  m  tango)  -|-  n.  *)  (4) 


*}  Wir  konnten  die  Gleichungen  (2)  und  (4)  auf  gleiche  Weise,  wie  in  der  236.  Nummer  die  Polar-Gleichung 
der  Kegelfläche,  ableiten  oder  auch,  mit  Berücksichtigung  der  Bedeutung  von  m  und  n,  trigonometrisch 
begründen  :  doch  rechtfertigt  sich  ihre  Form  unmittelbar  dadurch,  dass  (wir  wollen  uns  auf  die  Gleichung 
(4)  bestehen)  cotg/  und  tango  sich  auf  lineare  Weise  gegenseitig  durch  einander  bestimmen. 

39  * 
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Wenn  hiernach  irgend  einer  beliebigen  Seite  der  Kegelfläehe  (3)  die  Winkel-Wcrthe  x'  und*  w'  ent- 
sprechen, so  ist 

nnd  wenn  die  Ebene  (4)  durch  dieselbe  Kegclseite  gehen  soll 

cotg^'  =  ni  tangw'  +  n , 
wonach  wir  für  ihre  Gleichung  auch  die  folgende  nehmen  können: 

cotgx  —  cotg^;  =  m(tang6)  —  taug«').  (6) 

Soll  diese  Ebene  insbesondere  die  Kegelfläche  (3)  berühren,  so  müssen,  nach  der  Differentiation,  die 
beiden  Gleichungen  (3)  und  (4)  noch  befriedigt  werden,  wenn  wir  die  Winkel-Werthe  %f  und  «' 
einsetzen.    Differentiiren  wir,  so  kommt 


d.cotg^  = 

Psino  doj 

cos2« 

d.  cotgx 

111  (Im 
COS-2  CO 

m  = 

Psinco'. 

und  folglich  ist: 

17) 

Wenn  wir  diesen  Werth  von  m  in  die  Gleichung  (6)  einsetzen,  so  geht  dieselbe,  wenn  wir  zugleich 
die  Bedingungs-Gleichung  (5)  berücksichtigen,  in  die  folgende  über: 

cotgx  =  P(cosm'  -|~  sino'tanga)  +  0,  (8) 

oder,  wenn  Mir  zu  der  ursprünglichen  Coordinatcn-Bestimmung  zurückgehen  : 

cotg^  =  Pcos(w  —  g>0  -\-  Qcos&).  (9) 

Diese  Gleichung  ist  die  gesuchte,  welche  eine  Ebene  darstellt,  welche  die    Kegelfläche   (1)   auf  der 
durch  den  Azimuthai- Winkel  w'  bestimmten  Kegelseite  berührt. 

243.    Wenn  wir  durch   diejenige   Seite,   in  welcher  die  Kegelfläche   (1}   von   der  Ebene  (9) 

berührt  wird  und  durch  die  Focal-Linie  eine  Ebene  legen,    so  schneidet  diese   die  Kegelfläche  noch 
in  einer  zweiten  Seite,  für  welche 

W    =    «'    -f-    TT. 

Die  entsprechende  Tangential-Ebene  ist 

cotgxj/  =  —  Pcos(o)  —  o')  +  Qcosoj.  (10) 

Addiren  wir  die  beiden  letzten  Gleichungen,  so  kommt  nach  Hinweglassung  des  gemeinschaftlichen 
Factors  2: 

cotg^  =  Qcosw.  (11) 

Diese  Gleichung  ist  unabhängig  von  6>'  und  stellt  also  die  Polar-Ebene  der  Focal-Linie:    die  zuge- 
hörige Dircctrix-Ebcne  der  Kegelfläche  dar. 

Die  drei  Gleichungen  (9),  (10)  und  (11)  bestehen  gleichzeitig,  wenn 

0>   —    6)'  =1tt. 
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Diese  letzte  Gleichang  stellt  eine  Ebene  dar,   welche   ebenfalls  durch   die  Focal-Linie  geht  und   auf 
der  eben  bezeichneten  Schnitt-Ebene  senkrecht  steht.     Der  hiermit  bewiesene  Satz  ist  folgender : 

Wenn  wir  irgend  einen  Durchmesser  einer  gegebenen  Kegelfläche,  welcher  in 
der  Directrix-Ebene  derselben  liegt,  auf  seine  Polar-Ebene  projiciren,  so  fällt  die 
Projection   in  die  Focal-Linie.     (233). 

244.  Wenn  wir  die  Gleichungen  (4)  und  (8)  der  242.  Xummer  identisch  setzen,  ergibt  sich 

m  =  Psinra',  n  =  Pcos«'  -f-  Q, 

und  wenn  wir  eo'  eliminiren: 

(n  —  Qy-   +  m*  =  P:.  (12) 

Diese  Bedingung  muss  also  zwischen  den  beiden  Constanten  n  und  m  der  Gleichung  der  Ebene  : 

cotg^  =  m  sinw  -f-  n  cost»  (2) 

Statt  finden,  wenn  diese  Ebene  die  Kegel  fläche 

cos^/  =  P  +  Qcosg>  (1) 

berühren  soll. 

Die  Gleichung  der  Tangcntial-Ebene  können  wir  hiernach  auch  die  folgende  Form  geben  : 

cotg^  =  ±    Wp*  — -  lQ  _  n)2.  sinoj  +  neos«.  (!3) 

245.  Eine  Ebene,  welche  durch  die  Focal-Linie  geht,  und  auf  der  durch  die  letzte  Gleichung 
der  vorigen  Nummer  dargestellten  Tangentiai-Ebene  senkrecht  steht,  hat  folgende  Gleichung-: 


+    Vp*  —  (Q  —  By,  cosw  =  nsinw. 
Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  erhalten  wir  zunächst 

n 

COtgll'   = 


COSOJ 

und  dann  nach  Elimination  von  n  zwischen  dieser  Gleichung  und  der  vorhergehenden : 

cotgV  +  2Qcotgycoso  =  P2— Q2.  (14) 

Diese  Gleichung  stellt  also  den  geometrischen  Ort  für  die  Durchschnitts  Linie  zweier  auf  einander 
senkrechten  Ebenen  dar,  von  welchen  die  eine  die  Kegelfläche  berührt  und  die  andere  durch  eine 
Focal-Linie  derselben  geht.     "Wir  können  dieser  Gleichung,  indem  wir  bemerken,  dass  (236): 

2Q  =  cotg^,  —  cotg$2  2P  =  cotg^2  -h  cotgC-j, 

und  folglich  : 

P*  _  Q*  =  cotg^  cotg^2 , 

auch  auf  die  nachstehende  Form  bringen: 

COtg4'2    —   (COtg^,    —   COtg\l^)    COtg^  COS6)   =   COtgJ/jCOtgT^.  (15) 

Die  vorstehende  Gleichung  bleibt  unverändert  dieselbe,  wenn  wir  die  eine  Focal-Linie  mit  der  andern 
vertauschen  und  zugleich  w  um  tz  wachsen  lassen:  es  bleibt  also  auch  der  durch  diese  Gleichung 
dargestellte  geometrische  Ort  derselbe,  gleichviel  durch  welche  der  beiden  Focal-Linien  der  gegebenen 
Kegelfläche  wir  Ebenen  legen,  die  auf  den  Tangential -Ebenen  derselben  senkrecht  stehen.  Dieser 
Ort  ist  eine  Kegelfläche,  welche  die  Focal-Linien  der  gegebenen  zu  ihren  Confocal- Linien  und 
folglich  die  Ebenen  der  characteristischen  Schnitte  derselben  zu  ihren   Kreisschnitt  -  Ebenen,  endlich 
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Scheitel-Linien  der  gegebenen  Kegelfläche  zu  ihren  Nebenscheitel-Linien  hat.  Die  beiden  Kegelflächen 
haben  dieselbe  Axc  und  einen  doppelten  Contact.  Je  nachdem  die  gegebene  eine  elliptische  oder 
hyperbolische  ist,  wird  sie  von  der  andern  umschlossen  oder  nicht. 

Die  Projcctionen  der  beiden  Focal-Linien  einer  gegebenen  Kegelfläche  auf 
irgend  eine  beliebige  Tangcntial-Ebene  derselben  liegen  auf  einer  zweiten  Kegel- 
fläche, welche  die  Focal-Linien  der  gegebenen  zu  ihren  Confocal-Linien  hat.  Wenn 
die  Durchschnitts- Linie  zweier  auf  einander  senkrechten  Ebenen  eine  gegebene 
Kegelfläche  beschreibt,  während  eine  dieser  beiden  Ebenen  fortwährend  durch  eine 
der  beiden  Confocal-Linien  derselben  geht,  umhüllt  die  andere  Ebene  eine  zweite 
Kcgclfläche,  welche  die  Confocal-Linien  der  gegebenen  zu  ihren  Focal-Linien  hat. 

Die  vorstehenden  Resultate  modificiren  sich  für  den  Fall,  dass  die  Kegelfläche  eine  parabolische 
ist;  alsdann  löset  sich  die  Gleichung  (14),  indem  wir 

P  =  Q  =  'cotg^ 

setzen,  in  die  folgenden  beiden  auf: 

cotg4  =  0,  cotg^-J-cotg^  cosw  =  0. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  stellt  die  auf  der  Focal-Linie  senkrechte  Tangential-Ebene  der  parabo- 
lischen Kegelfläche  dar,  was  dadurch  geometrisch  bedingt  wird,  dass  jede  durch  die  Focal-Linie 
gehende  Ebene  auf  dieser  Tangential-Ebene  senkrecht  steht  Die  zweite  Gleichung  stellt  (242)  die 
Tangential-Ebene  in  der,  der  Focal-Linie  nähern  Scheitel-Linie  dar. 

Die  Pro  j  cetion  en  einer  Focal-Linie  einer  parabolischen  Kegelfläche  auf 
beliebige  Tangential-Eben  en  derselben  liegen  in  derjenigen  Ebene,  welche  die 
Kcg;elflächc  in  der  nähern  Scheitel-Linie  berührt.  Wenn  die  Durchschnitts- 
Linie  zweier  auf  einander  senkrechten  Ebenen,  um  einen  ihrer  Puncte  sich 
drehend,  eine  gegebene  Ebene  beschreibt,  umhüllt,  wenn  eine  der  beiden  aufein- 
ander senkrechten  Ebenen  um  eine  durch  jenen  Punct  gehende  gegebene  gerade 
Linie  sich  dreht,  die  andern  eine  parabolische  Kegelfläche,  die  von  der  gegebenen 
Ebene  berührt  wird  und  die  gegebene  geradeLinie  zu  einer  ihrer  Focal-Linien  hat. 

24Cy.  Perpendikel,  die  von  irgend  einem  Puncte  einer  Focal-Linie  des  gegebenen  Kegels  (1) 
auf  die  Tangential-Ebenen  desselben  gefällt  werden,  können  wir  auch  als  solche  Perpendikel  be- 
trachten, die  auf  die  entsprechenden  Seiten  des  Kegels  (15),  von  demselben  Puncte,  der  also  auch 
dadurch  bestimmt  ist,  dass  er  auf  der  Confocal-Linie  dieses  Kegels  liegt,  gefällt  werden.  Wenn 
man  aber,  von  irgend  einem  gegebenen  Puncte  aus,  auf  die  Seiten  eines  Kegels  Perpendikel  fällt, 
so  liegen  die  Fusspuncte  dieser  Perpendikel  auf  einer  Kugel-Oberfläche,  die  über  den  Abstand  des 
gegebenen  Punctes  von  dem  Mittelpunctc  der  Kegel  fläche,  als  Durchmesser,  beschrieben  werden  kann; 
wenn  dieser  Punct  insbesondere  auf  einer  Confocal-Linie  angenommen  wird,  so  schneidet  die  Kugel- 
Oberfläche  die  Kegelflächc  in  einer  ebenen  Curvc*)  und  zwar  in  dem  Umfange  eines  Kreises,  dessen 
Ebene  auf  der  andern  Confocal-Linie  senkrecht  steht. 

Der  geometrische  Ort  für  die  Fusspuncte  solcher  Perpendikel,  die  von  irgend 
einem  festen  Puncte  einer  Confocal-Linie  einer  gegebenen  Kegelfläche,  auf  die 
Reiten  derselben  gefällt  werden,  ist  ein  Kreis,  dessen  Ebene  auf  der   andern  Con- 


*)     Siehe  $.  14,   n.  205. 
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foeal-Linie    senkrecht    steht.      Der   geometrische    Ort    für  die    Fusspuncte    solcher 
Perpendikel,  die  von  irgend  einem  festen  Puncte  einer  Focal-Linie  einer  gegebenen^ 
Kegelfläche  auf  die   Tangentiai-Ebenen  derselben  gefällt   werden,   ist  ein   Kreis, 
dessen  Ebene  auf  der  andern  Focal-Linie  senkrecht  steht. 

Die  nachstehende  Particularisation  ergibt  sich  unmittelbar. 

Wenn  man  von  irgend  einem  festen  Puncte  einer  Focal-Linie  einer  parabo- 
lischen Kegelfläche  Perpendikel  auf  die  Tang-ential-Ebenen  derselben  fällt,  so 
ist  der  Ort  für  die  Fusspuncte  solcher  Perpendikel  eine  gerade  Linie,  deren 
Richtung  auf  der  andern  Focal-Linie  senkrecht  steht. 

247.     Um  die  Gleichungen  der  Asvmptoten-Ebenen   der  Kegelfläche  zu  erhalten,  brauchen   wir 

in  die    allgemeine    Gleichung  der  Tangential-Ebene  (13)   bloss   denjenigen  Werth  für  n  einzusetzen, 

der  sich  überhaupt  auf  eine  durch   die  Mittelpuncte   der    charakteristischen  Schnitte  gehende    Ebene 

bezieht.     Die  Gleichung  einer  solchen  Ebene 

cotg4  ==  msino3-f-ncos&3  (2_) 

muss  befriedigt  werden,  wenn  wir  die  Coordinaten-Werthe  der  am  Ende  der  236.  Xummer  bestimmten 

geraden  Linie  einsetzen,  wonach 

P2-Q2 

n  =  --Q-' 
und  die  Gleichung  (13)  in  die  folgende  übergeht: 

Qcot^  =  ±  P  VQ*—V2  .  shuo  -f  (Q2— P^cosoj. 

24£.    Eine  beliebige   durch   den  Mittelpunct  der  Kegelfläche  gehende  Ebene   (2)   schneidet  die 

Kegel  fläche 

cotg4-  =  P-f-Ocosra  (1) 

in  zwei  Seiten,  deren  Coordinaten-Werthe  wir  auf  bekanntem  Wege  bestimmen  kennen.  Setzen  wir 
zu  diesem  Ende,  die  durch  die  beiden  Gleichungen  (1)  und  (2)  gegebenen  Werthe  von  cotg#  ein- 
ander  gleich,    so    gibt   eine   einfache   Umformung   die  folgende    Gleichung    zur    Bestimmung  ihrer 

Azimuthai -Winkel : 

}(Q  —  n)2+m*icos2<a-h2P(Q-n)cos6>+(P*-m*)  =  0,  (16) 

und  wenn  wir  in  diese  Gleichung  für  cos»  aus  der  Gleichung  (1)  seinen  Werth  einsetzen,   kommt : 
!(Q— n)H-m*{cotg*4<  —  2P|n2+m2—  nQjcotg^H- KnHm2)P2  —  m2Q2J  =  0,  (17) 

zur  Bestimmung  der  entsprechenden  Zenithwinkel.  Wenn  überhaupt  zwei  Winkel  durch  eine  in  Be- 
ziehung auf  ihre  Tangenten  oder  Cotangenten  quadratische  Gleichung  gegeben  sind,  so  lässt  sich  die 
Tangente  oder  Cotangente    ihrer   Summe  auf  lineare  Weise  bestimmen.*)    Nehmen  wir  die  Gleichung 


*)     Legen  wir  die  nachstehende  Gleichung 

Ccotg*¥  —  2Bcotg¥-fA  =  0,  (a) 

die  wir  auch  auf  folgende  Weise  schreiben  können 

Atang*^— 2Btanga-f  C  =  0,  (b) 

zu  Grunde^  so  ergibt  sich,  wenn  wir    die    beiden    Wurzeln    dieser    letztern  Gleichnng  durch  tang^i  und 
tang^i  bezeichnen 

2B  C 

tang'Pj-f  tang¥2  =  —  tang¥,tangW2  =  — , 

und  hieraus: 

2B 
A-C 


tangCP,   +  ¥a)  = -.  (c) 
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(17)  und  die  Gleichung  (a^  der  Note  als  identisch  und  also  auch  ¥4  und  *Fa   für  die   der   erstge- 
nannten Gleichung  entsprechende  Winkel- Werthe,    so  ergibt  sich: 

2B  =  2P    Jn-  +  m*  —  nQj, 
A  -  C  =  (n2  +  m2)  V-  -  m2Q*  -   |(Q  -  n)2  -  m2( 
.  (P:  _  &  _  l)  („'  +  m2  -  nQ)  -1-  n'Q2  +  (P*  -  Q*  +  1)  nQ  -  Q\ 

Der  allgemeine  Werth  von  tangC^  -f  VJ  vereinfacht  sich  und  wird  zugleich  unabhängig  von 
n    wenn  wir  n  durch  die  nachstehende  quadratische  Gleichung  bestimmen : 

n2+£lz^l±i    n_l=0;  (18) 

dann  kommt  nemlich: 


2P 

cotg«h 

4-  cotg42 

p* 

-Q2- 

-l 

cotg4* — 1 

#1 

+ 

*,  = 

<h 

+  **  = 

const. 

mithin 

Wenn  n  gegeben  ist  und  wir  setzen 

n  =  —  tangi, 

so  gehen   alle  Schnitt-Ebenen  (2)   durch   eine  feste  gerade  Linie,  welcher  tc  als  Azimuthai- Winkel 
und  £   als  Zcnith-Winkel  entspricht.     Es  ist  aber  (245): 

P2-Q2  +  1 


Q 


=  2cotgC4.2— 4,), 


wonach  aus  (18) 


Wir  finden  also 


1  —  n2 

cotg(42—  4,)  =  -— =  cotg2£ 

2n 


i  =  1C4-2  -*,)     oder     t  ==  £(w  +  +»  — +i). 


Diese  beiden  Werthe  für  £  bestimmen  die  Richtung-en  derjenigen  beiden  Axcn  der  Kegelfläche,  die 
in  der  Ebene  der  beiden  Focal-Linien  liegen  und  die  von  denselben  gebildeten  Scheitel- Winkel  hal- 
biren,  und  zwar  diejenige  Erstreckung  dieser  Axen  vom  Mittelpunctc  aus,  die  den  elliptischen  Schnitten 
der  Kegelfläche  begegnen.  Wenn  wir  also  durch  eine  beliebige  dieser  beiden  Axen  eine  Schnitt- 
Ebene  legen,  so  ist  für  die  beiden  Kegelseiten  in  derselben  die  Winkel-Summe  (4i  +  4  0  constant. 
Wenn  wir  hierbei  die  eine  der  beiden  Kcgelseiten  nach  entgegengesetzter  Erstreckung  nehmen,  so 
verwandelt  sich  die  constant c  Summe  in  eine  constantc  Differenz.  Es  ist  augenscheinlich,  dass, 
gleichviel  durch  welche  der  beiden  eben  bezeichneten  Axen  die  Schnitt-Ebene  geführt  wird,  derjenige 
Winkel  i}/M  den  die  erste  Kegelscite  mit  der  einen  Focal-Linie  bildet,  dem  Winkel  4^2  gleich  ist, 
den  die  zweite  Kegelseite  mit  der  andern  Focal-Linie  bildet  und  somit  erhalten  wir  für  den  bewie- 
senen Satz  auch  folg-endc  Aussage. 

Die  Summe  derjenigen  beiden  Winkel,  welche  eine  beliebige  Kegelseite  mit 
den  beiden  Focal-Linien  bildet  ist  constant  und  zwar  dem  von  den  beiden  Scheitel- 
Linien   gedildeten  Winkel   gleich. 
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Die  Erstreckungen  der  Kegelseiten  nehmen  wir  in  allen  Fällen  vom  Mittelpnncte  der  Fläche 
aus  auf  demselben  der  beiden  Doppel-Kegel  and  die  Erstreckungen  der  beiden  Focal-  Linien  vom 
Mittelpnncte  aus  im  Innern  dieses  Kegels.  Für  jede  der  beiden  Neben-Scheitel-Linien  ist  ^ss^,, 
woraus  folgt,  dass  jede  derselben  mit  den  Focal-Linien  einen  Winkel  bildet,  welcher  der  Hälfte  des 
von  den  Scheitel  -  Linien  gebildeten  Winkels  gleich  ist,  wonach  wir,  wenn  die  Scheitel -Linien  und 
Neben-Scheitel-Linien  einer  Kegelfläche  gegeben  sind,  sogleich  die  Focal-Linien  construiren  kön- 
nen. Für  diejenigen  vier  geraden  Linien ,  in  welchen  eine  Kegelfläche  von  den  vier  Asymptoten- 
Ebenen  berührt  wird,  ist  der  grössere  der  beiden  Winkel  4't  und  4*  ein  rechter,  der  kleinere  also 
dem  Ucberschusse  des  von  den  beiden  Scheitel  -  Linien  gebildeten  Winkels  über  einen  rechten  gleich. 

249.     Wenn  wir  in  die  allgemeine  Gleichung  der  Ebene, 

cotg  $  =  msinw  -f-  neos»  ,  (2) 

für  4  und  6)  bestimmte  Winkel  -Werthe  <\>*  und  &)'  einsetzen  und  dann  m  und  n  als  veränderlich 
betrachten,  so  stellt  die  Gleichung 

cotg  ^'  =  msin«'  -f-  ncosoj',  (20) 

nun  eine  gerade  Linie  dar,   welche  durch  die  Winkelwerthe  ^'  und  w',  ihre  Coordinaten,  bestimmt 
ist.    Diese  neue   Gleichung  enthält   eine  Relation  zwischen  m  und  n,    die  befriedigt   werden   muss, 
wenn  die  durch  die  Gleichung  (2)  dargestellte  Ebene  durch  die  fragliche  gerade  Linie  gehen  soll. 
Wir  haben  ferner  gefunden,  dass  die  Gleichung: 

(n-Q)*  +  m*  =  P2,  (12) 

diejenige  Bedingung  ausdrückt,  unter  welcher  die  Kegelfläche 

cotg  <\> ■  =  P  +  Qcos»  (1) 

von  der  Ebene  C2)  berührt  wird  (244).  Betrachten  wir  also  in  dieser  Gleichung  m  und  n  wiederum 
als  veränderlich,  so  stellt  die  Gleichung  (12)  dieselbe  Kegelfläche  dar,  wobei  diese  als  von  ihren 
Tangential -Ebenen  umhüllt  betrachtet  wird. 

Wir  kommen  dieser  Gleichung  (12)  noch  eine  etwas  allgemeinere  Form  geben,  indem  wir  die 
Flächen -Gleichung  (1)  durch  folgende  ersetzen: 

cotg^/  =  P  -{-  Qcos,  («-»,),  (21) 

wobei  wir  bloss  die  Azimuthai -Winkel  oj  so  nehmen,  dass  sie  für  die  der  Focal -Linie  nähere 
Scheitel -Linie  nicht  verschwinden,  sondern  gleich  «,  werden.  Um  die  Gleichung  (12)  abzuleiten 
können  wir  auch  die  beiden  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  genommenen  Werthe  von  cotgxj/  gleich- 
setzen, und  dann  ausdrücken,  dass  die  resultirende  Gleichung 

(n-Q)  cos«  -j-  msino  =  P 
für  m  nur  einen  einzigen  Werth  gibt.    Ebenso  können  wir  auch  verfahren ,  um  die  Bedingung  zwi- 
schen m  und  n  zu  finden,  die  bestehen   muss,   wenn  die  Ebene  (2)  die  Fläche  (21)  berühren  solL 
Der  vorstehenden  Gleichung  entspricht  alsdann  die  folgende: 

(n-Qcorw,)  cos«  -f-  (m-Qsinw,)  sin»  =  P, 
so  dass  bloss ,  indem  wir 

Qcost),  =  n',  Qsinw,  =  m', 

setzen,  an  die  Stelle  von  (n-Q)  und  m  bezüglich  (n-n')  nnd  (m-m')  getreten  sind.  Wir  erhalten 
hiernach  sogleich  für  die  gesuchte  Gleichung 

(n  —  n')  '2  +  (m- m')  *  =  p*.  (22) 

Hierbei  ist 
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b"  +  m'2  =  Q2, 
und  folglich  die  dargestellte  Kegelfläche    eine   elliptische,  hyperbolische,  parabolische,  je   nachdem 

m'2  -f-  n'2  <P2,     m'2  -f  n,*>  P2,      m'2  +  n'2=P2. 
Die  Dircctrix  -  Ebene  der  Kegelfläche  ist  durch  die  nachstehenden  beiden  Gleichungen  bestimmt : 

n  =  n',  m  =  m'. 

250.  Bei  den  Entwickelungcn  der  vorigen  Nummer  sind  n  und  m  als  Coordinaten  der  durch 
den  gegebenen  Mittclpunct  der  Kegelfläche  gehenden  Ebene  (2)  zu  betrachten  und  können,  bei  einer 
andern  Bestimmungsweise  derselben,  durch  zwei  andere  auf  andere  Weise  zu  construirende  Con- 
stante  ersetzt  werden.  Es  bedeuten  n  und  m  die  Cotangenten  derjenigen  beiden  Winkel  a  und  ß, 
welche  die  Durchschnitts  -  Linien  der  fraglichen  Ebene  mit  den  Ebenen  YZ  und  XZ  bilden  mit  der 
Axe  Z.  Wenn  wir  den  Neigungs- Winkel  derselben  Ebene  gegen  die  Ebene  XY  durch  %  und  den 
Winkel,  den  die  Durchschnitts-Linie  dieser  beiden  Ebenen  mit  der  Axe  Y  bildet,  x  nennen,  so  ergibt 
sich,  wenn  wir  nacheinandar  diejenigen  beiden  rechtwinkligen -Ecken  betrachten,  welche  von  der  zu- 
letzt genannten  Durchschnitts  -  Linie  und  den  Axen  X  und  Z,  so  wie  den  Axen  Y  und  Z  gebildet 
werden : 

n  =  cotg  a  =  —  tang  1  cos  x . 

.  r23) 

m  =  cotg  ß  =  —  tangX  sin  x. 

Setzen  wir  diese  Werthe  von  n  und  m  in  die  Gleichung   der  durch   ihre   Tangential -Ebenen   be- 
stimmten Fläche  02),  so  finden  wir 

tang  2 X  +  2Qtang>,cos*=  P2  —  Q2,  (24) 

und  wenn  die  Kegelfläche  insbesondere  eine  parabolische  ist: 

tang  X  -f-  2Qcos  x  =  o.  (25) 

Die  Formen  dieser  Gleichungen  stimmen  mit  den  Gleichungs- Formen  (10)  und  (12)  der  240.  Num- 
mer überein. 

251.  Wenn  wir  den  Anfangspunct  rechtwinkliger  Coordinaten- Axen  in  dem  Mittelpuncte  einer 
beliebigen  Kegelfläche  zweiter  Ordnung  annehmen  ,  so  erhalten  wir  für  eine  beliebige  Kegelseite 
die  beiden  Gleichungen 

az  -+-  ex  =  o,  bz  -J-  ex  =  o,  (26) 

a  b 

und  können  (235) und als  Coordinaten  derselben  ansehen.  Führen  wir  die  Winkel  ü  und  w, 

c  c 

die  wir  in  der  236.  Nummer  Zenith-  und  Azimuthai -Winkel  genannt  haben,  ein,  so  kommt: 

a  coso) 

=  —  tang  iL  cosm  = , 

c  T  cotg^l 

b  ,    .  sin« 

=  —  tang  «Ismo)  =  — > 

c  cotg  iL 

so  dass  wir 

a  =  cos»,        b  =  sin»,        c  ==  cotgxL  (27) 

setzen  können.    Jede  homogene  Gleichung  des  zweiten  und  überhaupt  des  n.  Grades  zwischen  cosw, 

sin«  und  cotgil  stellt  eine  Kegelflächc  der  zweiten  und  überhaupt  der  n.  Ordnung  durch  ihre  Seiten  dar. 

Eine  beliebige  Tangential -Ebene  der  Kegelfläche  können  wir  durch  folgende  Gleichung  darstellen: 

kz  =  hy  +  gx;  (28) 

h  g 

"T~  un"  -r->  gleichbedeutend  mit  m  und  n  der  vorigen  Nummer ,  als  Coordinaten  der  Ebene  neh- 
men.   Die  Gleichungen  (23)  können  wir  in  folgender  Art  schreiben: 
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g_ 

COSx 

k  " 

cotgX 

h 

sin  y- 

k  = 

cotg)/ 

and  also 

g  =  cosxj        h  =  sinx,        k  =  —  cotg  X,  (29) 

setzen.  Jede  homogene  Gleichung  des  zweiten  Grades  zwischen  cosx,  sin*  und  cotg  X  stellt  eine 
Kegelfläche  der  zweiten  Ordnung  durch  ihre  Tangential -Ebenen  dar.  X  ist  die  Neigung  der  jedesma- 
ligen Ebene  gegen  die  Ebene  XY  und,  wenn  wir  diese  Ebene  als  die  Ecliptik  betrachten,  x  die  Länge 
ihrer  Knotenlinie  von  der  Axe  Y  an  gerechnet. 

Die  Winkel  $  und  o  sind  Polar  -  Coordinaten  der  geraden  Linie  (26),  die  Winkel  X  und  x 
Polar -Coordinaten  der  Ebene  (28). 

Wenn  wir 

4  =  1,     ©  m  x,  (30) 

oder  was  dasselbe  ist 

g==a,        h  =  b,        k  =  c  (31) 

setzen,  so  steht  die  gerade  Linie  (26)  auf  der  Ebene  (28)  senkrecht.  Es  stellen  also  auch  irgend 
zwei  Gleichungen,  die  einer  Vertauschüng  der  Winkel  o  und  x,  $  uud  X  entsprechen,  zwei  solche 
Kegelflächen  dar,  die  in  der  gegenseitigen  Beziehung  Stehen,  dass  die  Seiten 
einer  derselben  auf  den  Tangential-Ebenen  der  andern  senkrecht  stehen.  Nehmen 
wir  insbesondere  für  die  Gleichung  einer  von  solchen  zwei  Kegelflächen  die  Gleichung  (10)  der 
240. Nummer,  in  welcher  wir,  der  Kürze  wegen, 

tang7;2  —  tangr?!  ==  —  2Q,         tang^  tangr;2  ==  P2  —  Q*  (32) 

setzen,  wonach 

tang'2^  -f-  2Qtang^cose>  =  P*  —  Q2, 
So  wird  die  Gleichung  der  andern  Kegelfläche 

tang*X  +  2QtangXcosx  =  P2—  Q2.  (24) 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  (24)  und  (32)  stellen  zwei  Kegelflächen  dar,  welche  die  Axe  Z  be- 
züglich zur  Focal-Linie  und  zur  Confocal- Linie  haben.  Die  zweite  dieser  Kegelflächen  (24)  können 
wir  auch  durch  die  folgende  in  diesem  Paragraphen  vorzugsweise  discutirte  Gleichung  in  Linien- 
Polar -Coordinaten  : 

cotg^  =  P-rQcosw,  (1) 

darstellen,  und  folglich  die  erste  Kegelfläche  (32)  durch  folgende  Gleichung  in  Plan-Polar- 
Coordinaten: 

cotgX  =  P+Qcos  x.  (33) 

Setzen  wir,  um  die  Bedeutung  der  beiden  Constanten  P  und  Q  rücksichtlich  dieser  ersten  Kegelfläche 
zu  bestimmen,  nach  einander  x  =  0  und  x  =  rr,  so  gibt  die  vorstehende  Gleichung  für  cotg?.  den 
grössten  nnd  kleinsten  Werth.  Die  entsprechenden  Winkel,  die  wir  durch  X,  und  Xi  bezeichnen  wollen, 
beziehen  sich  hiernach  auf  die  Neigung  der  beiden  Tangential-Ebenen  der  Fläche  in  ihren  Neben- 
cheitel-Linien,  oder  was  dasselbe  ist,  auf  die  Neigung  dieser  Linien  selbst  gegen  die  Kreisschnitt- 
Ebenen.    Ganz  analog,  wie  in  der  236.  Nummer,  ergibt  sich 

cotgX^+cotg^  ==  2P, 
cotgX%— cotgX2  =  2Q, 

so  dass  also  die  Winkel  X4  und  X2,  welche  die  Winkel  m    und   rt2    der   240.    Nummer   zu    einem 

rechten  ergänzen,  ganz  an  die  Stelle  der  Winkel  tyt  und  ü2  treten.    Die  Summe  der  Winkel  X,  und 
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3l4  ist  demjenigen  Winkel  gleich,  den  die  Neben-Scheitel-Linien  der  dargestellten  Fläche  mit  ein- 
ander bilden,  ihre  Differenz  gleich  demjenigen  Winkel,  den  die  beiden  Kreisschnitt-Ebenen  oder 
auch  die  beiden  auf  ihnen  senkrechten  Confocal-Linien  einschliessen.  Da  denselben  Coordinaten- 
Werthen  in  den  beiden  Systemen  einmal  ein  Durchmesser,  das  andere  Mal  eine  Durchmesser-Ebene 
der  jedesmaligen  Kegelfläche  entspricht,  so  gibt  auch,  bei  der  Uebereinstimmung  der  Gleichungen 
(24)  und  (32)  oder  (1)  und  (33),  eine  Gleichung  von  derselben  Form  und  mit  denselben  Con- 
stanten einmal  die  zugeordnete  Durchmesser-Ebcnc,  das  andere  Mal  den  zugeordneten  Durchmesser. 
Irgend  dreien  (oder  auch  zweien)  zugeordneten  Durchmessern  einer  der  beiden  Kegelflächen  ent- 
sprechen also  drei  (oder  zwei)  zugeordnete  Durchmesser-Ebenen  der  jedesmaligen  andern,  die  auf 
jenen  Durchmessern  senkrecht  stehen,   und  umgekehrt. 

Wenn  zwei  Kegclflächen  zweiter  Ordnung  in  einer  solchen  gegenseitigen 
Beziehung  stehen,  dass  die  Seiten  einer  derselben  auf  den  Tangential-Ebenen 
der  andern  senkrecht  stehen,  so  sind  die  Focal-Linien  jeder  derselben  die  Con- 
focal-Linien d  er  jedesmaligen  andern,  und  der  von  den  Scheitel-Linien  jeder 
derselben  gebildete  Winkel  ist  dem  Neben-Winkel  des  von  den  Neben- Scheitel- 
Linien  der  jedesmaligen  andern  gebildeten  Winkels  gleich.  ^  ob   i»it»8 

252.  In  dem  Vorstehenden  ist  eine  Verwandtschaft  zweier  Kegelflächen  zu  einander  gegeben 
nach  welcher  alle  Winkel-Beziehungen  sich  paarweise  zusammengruppiren  und  gegenseitig  aus  ein- 
ander sogleich  ableiten  lassen.  *)  Ich  muss  mich  hier  auf  ein  einzelnes  Beispiel  beschränken,  und 
wähle  dazu  den  Satz  der  245.  Nummer,  neben  den  sich  unmittelbar  der  folgende  stellt. 

Die  Summe  derjenigen  beiden  Winkel,  die  eine  beliebige  Tangential-Ebene 
einer  gegeb  enen  Kegelfläche  mit  den  beiden  Confocal-Linien  bildet,  ist  constant 
und  zwar  dem  Neben- Winkel  des  von  den  beiden  Neben-Scheitel-Linien  gebil- 
deten Winkeis  oder  auch  dem  Doppelten  desjenigen  Winkels  gleich,  den  die 
Tangential-Ebene  in  einer  Scheitel-Linie  mit  jeder  der  beiden  Confocal-Linien 
bildet. 

Nach  dem  letzten  Theile  dieses  Satzes  können  wir  sogleich,  wenn  die  Scheitel-Linien  und 
Neben-Scheitel-Linien  einer  Kegelfläche  gegeben  sind,  die  Confocal-Linien  und  die  auf  denselben 
senkrechten  Kreisschnitt-Ebenen  construiren. 

253.  Um  der  Beziehung  der  beiden  in  der  vorigen  Nummer  betrachteten  Kegelflächen  zu  ein- 
ander ihre  richtige  analytische  Stelle  anzuweisen,  brauchen  wir  nur  einen  Blick  auf  die  Gleichungen 
(30)  oder  die  gleichbedeutenden  (31)  zu  werfen.  Diese  Gleichungen  drücken  aus,  dass  die  Seiten 
und  Tangential-Ebenen  der  beiden  Kegelflächen  sich  auf  lineare  Weise  entsprechen,  die  Kegelflächen 
also  in  der  Verwandtschaft  der  Reciprocität  stehen  (Einleit.  Betr.  12.)  Dieselbe  Verwandtschaft 
können  wir  auch  auf  andere  Weise  ausdrücken  (Einleit.  Betr.  13 — 15).  Nehmen  wir  zu  diesem 
Ende  für  die  Gleichung  irgend  einer  durch  den  gemeinsamen  Mittelpunct  der  beiden  Kegelflächen 
gehenden  Ebene,  wie  bisher  die  folgende : 

cotg^  =  msina  +  ncos6), 

und  ersetzen  in  derselben  m  und  n  durch  ihre  Werthe  (23),  so  kommt: 


*)  Diese  an  Resultaten  ergiebige  Bemerkung  hat  Herr  Chasles  in  einem  ausführlichen  Mc'moirc  ausgebeutet, 
das  ich  indess  nur  aus  der  englischen  Uebersetzung  des  Herrn  Grares  kenne.  Two  geometrical  memoire 
on  Ihe  general  properties  of  cones  of  Ihe  second  degree  and  on  Ihe  spherical  conics.    Dublin,  1811. 
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cotg4>  =  —  tang/.(sino3sinx  -}-  cos6)Cosx), 
oder  entwickelt: 

cotg4cotg?.+  cos(«—  x)  =  0,  (34) 

als  Grund-Gleichung  der  Reciprocitiit,  die  wenn  wir  X  und  x  als  constant,  U  und  oj  als 
veränderlich  betrachten  die  Ebene  (?.,  x)  und  wenn  wir  umgekehrt  v  und  63  als  constant,  X,  und  x 
als  veränderlich  betrachten,  die  gerade  Linie  (\J/,  oj)  darstellt.  Diese  Gleichung  ist  symmetrisch  in 
Beziehung  auf  4,  «  und  ?.,  x  und  die  Reciproeität  also  nach  dem  Ausdrucke  von  Herrn  Magnus 
eine  solche,  bei  der  die  beiden  reciproken  Systeme  auch  eine  reciproke  Lage  haben  und  die  Grund- 
Gleichung  der  Reciproeität  auch  durch  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  ersetzt  werden  kann,  in  Be- 
ziehung auf  welche  die  Polar-Bestimmung  im  geometrischen  Sinne  auszuführen  ist.  Diese  Fläche 
ist  überhaupt  der  geometrische  Ort  für  diejenigen  Puncte,  hier  insbesondere  also  auch  derjenigen, 
durch  den  Mittelpunct  gehenden  geraden  Linien,  die  in  ihre  Polar-Ebenen  fallen.  Ihre  Gleichun» 
ergibt  sich  hiernach  unmittelbar,  wenn  wir  in  der  letzten  Gleichung  X  =  -^,  x  =  a  setzen,  wonach 

cotg*il-M  =  0, 
oder  auch  ,  ,        , 

x'-rj    i  z2  =  0. 

Die  Directrix-Fläche  zweiter  Ordnung  hat  sich  also  auf  einen  Kugelpunct  reducirt  (255). — 

254.  Bei  den  Kegelflächen  erhalten  wir  Winkel-Beziehungen,  die  den  bei  Kegelschnitten  ganz 
analog  sind,  wenn  wir  an  die  Stelle  der  Brennpuncte  von  diesen  die  Focal-Linien  von  jenen  setzen. 
Beispielen  sind  wir  bereits  begegnet.  Dem  Satze,  dass  die  Summe  oder  Differenz  der  Abstände  der 
Puncte  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  von  den  beiden  Brennpuncten  constant  ist,  entspricht  der  direct 
in  der  248.  Nummer  bewiesene  Satz,  dass  die  Summe  (oder  Differenz)  der  beiden  Winkel,  die  eine 
Kegelseite  mit  den  beiden  Focal-Linien  bildet,  constant  ist.  Wie  wir  in  der  204.  Nummer  aus  dem 
erstem  Satze  den  allgemeinen  an  die  Spitze  dieser  Nummer  gestellten  Satz  abgeleitet  haben,  so  er- 
gibt sich  aus  dem  letztern  Satze  sogleich  der  folgende. 

Wenn  man  durch  vierEbenen  die  beiden  Focal-Linien  einer  gegebenen  Kegel- 
fläche mit  zwei  beliebigen  Seiten  derselben  verbindet,  so  gib  t  es  eine  Rotations- 
Kegelfläche,  welche  diese  Ebenen  alle  vier  berührt  und  deren  Axe  die  Durch- 
schnitts-Linie derjenig-en  beiden  Tangential-Ebenen  ist,  welche  die  gegebene 
Kegelfläche  in  den  beiden  beliebigen  Seiten  berühren.  ..^  «-•     •-— 

Wir  wollen  den  Mittelpunct  der  Kegelfläche  0,  ihre  beiden  Focal-Linien  OF  und   OF'  nennen,  p:ff    « 
annehmen,  dass  dieselbe  einmal  die  Ellipse,   das  andere  Mal   die  Hyperbel  der  3.  Figur  zu   einem 
ihrer  charakteristischen  Schritte  hat  und  dass  einmal  ON  und  ON',  das  andere  Mal   OM  und   OM' 
die  beiden  beliebigen  Kegelseiten  sind.    Dann  ist  (2483 : 

N'OF'-f  N'OF  =  NOF'+NOF,  MOF'— MOF  =  M'OF'— M'OF, 

folglich : 

N'OF'-NOF  =  NOF'— N'OF,  MOF'+M'OF  =  M'OF'+MOF. 

Die  vier  Ebenen,  welche  die  beiden  Focal-Linien  mit  den  Seiten  ON  und  ON'  verbinden  bestimmen 
eine  Pyramide,  deren  zwei  gegenüberliegende  Seitenflächen  sich  schneiden  und  die  die  Ebene  der 
characteristischen  Elipse  in  dem  Viereck  FN'F'N  begegnet:  die  Differenz  der  gegenüberliegenden 
Spitzen-Winkel  ist  dieselbe;  in  der  entsprechend  Pyramide,  die  die  Ebene  der  characteristischen  Hy- 
perbel in  dem  Vierecke  FM'F'M  (in  der  Figur  mit  einspringendem  Winkel)  begegnet,  ist  die  Summe 
der  gegenüberliegenden  Spitzen- Winkel  dieselbe.  In  beiden  Fällen  folgt,  was  zu  beweisen  war,  dass 
der  Pyramide  sich  ein  Rotations -Kegel  einschreiben  lässt. 
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Was  die  Discussion  dieses  Satzes  betrifft,  kann  ich  nur  auf  die  analoge  Discussion  der  204. 
Nummer  verweisen.  Insbesondere  ergibt  sich  der  folgende  von  Herrn  Magnus  zuerst  aufgestellte 
Satz,  an  den  sich  ein  anderer  unmittelbar  anschliesst. 

Wenn  man  durch  die  beiden  Focal-Linie  und  eine  beliebige  Kegelseite  zwei 
Ebenen  legt,  so  bilden  diese  mit  der  Tangential-Ebene  in  dieser  Kegelseite  gleiche 

Winkel. 

Eine  hvperbolische  und  elliptische  Kegelfläche,  welche  dieselben  beiden 
Focal-Llnicn  haben,  schneiden  sieh  rechtwinklig. 

Nach  dem  Uebertragungs-Princip  der  252.  Nummer  erhalten  wir,  neben  den  vorstehenden  Sätzen 

die  folgenden. 

Die  vier  Durchschnitts -Linien  irgend  zweier  Tangential- Ebenen  einer  Kegel- 
fläche mit  den  beiden  durch  den  Mittclpunct  derselben  gehenden  Kreisschnitt- 
Ebenen  sind  vierSeiten  eines  Rotations  -  Kegels;  die  Ebene  der  beiden  Berührungs- 
Seiten  steht  auf  der  Axe  desselben  senkrecht. 

Die  beiden  Durchschnitts-Linien  einer  beliebigen  Tangential-Ebene  mit  den 
beiden  Kreisschnitt-Ebenen  bilden  mit  der  Berührungs-Seite  gleiche  Winkel. 

Wenn  zwei  Kegelflächen  dieselben  Confocal-Linien  haben,  so  stehen,  wenn 
überhaupt  gemeinschaftliche  Tangcntial-Ebcncn  vorhanden  sind,  die  beiden  Be- 
rührungs-Seiten in  jeder  dieser  Tangential-Eb  enen  aufeinander  senkrecht. 

Auch  die  Note  zur  212.  Nummer  gibt  nach  Analogie  neue  Wrinkel-Beziehungen  bei  Kegel- 
ffächen,  auf  die  ich  aber  hier  aus  Mangel  an  Raum  durchaus  nicht  eingehen  kann.  Ich  schliesse 
mit  einer  letzten  allgemeinen  Bemerkung.  Da  die  Erzeugenden  eines  einschaligen  Hyperboloids  den 
Seiten  seines  Asymptoten-Kegels  parallel,  die  Kreisschnitt-Ebenen  dieselben,  und  die  Axen  der  jenem 
umschriebenen  Rotations-Cytinder  die  Focallinien  des  letztern  sind,  so  können  wir  viele  der  be- 
wiesenen Winkel-Beziehungen  von  Kegelflächen  auf  einschalige  Hyperboloide  unmittelbar  übertragen. 


§.    13. 
Die  Reciprocitat  der  Flächen  zweiter  Ordnung  und  Classe. 

255.  Wir  haben  in  den  frühem  Paragraphen  die  Flächen  zweiter  Ordnung  und  Classe  nach 
einander  durch  die  allgemeine  Gleichung  des  zweiten  Grades,  einmal  in  Punct-Coordinaten,  das 
andere  Mal  in  Plan-Coordinaten  dargestellt  und  die  Gleichungen  vollständig  discutirt.  Das  Princip 
der  Reciprockät  ist  das  Band,  welches  die  beiden  Darstellungsweisen  verknüpft  und  in  Folge  dessen 
die  Beziehung  der  in  beiden  erhaltenen  Resultate,  sowohl  der  analystischen  als  der  geometrischen, 
als  eine  nothwendige  erscheint.  Aus  diesem  Princip  fliesst  das  allgemeine  Uebertragungs-Princip, 
der  allgemeinsten  linearen  Punct-  und  Plan-Coordinaten-Bestimmung  entsprechend,  das  in  eben  so 
viele  besondere  Ucbertragungs-Weisen  sich  auflöset,  als  wir  eine  besondere  Punct-Coordinaten- 
Bestimmung  mit  einer  besondern  Plan-Coordinaten-Besthnmung  zusammenstellen  können.  Im  Allge- 
meinen lassen  sich  zwei  reeiproke  Systeme  in  eine  solche  gegenseitige  Lage  bringen,  die  Herr 
Magnus  eine  reeiproke  genannt  hat,  bei  welcher  die  Polar-Bestimmung  durch  die  Vermittelung 
einer  gegebenen  Fläche  zweiter  Ordnung  und  Classe  ausgeführt  werden  kann.  Hierauf  gründeten 
die  Herren  Gergonne  und  Poncelet  zuerst  das  Princip  der  Reciprocitat,  beror  ich   meinerseits,  un- 


Reciprocität  der  Flächen   zweiter  Ordnung  und  Classe.  319 

abhängig  hiervon  und  bald  nachher,  dasselbe  aus  der  Variation  der  Constanten   ableitete  und  die 
doppelte  Coordinaten-Bestimmung  aufstellte.    Bei   der  reciproken    Lage  der  beiden  Systeme  ist   die 
Polar-Bestimmung  dieselbe,  gleichviel  in   welchem   der  beiden   Systeme   wir   einen  Punct   annehmen, 
um  seine  Polar-Ebene  in  dem  andern  zu  construiren.    Geben  wir  hierbei   der  Grund-Gleichung  der 
Reciprocität  die  am  Ende  der  Note  zur  15.  Nummer  der  einleitenden  Betrachtungen  sich  vorfindenden 
Formen,  so    sehen  wir,  dass  sie  vollkommen   mit  der  Gleichung  der  Polar-Ebene  eines  Punctes  in 
Beziehung   auf   eine  gegebene  Fläche  zweiter  Ordnung  übereinstimmt  und  wie  diese,   bezüglich  der 
Coordinaten  des  Punctes  und  der  veränderlichen  Grössen  in  der  Gleichung  der  Polar-Ebene  desselben, 
symmetrisch  ist.    Dieselbe  Gleichung  stellt,  wenn  wir  in  ihr  auch  die    Coordinaten   des  Punctes  als 
veränderlich  betrachten,  die  Directrix-Fläche  dar.     Diese  Fläche  ist   hiernach  der    geometrische  Ort 
für  diejenigen  Puncte,  welche  in  ihre  Polar-Ebenen  fallen,   während  sie   zugleich  von  diesen  Polar- 
Ebenen  berührt  wird.    Für  den  Fall  der  Planimetrie  habe  ich   die  allgemeinere  Aufgabe,    auch   bei 
einer  beliebigen  Lage   der  beiden  reciproken  Systeme   die  Polar-Bestimmungen  geometrisch  auszu- 
führen, gelöset*):  dieselbe  Aufgabe  gestattet,  auch  für  die  Constructionen  im  Räume,   eine  einfache 
Lösung.    Aber  alle  allgemeinen  Fragen  dieser  Art  muss  ich  hier  unerörtert  lassen,  und  kann  auch 
eben  so  wenig,  die  particulären   Fälle   der  Verwandtschaft   der  Reciprocität    discutiren.    Hier 
eröffnet  sich  die  ergiebigste  Quelle  neuer  Resultate.    Wenn  wir,  um  nur  ein  Beispiel  hervorzuheben, 
zur  Directrix-Fläche   eine  Kugel   nehmen,    so  steht   die  Polar-Ebene  eines  Punctes  auf  derjenigen 
geraden  Linie  senkrecht,  die  diesen  Punct  mit  dem  Mittelpuncte  der  Kug-el  verbindet,  und  auch  die 
Richtungen  zweier   zugeordneten  Polar-Linien  stehen   hiernach  au£  einander  senkrecht.    Als   Folge 
hiervon   stellen   sich   alle  Winkel-Beziehungen   paarweise   neben  einander.     Zu  irgend  einer  andern 
Kugel  gehört  als   reeiproke  Fläche   eine   Umdrehung-s-Fläche ,   die  den  Mittelpunct  der  ersten  Kugel 
zu    einem    ihrer  Brennpuncte    hat;  auf  diese   übertrag-en  sich    also    die   Eigenschaften  der   Kugel. 
Wenn  die  Dimensionen  der  zur  Directrix-Fläche  genommenen  Kugel  verschwinden,  indem  diese  auf 
einen  Kugelpunct  sich  reducirt,  so  erhalten  wir  den  in  der  252.  und  253.  Nummer  discutirten  Fall. 
Diesen  Fall  müssen  wir  auch   derjenigen  Reciprocität   unterordnen,   die  Herr  Magnus   conische 
genannt  hat  und  die  der  Reciprocität  der  Geometrie  in  der  Ebene  ganz  analog  ist.  Bei  der  conischen 
Reciprocität  entspricht  allen  Puncten  die  mit  einem  gegebenen  festen  Puncte  in  gerader  Linie  liegen, 
dieselbe  Polar-Ebene,   die  ihrerseits  durch  einen  zweiten  festen  Punct  geht   und  so  entsprechen  sich 
gegenseitig  gerade  Linien,  die   durch   einen  und  Ebenen,   die  durch   einen  andern  gegebenen  festen 
Punct  gehen ;  es  entsprechen  sich  zwei  Kegelflächen,  von  welchen  wir,  wenn  wir  eine  derselben  uns 
durch  eine  gerade  Linie  beschrieben  denken,  die  andere  uns  von  einer  Ebene  umhüllt  denken  müssen. 
Bei  einer  reciproken  Lage  der  Systeme  artet  die  Directrix-Fläche  in  eine  Kegelfläche  aus,  die  aber 
sowohl  reell  als  auch  imaginär  sein  kann,  das  heisst,  im  letztern   Falle  in  einen   ellipsoidischen 
Punct  übergeht.    Nehmen  wir  andrerseits  eine  ebene,  reelle  oder   imaginäre,  Curve  als   Fläche 
zweiter  Classe  und  Directrix-Fläche,  so  ist  derselbe  Punct  der  Pol  von   unendlich    vielen   Ebenen, 
die  die  Ebene  der  Curve  alle  in  derselben  geraden  Linie  schneiden;    es  entspricht  also   ein  Punct, 
der  immer  in  einer  gegebenen  festen  Ebene  bleibt,  einer  geraden  Linie,  die  immer  in  einer  zweiten 
gegebenen  festen  Ebene  liegt,  welche  bei  der  vorausgesetzten  reciproken  Lage  der  beiden   Systeme 
mit  der  ersten  zusammenfällt,  und  hiernach  eine  ebene  Curve  einer  andern. 

256.    W7enn  wir  durch  p,  q,  r,  s  und  p,  q,  r,  s  zwei  Systeme  befreundeter  Punct  -   und  Plan- 


*)  System,  n.  103. 
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Coordinatcn  (Einl.  Betr.  n.  5)  bezeichnen,  so  kOnnen  wir  dieselbe  Fläche  zweiter  Ordnung  und 
Classe  im  Allgemeinen  durch  jede  von  folgenden  beiden  Gleichung-en : 

Ap2  +  A'q2  +  A"r*  +  A'"s*  +  2B"pq  +  2B'pr  -f  2Bqr  +  2Cps  +  2C'qs  +  2C"rs  es  ß  =  0,  (O 
Ap*  +  A'q2  -f  A'r1  +  A'"s*  +  2B"pq  -f  2B'pr  +  2Bqr  +  2Cps  +  2C'qs  -f  2C"rs  =  r  =  0,  (2) 
darstellen:  unsere  Aufgabe  ist,  die  Coefficienten  der  jedesmaligen  andern  auszudrücken.  Weil 
die  zwiefachen  Coordinatcn  befreundete  sind,  so  besteht  die  folgende  Gleichung 

PV  +  09   +  rr  +  ss  =  0,  (3) 

welche,  wenn  wir  die  Coordinatcn  irgend  einer  Ebene  (/;,  q,  r,  s)  einsetzen,  diese  Ebene  und 
wenn  wir  die  Coordinaten  irgend  eines  Punctes  (p,  q,  r,  s)  einsetzen,  diesen  Punct  darstellt.  Ins- 
besondere also  können  wir  dieselben  vier  Ebenen  durch  ihre  vier  Gleichungen 

p  =  0,  q  —  0,  r  =  0,  s  =  0 

und  durch  ihre  Coordinaten-Werthe 

(7r=r  =  *  =  0,        p  =  r  =  s  —  0,        p  =  q  =  s  =  0,        p  =  q  =  r  —  0, 
bestimmen.    Für  die  Pole  dieser  vier  Ebenen,  in  Beziehung-  auf  die  Fläche,  erhalten  wir  die  folgen- 
den vier  Gleichungen  : 

d£ 
dp 

dr 


*EE=Jp  +  B"q  +  B'r  +  Cs  =  0, 


2  --=  B"p  +  A'q  +  Br   +  C's  =  0, 

dr 

*  —  =B'p+Bq   -f  A"r+  C"s=  0, 

'  dr 

\  —  ==Cp-\-C'q  +  Cr  +  A'"a  =  0, 


mithin  für  die  Coordinaten  dieser  vier  Pole: 
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Andrerseits  erhalten  wir  für  die  Polar-Ebenen  der  vier  Puncte 

p  =  0,  (7  =  0,  r  =  0,  j  =  0 

die  folgenden  vier  Gleichungen: 

dß 
|,  ~-  =  Ap  +  B"q  +  B'r  +  Cs  =  0,    . 

}.  -r  s=  B"p  +  A'q  +   Br   +  C's  =  0, 
dq 

dß 
i  —  =  B'p  +  Bq  -f  A"r  +  C"s  =  0, 
dr 

dß 
|  --  =  Cp  +  C'z  -f  C"r  +  A'"s  =  0. 
ds 
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Es  schneiden  sich  die  drei  letzten  dieser  vier  Ebenen,  die  erste  und  die  beiden  letzten,  die  beiden 
ersten  und  die  letzte,  die  drei  ersteH  bezüglich  in  denjenigen  vier  Polen,  deren  Coordinaten  wir  oben 
schon  bestimmt  haben,  hier  erhalten  wir  für  dieselben  Coordinaten,  mit  Beibehaltung  der  Bezeichnung 
der  10.  Nummer: 

p~0     *       p       0     '       p       0     ' 

v^__^o±       L—^n     L—dii- 
q     ©,  '      q     ©x  '     q     ©x  ' 

P__^2        S."     <*1±        ■  _^«l:  ^ 

r       0.2    '        r       02    '        r       0.2    ' 

S  03      '  S  03      '  S  03    * 

Die  letzten  drei  Coordinaten- Werthe,  die  sich  aus  der  Zusammenstellung  der  Gleichungen  der  drei 
ersten  Polar-Ebenen  ergeben,  sind  diejenigen,  die  wir  bereits  in  der  3.  Nummer  durch  a,  ß  und  y 
bezeichnet  haben:  aus  ihnen  erhalten  wir  die  übrigen  durch  eine  blosse  Vertauschung  der  Marken. 
Damit,  die  Coordinaten -Bestimmung  (4)  und  (5)  übereinstimme  müssen  wir 

,    iir  =  a.e,      A' =  §.&,,      au  =  d.e2,     aw  =  s.e3y 

B"  =  *.J0l,       B'  =  d.Jo2,       B  =  3.Ji2,      c  =  S.Jo3,       a  =  d.Ji3,       C"  =  *.z/i3, 

wobei  §  willkührlich  angenommen  und  auch  der  Einheit  gleich  gesetzt  werden  kann.  Die  Gleichung 
(2)  geht  hiernach  in  die  folgende  über: 

Gp*-  +eiq^+G.S2+e^  +  2JOipq  +  2JOipr+2Ji2qr  +  2J03ps+2Jl3qs+2J.23rs  =  0.    (6) 

Die  Beziehung  der  Gleichungen  (1)  und  £6)  zu  einander  ist  eine  durchaus  gegenseitige;  auf 
ganz  analoge  Weise,  wie  wir  die  Coefficienten  der  letztgenannten  Gleichung  durch  die  Coef- 
licienten  der  erstgenannten,  ausgedrückt  haben,  können  wir  auch  diese  durch  jene  ausdrücken.  Zu 
den  Relationen  der  10.  Nummer  kommen  hiernach  noch  neue  hinzu,  und  der  analytische  Zusammen- 
hang aller  dieser  Relationen  tritt  deutlicher  hervor. 

257.  Vertauschen  wir  in  der  Gleichung  (6)  die  Plan-Coordinaten  mit  den  befreundeten  Punct- 
Coordinaten  oder  umgekehrt  in  der  Gleichung  (1)  diese  mit  jenen,  so  stellen  die  beiden  Gleichungen 

Ap*  -f  A'q^  4-  A"r*  -f  A'"s*  -f  2  B"pq  +  2  B'pr  -f  2  B  qr  +  2  Cps  -f  2  C'qs  -f  2  C"rs  =0,  (1) 

0p^+0]q^-f0,r-^03S2+2^olpq-f2^o2pr+2^1,qr+2^o3ps+2z/13qs4-2z/23rs=O,  (7) 
und  die  beiden  Gleichungen 

A^  -}-  A'q1  +  A"r*  +  A"'*2  +  2B"pq  -f-  2Wpr  +  2Kqr+2Cps  +  2C'qs  +  2C"rs  =0,  C8) 
0Jp,+0iffa+04r*  +  03**  +  2Joipq  -f  2J0.2pr  +  2Ji2qr -2J03ps +2  Ji3qs+2J23rs  =0,  (6) 
in  der  zwiefachen  Coordinaten  Bestimmung  zwei  reciproke  Flächen  dar,  wobei  beidesmal  die  Glei- 
chung l3)  die  Grund-Gleichung  der  Reciprocität  ist.      Setzen  wir  insbesondere 

p  =  x,  q  =  V,  r  =  z,  s  =  1; 

p  =  t,  g  =  u,  r  =  v,  .s  =  +  w; 

so  stellen  die  Gleichungen  (1)  und  (6)  dieselbe  Fläche  in  dem  gewöhnlichen  Punct  -  und  Plan-Coor- 

dinaten-Svsteme  dar.     Die  Gleichungen  (1)  und  (7)  stellen   in  dem  ersten,  die  Gleichungen  (8)  und 

(6)  in  dem  zweiten  Coordinaten -Systeme    zwei  reciproke  Fälchen    dar,   wobei  die  Grund-Gleichung 

der  Reciprocität  die  folgende  wird  : 

41 
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tx  -j-  uy  +  vz  ±  w  =  0, 

und  durch  eine  Kugel,  deren  Radius,  wenn  wir  das  unlere  Zeichen  wählen,  reell  und  der  (willkühr- 
lich  anzunehmenden)  Einheit  gleich  ist,  ersetzt  werden  kann. 

258.     Ich  füge  diesem  Paragraphen  nur  noch  einige  allgemeine  Schluss- Bemerkungen  hinzu. 

Iede  geometrische  Beziehung-  ist  als  die  bildliche  Darstellung-  einer  analvstischen  Beziehung  an- 
zusehen, die,  abg-esehen  von  jeder  Deutung,  ihre  selbstständige  Geltung  hat.  So  gehört  auch  das 
Princip  der  Rcciprocität  ganz  eigentlich  der  Analysis  an,  und  nur  weil  wir,  sogar  wenn  wir  es  ana- 
lytisch begründen,  gewohnt  sind,  es  in  der  Sprache  der  Geometrie  auszudrücken,  wird  uns  die  An- 
sicht gewissermaassen  aufgedrängt,  dass  es  ein  ausschliesslich  g-eometrisches  sei.  Er  besteht  aber, 
auch  ohne  dass  wir  uns  irgendwie  um  die  Bedeutung  der  zwei  oder  drei  Veränderlichen  und  Con- 
stanten kümmern,  ganz  unabhängig-  von  der  Betrachtung-  von  Puncten,  geraden  Linien  und  Ebenen: 
wir  können  es  aus  der  Sprache  der  Geometrie  wieder  rückwärts  in  die  Ursprache  derAnalysis  über- 
setzen. Wenn  wir  zum  Beispiel  den  Punct  (p  =  p,  q  =  q,  r  =  r,  s  =  s)  den  Pol  der  durch  die 
Gleichung  (3),  in  der  Voraussetzung,  dass  p,  q,  r  und  s  veränderlich  genommen  werden,  darg-estellten 
Ebene  betrachten,  kommt  in  der  analytischen  Auffassung  statt  des  Punctes  die  Constanten  Gruppe 
£p,q,r,s)  und  die  Gleichung-  selbst,  statt  der  dargestellten  Ebene  in  Betracht.  Rein  analystisch  auf- 
gefasst,  ist  das  Princip  der  Rcciprocität  natürlich  auch  nicht  an  die  Dimensionen  des  Raumes  ge- 
bunden und  auf  diese  beschränkt.  So  wie  wir,  dem  Uebergange  von  der  Ebene  zum  Räume  ent- 
sprechend, eine  Veränderliche  mehr  einführen,  können  wir  die  analytischen  Erörterungen  auch  auf 
eine  grössere  Anzahl  von  Veränderlichen  ausdehnen.  Bei  vier  Veränderlichen  insbesondere  erwei- 
tert die  Grund-Gleichung  der  Rcciprocität  C3)  sich,  bei  analog-er  Bezeichnung,  in  die  folgende: 

p\>  -\-  qq  -\-  rr  -\-  ss  -\-  Ü  =  o. 

Während  wir  die  Auffassungsweise  der  Herren  Gergonne  und  Poncelet  als  die  geometrische  Deu- 
tung des  allgemeinen  Princips  der  Reciprocität  für  den  Fall  zweier  und  dreier  Veränderlichen 
ansehen,  liegt  die  Frage  nach  einer  geometrischen  Deutung  für  den  Fall  mehrerer  und  namentlich  für 
den  Fall  von  vier  Veränderlichen  nahe.  Die  Beantwortung  dieser  Frage  setzt  die  der  andern  nach 
der  geometrischen  Deutung,  die  wir  einer  Gleichung  zwischen  vier  Veränderlichen  geben  können, 
voraus.  Diese  Veränderlichen  können  überhaupt  in  linearer  Abhängigkeit  von  einander  stehen :  dann 
stellen  die  in  gegenwärtiger  Schrift  discutirten  Gleichungen  zweiten  Grades  zwischen  drei  Veränder- 
lichen nicht  mehr  Flächen  «weiter  Ordnung  oder  zweiter  Classe,  sondern  Kegelschnitte  oder  Kegel- 
flächen dar,  für  welche  die  allgemeinen  Gleich  ngs-Forinen  ihre  Deutung-  behalten,  und  Gleichungen 
zwischen  vier  Veränderlichen  würden  Flächen  zweiter  Ordnung  und  Classe  darstellen.  Doch  hier 
erhalten  wir  immer  nur  Particuläres ;  zu  Allgemeinem  führt  die  folgende  Bemerkung.  Eine  gerade 
Linie  hängt  von  vier  linearen  Constanten  ab,  für  die  wir  zum  Beispiel,  indem  wir  eine  solche 
Linie  durch  die  Gleichungen-Paare: 

x  =  xz-f-^,  t  =  xv-f-^w, 

y  =  uz  -f-  v,  U  =  ftv  +  v\v ; 

darstellen,  x,  u,  X,  v  in  der  zwiefachen  Bedeutung  nehmen  können.  Diese  vier  Grössen,  die  wir  als 
Veränderliche  betrachten,  welche  für  eine  gegebene  gerade  Linie  leicht  zu  construirende  constante 
Werthe  erhalten,  sind  die  vier  Coordinaten  der  geraden  Linie.  Eine  Gleichung  zwischen 
diesen  vier  Coordinaten  bestimmt  noch  keinen  geometrischen  Ort  für  die  gerade  Linie,  sondern  nur 
ein  Gesetz,  nach  welchem  der  unendliche  Raum  aus  geraden  Linien  besteht.  Ich  ge- 
denke auf  diesen  Gegenstand,  der  mir  ein  weites  Gebiet  für  analytisch-geometrische- Entwickelungen 
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zu  eröffnen  scheint,  an  einem  andern  Orte  wieder  zurückzukommen,  da  ich  überdiess  nicht  im  Stande 
sein  würde,  hier,  bei  beengtem  Räume,  den  ganzen  Gedanken  zur  Anschauung  zu  bringen. 


§    14. 

Zusammenstellung  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  und  C  lasse. 
Gemeinschaft Hohes  Pol-Tetraeder. 

259.  Die  Bestimmmung  einer  Fläche  der  zweiten  Ordnung  und  Classe  hängt  von  neun,  die 
Bestimmung  eines  Systemes  solcher  zwei  Flächen  also  von  achtzehn,  von  einander  unabhängigen 
Constanten  ab.  Diese  achtzehn  Constanten  finden  sich  in  den  nachstehenden  beiden  Gleichungeu 
wieder : 

rt'pi+x'tf+p'ri  +  o's2  =  0;  *-  ' 

denn  die  vier  linearen  Functionen  p,  q,  r  und  s  hängen  von  4 . 3  =  12  Constanten  ab  und  die  acht 
unmittelbar  in  Evidenz  tretenden  Constanten  reduciren  sich,  weil  in  Folge  der  vorstehenden  Glei- 
chun^s-Formen  nur  die  Quotienten  je  zweier  der  vier  ersten  und  je  zweier  der  vier  letzten  in  Be- 
tracht kommen,  auf  sechs.  Weil  die  auf  diese  Weise  sich  ergebenden  achtzehn  Constanten  von  ein- 
ander unabhängig  sind,  so  können  wir  im  Allgemeinen,  das  heisst,  wenn  nicht  besondere  Parti- 
cularisationen  Statt  finden,  zwei  gegebene  Flächen  zweiter  Ordnung  durch  die  vorstehenden  beiden 
Gleichungen  (1)  darstellen.     Die  vier  Ebenen 

p  =  o,  q  =  o,  r  =  0,  s  =  ü 

bilden  ein  solches  Tetraeder,  dessen  Eckpuncte,  in  Beziehung  auf  jede  der  beiden  Flächen  (1)  die 
Pole  der  gegenüberliegenden  Seitenflächen  desselben  sind  (§  4).  Wir  gelangen  hiernach  zu  dem 
folgenden  Satze. 

Zwei  gegebene  Flächen  zweiter  Ordnung  und  Classe  haben  im  Allgemeinen 
ein  gemeinschaftliches  Pol-Tetraeder. 

1  260.     Wenn  wir  nach  einander  jede  der  vier  linearen  Functionen  zwischen  den  beiden  Gleichungen 
(1)  eliminiren,  so  ergeben  sich  die  folgenden  vier  Gleichungen : 

%.  (a'x— rrx')q--f(nr/p— rrpOr^-fCTr'a-— cro-Os"  =  0, 

(x'n:  — *<)p*-  +  (*'p— *p>*+(x'a  — xa')s*   =  0,  (2) 

(p%—  p7r0p*+ (p'x—  p*0q2-f  (p'v  —  p<)s-  =  o, 

(cr'rr— arr/)pf-f(cr'z  — (rx/)q^+(cr/p— crp'jr2  =  0. 

Diese  Gleichungen  stellen  vier  Kegelflächen  dar,  die  sämmtlich  durch  die  Durchschnitts-Curve  der 
beiden  Flächen  (1)  gehen. 

Durch  die  Durchschnitts-Curve  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  und  Classe 
lassen  sich  im  Allgemeinen  vier  Kegelflächen  legen:  die  Mitteipuncte  dieser  vier 
Kegelflächen  sind  die  vier  Eckpuncte  des  gemeinschaftlichen  Pol -Tetraeders. 

Die  Gleichungen  (2)  sind  die  einzigen  Kegel-Gleichungen  zweiter  Ordnung,  die  wir  aus  der 
Zusammenstellung  der  beiden  Gleichungen  (_1)  ableiten  können:  es  lassen  sich  also  auch  nur  vier 
Kegelflächen  durch  die  Durchschnitts-Curve  der  bezüglichen  beiden  Flächen  legen.  Zwei  Flächen 
zweiter  Ordnung  und  Classe  haben  also  auch  nur  ein  einziges  gemeinschaftliches  Pol-Tetraeder,  oder 
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analytisch  ausgedrückt,  die  beiden  Flächen  lassen  sich  nur  auf  einzige  Weise  durch  das  System  der 
Gleichungs-Formen  ( 1)  darstellen.  Diese  Form-Bestimmung,  so  wie  die  Bestimmung  der  vier  Kegel 
(2),  hängt  notwendigerweise  von  der  Auflösung  einer  Gleichung  des  vierten  Grades  ab  weil  die 
Winkelpuncte  des  Tetraeders  sämmtlich  in  gleicher  geometrischer  Beziehung  zu  den  beiden  Flächen 
zweiter  Ordnung  stehen. 

261.  Die  beiden  Flächen  zweiter  Ordnung  und  Classe,  die  wir  in  den  vorigen  Nummern  be- 
trachtet haben,  können  wir  auch  in  befreundeten  Plan-Coordinaten  (p,  q,  r,  *)  darstellen  und  er- 
halten dann,  sei  es  durch  eine  einfache  directe  Betrachtung,  sei  es  nach  der  256.  Kummer  des  vorigen 
Paragraphen,  für  eben  dieselben  Flächen  die  folgenden  Gleichungen: 


pl         g2         r2  ,« 

1 1 1 =    I, 

■k         x  p  er 

7i'        x'         p'         a' 


(3) 


und  statt  der  vier  Kegelflächen  (2)  die  folgenden  vier  Kegelschnitte: 

(_L_  _L) ,.  +  (_L_  JL)r,  +  (JL  _  JJy  =  0) 

\x'7t         xn'  J  \x  'p         xp '  J  \x' a  xo'  J 

(±  -  J_V  +  (±  -  -LV + (—  -  — ) 

\  p'it         p7c'  J  \  p'x         px'  J  \  p'a        pa4  J 


O) 


=  0, 


V^tt        an')e    T\^  o-x'  P  \o'p         ap' ) 

Auf  diesem  Wege,  oder  auch  unmittelbar  nach  dem  Principe  der  Reciprocität,    stellt  sich  neben  den 
Satz  der  vorigen  Nummer  der  folgende. 

Diejenige  Ab  wickelung-s -Fläche,  welche  zw  ei  gegebene  Flächen  zweit  er  Ordnung 
und  Classe  umhüllt,  wird,  im  Allgemeinen,  von  vier  Ebenen  in  Curven  zweiter 
Ordnung  und  Classe  geschnitten;  diese  Ebenen  sind  die  vier  Seiten-Ebenen  des 
gemeinschaftlichen  Pol -Tetraeders. 

Die  Winkelpuncte  des  Pol-Tetraeders  sind  (p),  Qq),  (r),  und  O) ,  in  Folge  unserer  Coordinaten- 
Bestimmung  stehen  sie  denjenigen  Seitenflächen,  die  nach  der  frühern  Bezeichnung  (p),  (q),  (Y)  und 
(s)  sind,  bezüglich  gegenüber.  So  wie  die  vier  Kegelflächen  (2)  zu  denjenigen  Flächen  zweiter 
Ordnung  gehören,  welche  mit  den  beiden  gegebenen  dieselbe  Durchschnitts-Curve  haben  und  diese 
durch  zwei  der  Keg-elflächcn  bestimmt  ist,  so  sind  auch  die  vier  Kegelschnitte  zu  denjenigen  Flächen 
zweiter  Classe  zu  zählen,  welche  von  denselben  Ebenen,  als  die  beiden  gegebenen  berührt  werden, 
und  die  diesen  beiden  umschriebene  Abwickelungs-Fläche  ist  in  der  Art  durch  zwei  der  vier  Kegel- 
schnitte bestimmt,  dass  sie  durch  eine  Ebene  umhüllt  wird,  welche  in  allen  ihren  Lagen  an  diese 
Kegelschnitte  sich  anlehnt. 

262.  Wenn  die  beiden  Flächen  zweiter  Ordnung  und  Classe  einen  gemeinschaftlichen  Mittel— 
punet  haben,  so  liegt  eine  Seitenfläche  des  gemeinschaftlichen  Pol-Tetraeders  unendlich  weit.  Lassen 
wir,  dem  entsprechend,  s  auf  eine  Constante  sich  reduciren,  so  gehen  die  Gleichungen  (1)  in  die 
folgenden  über: 
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Trp  2  +^q'2  +  pr2  +  er  =  0, 
st'p 2  -f  x'q 2  +  p'r 2  -f-  a''2  =  0.  .  $} 

Die  Durchschnitts-Linien  je  zweier  der  drei  Ebenen 

p  =  0,  q  =  o,  r=0 

sind  drei  zugeordnete  Durchmesser  jeder  der  beiden  Flächen.  Wenn  also  irgend  zwei  Flächen 
zweiter  Ordnung  und  Classe  einen  gemeinschaftlichen  Mittelpunct  haben:  so  haben  sie  auch  ein  ge- 
meinschaftliches System  dreier  zugeordneten  Durchmesser.  Wenn  wir  für  eine  der  beiden  Flächen 
insbesondere  eine  Kugel  nehmen,  deren  zugeordnete  Durchmesser  alle  auf  einander  senkrecht  stehen, 
so  folgt  unmittelbar,  dass  jede  Fläche  zweiter  Ordnung  und  Classe  mit  einem  Mittelpuncte,  ein  System 
von  drei  rechtwinkligen  zugeordneten  Durchmessern  oder,  mit  andern  Worten,  drei  Axen  hat. 

In  dem  Falle  zweier  concentrischer  Flächen  fällt  der  Mittelpunct  einer  der  vier  Kegelflächen 
der  260.  Nummer  mit  dem  Mittelpuncte  dieser  Flächen  zusammen,  während  die  drei  übrigen  Kegel- 
flächen in  Cylinder  ausarten,  deren  Axen  die  drei  gemeinschaftlichen  zugeordneten  Durchmesser  der 
Flächen  sind.  Wir  können,  mit  andern  Worten,  die  Durchschnitts-Curve  derselben  auf  drei,  senk- 
recht auf  diesen  Durchmessern  stehende,  Ebenen  projiciren,  wobei  die  Projectionen  von  der  zweiten 
Ordnung  sind.  Von  den  vier  Kegelschnitten  der  261.  Nummer  liegen  drei  in  den  durch  je  zwei 
der  drei  zugeordneten  Durchmesser  bestimmten  Ebenen  und  die  vierte  liegt  unendlich  weit.  Wenn 
insbesondere  die  beiden  Flächen  confocale  sind,  so  haben  beide  dieselben  Axen-Richtungen  und  die 
fraglichen  drei  Kegelschnitte  sind  die  in  den  drei  Hauptschnitten  liegenden  gemeinschaftlichen  Focal- 
Curven  derselben. 

263.    Wenn  wir  um  zu  particularisiren 

p'  <*' 

cf<r  =  qcr      oder  -1—   =    —  ==  X  (ßy 

P  G 

setzen,  so  gehen  die  beiden  letzten  der  vier  Gleichungen  (2),  beide  in  die  folgende  über : 

(Xtt  —  rcO  p*  +  (Xx  —  O  q'2  =  0.  (7) 

Die  beiden  letzten  der  vier  frühern  Kegelflächen  arten  also  in  dasselbe  System  von  zwei  Ebenen 
aus,  welche  die  beiden  Kegelschnitte  enthalten,  in  die  sich  die  Durchschnitts-Curve  der  beiden  Flächen 
in  diesem  Falle  auflöset.  Es  bleiben  noch  zwei  der  vier  Kegelflächen  (2),  welche  beide  Kegelschnitte 
gleichzeitig  enthalten,  übrig;  die  gerade  Linie,  welche  durch  die  Mittelpuncte  dieser  beiden  Kegel- 
flächen geht,  ist  die  gerade  Linie  0*>s)  oder  zugeordnete  Polare  der  geraden  Linie  (p,q),  die  beiden 
Linien  sind  zwei  gegenüberliegende  Kanten  des  gemeinschaftlichen  Pol-Tetraeders. 

In  Folge  der  Bedingungs-Gleichung  (6)  gehen  die  beiden  letzten  der  vier  Gleichungen  CO  über- 
einstimmend in  die  nachstehende  über: 


(H>+(fc4k** 


Die  beiden  letzten  der  vier  Kegelschnitte  der  vorigen  Nummer  arten  also  beide,  in  dasselbe  Sjstem 
von  zwei  Puncten  aus.  Diese  Puncte  sind  die  Mittelpuncte  zweier  Kegelflächeu ,  in  welche, 
für  den  vorliegenden  Fall,  die  die  beiden  gegebenen  Flächen  umhüllende  Abwickelung-Fläche  zerfällt. 
Es  bleiben  hiernach  nur  noch  zwei  der  vier  Kegelschnitte  (4)  übrig.  Es  sind  diejenigen,  in  welchen 
die  beiden  umschriebenen  Kegelflächen  sich  schneiden.  Die  Ebenen  dieser  beiden  Kegelschnitte 
schneiden  sich  in  der  geraden  Linie  (r,  s)  der  zugeordneten  Polaren  der  geraden  Linie  (/>,  q),  welche 
die  Mittelpuncte  der  beiden  umschriebenen  Kegelflächen  enthält. 
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Bemerken  wir  zugleich  noch,  dass  die  Symbole  (p,  q)  und  f>>  s)  dieselbe  Kante  des  gemein- 
schaftlichen Pol-Tetranders  darstellen,  ebenso  (r,  s)  und  (p,  q)  und  dass  die  so  bestimmten  beiden 
Kanten  gegenüberstehende  sind,  so  können  wir  die  gewonnenen  Resultate  in  folgende  Aussage 
zusammenfassen. 

Wenn  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  und  Classe  sich  in  ebenen  Curven  schnei- 
den, so  lassen  sich  denselben  zugleich  auch  zwei  Kegelflächen  umschreiben  und, 
umgekehrt,  wenn  sie  zweien  Kegelflächen  eingeschrieben  sind,  schneiden  sie  sich 
in  ebenen  Curven.  Durch  die  beiden  ebenen  Durchschnitts  -  Curven  lassen  sich 
zwei  neue  Kegelflächen  legen,  die  beiden  umschriebenen  Kegelftächen  schneiden 
sich  in  zwei  neuen  ebenen  Curven.  Die  Ebenen  der  vier  Dnr  chschnitt-C  ur  ven 
schneiden  sich  in  derselben  geraden  Linie  (J) ,  die  Mittelpuncfe  der  vier  Kegel- 
flächen liegen  auf  derselben  geraden  Linie  (7?):  die  beiden  geraden  Linien  A  und 
B  sind  zugeordnete  Polaren  in  Beziehung  auf  jede  der  beiden  gegebenen  Flächen« 
Durch  die  erstgenannte  Linie  A  gehen  überdiess  auch  noch  die  vier  Ebenen,  in 
welchen  diese  beiden  Flächen  von  den  beiden  umschriebenen  Kegelflächen  berührt 
werden,  auf  der  letztgenannten  Linie  B  liegen  die  vier  Mittelpuncte  derjenigen 
Kegelflächen,  welche  die  beiden  Flächen  in  den  beiden  Du  rchschnitts- Curven 
berühren. 

Wir  nennen  zwei  solche  Flächen,  welche  die  in  Rede  stehende  gegenseitige  Beziehung  zu  ein- 
ander haben,  zwei  collinear  liegende  Flächen.  Wir  erkennen  sogleich  dass  irgend  zwei 
Flächen  zweiter  Ordnung*  und  Classe  durch  eine  gegenseitige  Lagen-Aenderung  collinear  liegende 
werden  können.  Wir  brauchen  auf  beiden  bloss  irgend  zwei  identische  Kegelschnitte  zu  bestimmen 
und  zur  Conguenz  zu  bringen.  Bei  dieser  Lagen-Aenderung  verliert  die  eine  Fläche  von  ihren 
sechs  Constanten  der  Lage  nur  zwei.  Aehnliche  Flächen  haben  auch  dann  eine  collineare  Lage, 
wenn  sie  insbesondere  eine  ähnliche  Lage  haben,  das  heisst,  wenn  ihre  Axenrichtungen  parallel  sind, 
weil  sie  in  diesem  Falle  immer  in  einer  unendlich  weit  liegenden  Ebene  sich  schneiden. 

264.  Zwei  collineare  Flächen  hängen  zusammen  nur  noch  von  sechszehn  Constanten  ab. 
Zwar  reducirt  sich  auf  den  ersten  Blick  die  ursprüngliche  Anzahl  von  achtzehn  Constanten,  durch 
die  Bedingungs-Gleichung  (6)  nur  um  eine  Einheit.  Das  Ausfallen  einer  zweiten  Constanten  zeigt 
sich  aber  darin,  dass  zugleich  die  vier  Ebenen  oder  die  vier  Puncte,  durch  welche  die  Coordinaten- 
Bestimmung  vermittelt  wird,  nicht  mehr  vollkommen  bestimmt  sind  und  wir  unendlich  oft  dieselben 
beiden  Flächen  durch  zwei  Gleichungen  von  derselben  Form  darstellen  können.  Das  gemeinschaft- 
liche Pol-Tetraeder,  mit  andern  Worten,  ist  nicht  mehr  vollkommen  bestimmt,  sondern  bestimmt 
sind  nur  die  beiden  gegenüberliegenden  Kanten  {A  und  7?J ,  und  ausserdem,  in  der  Puncl-Coordina- 
ten-Bestimmung  zwei  Eckpuncte  auf  Z?,  nemlich  die  Mittelpuncte  der  beiden  umschriebenen  Rota- 
tions- Kegel,  und  in  der  Plan-Coordinaten-Bestimmung  zwei  durch  A  gehende  Seitenflächen,  nemlich 
die  Ebenen  der  beiden  Durchschnitts -Curven.  In  der  ersten  Bestimmung  können  wir  auf  A  eine 
dritte  Ecke  beliebig  annehmen,  und  dann  auf  ihr  die  vierte  Ecke  als  den  Pol  der,  durch  die  drei 
ersten  Ecken  gehenden  Ebene  construiren,  in  der  zweiten  Bestimmung  eine  beliebig  durch  B  gelegte 
Ebene  als  dritte  Seitenfläche  annehmen  und  dann  die  vierte  Seitenfläche  als  die  Polar-Ebene  des 
Durchschnittes  der  drei  ersten  construiren. 

265.  Wenn  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  in  einer  ebenen  Curvc  sich  schneiden,  so  schneiden 
sie  sich  ausserdem  noch  in  einer  zweiten  solchen  Curve.  Der  Voraussetzung  nach,  gibt  es  eine 
Ebene,  welche  die  beiden  Flächen 
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ß  =  0,  ß;  =  0 

in  derselben  Curve  schneidet,  und  dieser  Ebene  entspricht,  bei  gehöriger  Bestimmung  ron  fx,  ein 
linearer  Factor  im  ersten  Theile  der  nachstehenden  Gleichung: 

ß  -f-  uW  =  0. 

Ein  solcher  linearer  Factor  bedingt  aber  nothwendig  einen  zweiten,  und  diesem  entspricht  eine  zweite 
ebene  Durchschnitts-Curve,  welche,  wenn  dieser  zweite  Factor  insbesondere  auf  eine  blosse  Constante 
sich  reducirt,  unendlich  weit  liegt.  Wenn  die  beiden  Flächen  zweiter  Ordnung  in  einem  Puncte  sich 
berühren,  so  entspricht  die  Berührung-,  im  Allgemeinen,  nicht  einer  ebenen  Durchschnitts-Curve,  sie 
thut  es  nur  dann,  wenn  die  Flächen  ausserdem  in  einer  ebenen  Curve  sich  schneiden  und  dann 
werden  beide  Flächen  durch  jede  Ebene,  die  der  gemeinschaftlichen  Berührungs-Ebene  parallel  ist,  in 
ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Curven  geschnitten.  Eine  der  beiden  Flächen  kann  auch  eine 
Kegelfläche  sein  und  der  Mittelpunct  derselben  insbesondere  auch  auf  der  andern  Fläche  liegen. 
Nennen  wir,  indem  wir  die  bisherige  Bedeutung  des  Wortes  erweitern,  stereographische  Pro- 
tection einer  auf  einer  gegebenen  Fläche  zweiter  Ordnung  liegenden  ebenen  Curve,  den  Durch- 
schnitt einer  durch  diese  Curve  gehenden  Kcgelfläche,  die  einen  festen  Punct  der  gegebenen  Fläche 
zu  ihrem  Mittelpuncte  hat,  mit  irgend  einer  festen  Ebene,  die  der  Tangential-Ebene  in  dem  festem 
Puncte  parallel  ist :  so  ergibt  sich  der  nachstehende  Satz. 

Die  stereographischen  Projectionen  aller  auf  einer  gegebenen  Fläche  zweiter 
Ordnung  liegenden  ebenen  Curven  sind  ähnliche  und  ähnlich  liegende  Regel- 
schnitte, und  sind  insbesondere  Kreise,  wenn  die  Fläche  einen  Kreispunct  hat  und 
wir  diesen  zum  Mittelpuncte  der  Protection  nehmen. 

Nach  diesem  Satze  können  wir  alle  Constructionen  projeetiver  Art,  die  sich  auf  Kreise  beziehen 
auf  solche  Kegelschnitte  die  auf  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  liegen,  übertragen. 

Mit  dem  an  die  Spitze  dieser  Nummer  gestellten  Satze  ist  der  folgende  durch  das  Princip  der 
Reciprocität  verbunden.  Wenn  um  zwei  Flächen  zweiter  Classe  sich  eine  Kegelfläche  beschreiben 
lässt,  so  gibt  es  immer  noch  eine  zweite  umschriebene  Kegelfläche. 

265.  Nach  der  vorigen  Nummer  sind  zwei  collineare  Flächen  durch  die  einzige  Bedingung 
vollständig  bestimmt,  dass  sie  entweder  in  einem  Kegelschnitte  sich  schneiden  oder  von  einer 
Kegelfläche  berührt  werden,  und  so  können  wir  dem  ersten  Theile  des  Satzes  der  263.  Nummer 
auch  die  folgenden  beiden,  durch  das  Princip  der  Reciprocität  mit  einander  verknüpften  Sätze  ent- 
nehmen. 

Alle  Flächen  zweiter  Ordnung  und  Classe,  die  einer  gegebenen  Kegelflächc 
eingeschrieben  sind,  schneiden  sich  in  zwei  ebenen  Curven;  um  alle  solche  Flächen, 
welche  durch  einen  gegebenen  Kegelschnitt  gehen,  lassen  sich  zwei  Kegelflächen 
beschreiben. 

Eine  einfache  Symbol- Verbindung  gibt  den  Beweis  dieser  beiden  Sätze.  Bezeichnen  wir,  was  den 
ersten  Satz  betrifft,  zwei  der  eingeschriebenen  Flächen  durch  ß  und  ß',  die  Kegelfläche  durch  K, 
die  Ebene  der  beiden  Berührungs-Curven  (die,  wenn  der  Kegel  auf  einen  ellipsoidischen  Punct  sich 
reducirt,  imaginär  werden)  durch  s  und  s',  und  durch  ft  und  fi'  zwei  unbestimmte  Coefficienten,  so 
sind  die  Bedingungen  des  Satzes  in  den  folgenden  beiden  identischen  Gleichungen  vollständig  ausgedrückt 

ß  =  K  +  «s2 ,  ß'  ==  K  +  P&*  5 

ziehen  wir  ab,  und  setzen 

pV2  —  us1  =  Xtu, 
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so  kommt: 

ß'  —  ß  ==  Xtu; 

ein  analytischer  Ausdruck  für  die  Behauptung  des  Satzes.  Zugleich  ist  aus  dieser  Beweisführung- 
ersichtlich,  dass  wir  irgend  eine  beliebige  Fläche  zweiter  Ordnung  und  Classe  an  die  Stelle 
der  Kegeliläche  des  ersten  Satzes  setzen  können.  Ebenso  können  wir  im  zweiten  Satze  irgend 
eine  umschriebene  Fläche  zweiter  Ordnung  und  Classe  an  die  Stelle  des  Kegelschnittes  setzen. 
Soll  eine  der  eingeschriebenen  Flächen  des  ersten  Satzes  insbesondere  eine  Kugel  sein,  so  ist  die 
umschriebene  Fläche  nothwendig  eine  Rotations-Fläche.  Die  Kugel  schneidet  jede  der  andern  ein- 
geschriebenen Flächen  in  zwei  ebenen  Curven,  also  in  (reellen  oder  imaginären)  Kreisen;  berührt 
sie  eine  derselben,  so  ist  der  BcrUhrungspunct  ein  Kreispunct  dieser  Fläche.  Lassen  wir  diese  Fläche 
in  eine  Curve  ausarten,  so  gehen  die  Krcispuncte  der  Fläche  in  die  Brennpuncte  dieser  Curve  über 
(192)  und  dann  gelangen  wir  zu  dem  Quetelelschen  Satze,  dass  ein,  um  eine  Kugel  beschriebener, 
Kegel  von  einer  beliebigen  die  Kugel  berührenden  Ebene  so  geschnitten  wird,  dass  der  Berührungs- 
punet  ein  Brennpunct  der  Durchschnitts-Curve  ist,  oder  dass  jede  perspectivische  Projection  einer 
Kugel  auf  eine  dieselbe  berührende  Ebene,  ein  Kegelschnitt  ist,  der  den  BcrUhrungspunct  zu  einem 
seiner  Brennpuncte  hat  (203). 

2ßf>.  Wir  haben  im  4.  Paragraphen  die  Beziehungen  einer  Fläche  zweiter  Classe  und  Ordnung 
zu  einem  ihrer  Pol-Tetraeder  ausführlich  discutirt;  hieraus  ergeben  sich  die  allgemeinen  Beziehungen 
zweier  solcher  Flächen,  die  nach  der  259.  Nummer  ein  gemeinschaftliches  Pol-Tetraeder  haben,  un- 
mittelbar.    So  folgt  zum  Beispiel  der  folgende  Satz. 

Wenn  wir  um  zwei  gegebene  Flächen  zweiter  Ordnung  und  Classe  zwei  Kegel  beschreiben,  deren 
gemeinschaftlicher  Mittelpunct  mit  dem  Mittelpuncte  eines  der  vier  Durchschnitts-Kegel  zusammenfällt, 
so  liegen,  wenn  der  erstgenannte  Mittelpunct  gegeben  ist,  die  beiden  Berührungs-Curven  in  derselben 
Ebene,  welche  die  Mittelpuncte  der  drei  übrigen  Durchschnitts-Kegel  enthält.  Diese  drei  Mittel- 
puncte sind  drei  zugeordnete  Pole  in  Beziehung  auf  jede  der  beiden  fraglichen  Curven  und  können 
als  solche  conslruirt  werden  (System  n.  148.)  , 

Wenn  die  beiden  Flächen  collinear  liegende  sind,  so  modificiren  sich  diese  Beziehungen  dadurch, 
dass  es  unendlich  viele  gemeinschaftliche  Pol-Tetraeder  gibt,  die  aber  alle  die  Verbindungs-Linie  der 
Mittelpuncte  der  beiden  umschriebenen  Kegelflächcn  und  die  Durchschnitts-Linie  der  Ebenen  der 
beiden  Durchschnitts-Curven  zu  zwei  ihrer  gegenüberliegenden  Seiten  haben.  Wir  wollen  beispiels- 
weise nur,  ohne  den  Gegenstand  zu  erschöpfen,  einige  charactcristischc  Beziehungen  zweier  collinear 
liegenden  Flächen  aus  einer  einfachen  Symbol-Verbindung  entnehmen. 

Wenn  man  zwei  Kegel  beschreibt,  von  denen  der  eine  K  einer  Fläche  ß  umschrieben  ist  und 
der  andere  K,  dieselbe  in  ebenen  Curven  schneidet,  so  gehen  die  Ebenen  dieser  beiden  Durchschnitts- 
CurYen,  v  und  v„  und  die  Beriihrungs-Ebenc  s  durch  dieselbe  gerade  Linie.  Den  gemachten  Voraus- 
.vetzungen  entspricht 

ß  =  K  ;+■  ;<s'2  =  K,  +  y.vv,, 
wonach 

K,  —  K  =  fxS'1  —  kvt,; 
i).i    die   Mittelpuncte    der    beiden    Kegel  K  und  K,    dieselben  sind,  und  die  drei  Ebenen  v,  v,  und  s 
nicht  durch  diesen  gemeinschaftlichen   Mittelpunct  gehen ,   so   kann   die  vorstehende  identische   Glei- 
chung nur  dann   bestehen ,   wenn   die   letztgenannten   drei   Ebenen   in   derselben  geraden   Linie  sich 
schneiden,  und  dann  kommt: 

K,  -  K  =5  vV\  (8) 
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Die  beiden  Kegel  stehen  in  einer  solchen  Beziehung-  zu  einander,  die  derjenigen  zweier  Flächen ,  die 
sich  in  einer  ebenen  Curve  berühren,  entspricht;  die  Berührungs-Ebene  ist  p  und  geht  durch  den 
Mittelpunct. 

Wenn  einer  zweiten  Fläche  ß'  derselbe  Kegel  K  umschrieben  ist,  so  wird  auch  sie  von  dem 
Kcel  K,  in  ebenen  Curven  geschnitten.    Es  ist  nemlich,  der  Voraussetzung  gemäss, 

Ö'  =  K  4-  ft's/2 

mithin  kommt  in  Folge  von  (8): 

Q'  =  K,  +  «V2-  vp2  =  K,  +  xVv/. 

Die  beiden  Durchschnitts-Ebenen  v'  und  v/  schneiden  sich  auf  s',  so  wie  die  beiden  Durchschnitts- 
Ebenen  v  und  v,  sich  auf  s  schneiden:  beide  Durchschnitts-Linien  liegen  in  derselben  durch  den 
gemeinschaftlichen  Mittelpunct  der  beiden  Kegelflächen  gehenden  Ebene  p. 

Ziehen  wir  hiernach  die  beiden  identischen  Gleichungen 

K  +  ms2  =  K,  +  xvv„ 
K  -f  u's'2  = K, +  xv'v/ 

von  einander  ab,  so  kommt : 

zVv/ — xvv,  5  u's'2 — us2  5  ?.tu, 

und,  wenn  wir  geometrisch  deuten,  erhalten  wir  die  folgenden  Resultate,  neben  die  wir  sogleich  die 
mit  ihnen  durch  das  Princip  der  Reciprocität  verbunden-      stellen  wollen. 

Wenn  zwei  collinear  liegende  Flächen  zweiter  Ordnung  und  Classe  gegeben  sind  und  wir  be- 
schreiben einen  Kegel,  dessen  Mittelpunct  mit  dem  Mittelpuncte  eines  der  beiden  Umhüllungs-Kegel 
zusammenfällt  und  der  die  beiden  Flächen  in  ebenen  Curven  schneidet,  so  schneiden  die  beiden  Durch- 
schnitts-Ebenen mit  der  einen  Fläche  die  beiden  Durchschnitts-Ebenen  mit  der  andern  in  solchen  vier 
geraden  Linien,  welche  paarweise  in  den  Durchschnitts-Ebenen  der  beiden  gegebenen  Flächen  liegen. 
Wenn  insbesondere  der  Kegel  in  eine  durch  den  Mittelpunct  des  Umhüllungs-Kegels  gehende  gerade 
Linie  ausartet,  so  schneiden  die  beiden  Berührungs-Ebenen  in  den  Durchschnitten  dieser  Linie  mit 
der  einen  Fläche  die  Berührungs-Ebenen  in  den  Durchschnitten  mit  <ier  andern  Fläche  in  vier 
geraden  Linien,    die  paarweise  in  den  Durchschnitts-Ebenen  der  beiden'gegebenen  Flächen  liegen. 

Wenn  wir  in  der  Ebene  einer  der  beiden  Durchschnitts-Curven  zweier  gegebenen  collinear  liegenden 
Flächen  zweiter  Ordnung  und  Classe  einen  Kegelschnitt  beschreiben,  durch  welchen  sich  zwei  Be- 
rührungs-Kegel an  jede  der  beiden  Flächen  legen  lassen,  so  können  wir  die  beiden  Mittelpuncte  der, 
einer  dieser  Flächen  umschriebenen,  Kegel  mit  den  beiden  Mitteipuncten  der,  der  andern  Fläche 
umschriebenen,  Kegel  durch  vier  gerade  Linien  verbinden,  welche  sich  paarweise  in  den  beiden  Mittei- 
puncten der  beiden  Lnihüllungs-Kegel  schneiden.  Ziehen  wir  in  der  Ebene  einer  Durchschnitts- 
Curve  irgend  eine  gerade  Linie  (eine  den  Kegelschnitt  vertretende  Doppel-Linie) ,  legen  durch  die- 
selbe an  jede  der  beiden  Flächen  zwei  Tangential-Ebenen  und  verbinden  die  beiden  Berührungspunctc 
auf  der  einen  Fläche  mit  den  beiden  Berührungspuncten  auf  der  andern  Fläche  durch  vier  gerade 
Linien,  so  schneiden  sich  diese  geraden  Linien  paarweise  in  den  beiden  Mitteipuncten  der  Um- 
hüllung -Kegel.  — 

ii     . 
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267.  Wenn  wir  weiter  particularisiren  und  zwischen  den  Constanten  der  beiden  Gleichungen 
(1)  die  folgenden  beiden  Relationen  voraussetzen 

er  p  x 

o'        p'  x' 

so  gehen  die  drei  letzten  der  vier  Gleichungen  (2)  gleichzeitig  in  die  Gleichung 

p2  =  0 

über.  Drei  der  frühern  vier  Durchschnitts-Kegel  arten  also  gleichzeitig  in  ein  System  von  zwei 
in  die  Ebene  (p)  zusammenfallenden  Ebenen  aus,  der  vierte  berührt  die  Fläche  in  dieser  Ebene  (p). 
Das  System  der  beiden  in  einer  ebenen  Curve  sich  berührenden  Flächen  hängt  nur  noch  von  drei- 
zehn Constanten  ab,  weil  einerseits  die  Anzahl  derselben  in  Folge  der  obigen  Bedingungen  um  zwei 
Einheiten  sich  reducirt  und  andererseits  die  Bestimmung  des  gemeinschaftlichen  Pol-Tetraeders  (der 
vier  linearen  Functionen  p,  q,  r,  s)  drei  willkührliche  Constante  einschliesst,  Nur  eine  Ecke  dieses 
Tetraeders  nemlich  ist  bestimmt  (der  Mittelpunct  des  gemeinschaftlichen  Berührungs-Kegels),  während 
die  drei  übrigen  Ecken  drei  beliebige  zugeordnete  Pole  in  Beziehung  auf  die  Berührungs-Curve  sind. 
Zwei  in  einer  Curve  sich  berührende  Flächen  zweiter  Ordnung  und  Classe  lassen  sich  in  dem 
Systeme  der  Plan-Coordinaten  durch  Gleichungen  von  ganz  derselben  Form  darstellen. 

268.  Wenn  wir 

ff  p  y.  it 

^  ""  p7'  5v5t.j?.' 

setzen,  so  gehen  die  Gleichungen  (2)  paarweise  in  die  folgenden  über: 

pr2  +  ffs2  =  0  , 
Trp2   +  xq2  =  0, 

und  stellen  also  zwei  Systeme  von  zwei  Ebenen  dar.  Zwei  der  vier  Durchschnitts -Kegel  arten  in 
das  eine,  die  beiden  andern  in  das  andere  dieser  beiden  Systeme  aus.  Die  beiden  Flächen  schneiden 
sich  in  vier  geraden  Linien,  in  welchen  sich  auch  die  beiden  Ebenen-Systeme  schneiden. 

WTenn  p  und  ff  und  also  auch  p'  und  o7  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  so  sind  die  Ebenen 
des  ersten,  wenn  tc  und  x  und  also  auch  n*  und  x',  die  Ebenen  des  zweiten  Systems  reell;  sonst 
imaginär.  Die  beiden  Flächen  müssen  also  geradlinige  sein,  weun  alle  vier  Ebenen  reell  sein  sollen. 
Wenn  alle  vier  Ebenen  imaadnär  sind,  wobei  immer  noch  die  Durchschnitts-Linien  der  beiden  Ebenen 
jedes  Paares  reell  bleiben,  so  sind  die  beiden  Flächen  entweder  beide  geradlinig,  oder  beide  imaginär 
oder  eine  ist  geradlinig  und  die  andere  imaginär.  Wenn  endlich  die  Ebenen  eines  Systems  reell 
und  die  des  andern  imaginär  sind,  so  sind  die  Flächen  beide  nicht  geradlinig.  Das  System  der 
beiden  Flächen  hängt  im  vorliegenden  Falle  von  vierzehn  Constanten  ab  und  kann  auch  durch  die 
folgenden  beiden  Gleichungen  dargestellt  werden: 

tu  =  fiVW, 

tu  =  jAw.  — 

269.  Wenn  wie  bisher  ß,  ß'  und  ß"  homogene  Functionen  zweiten  Grades  zwischen  den  linearen 
Functionen  p,  q,  r  und  s,  die  wir  beliebig  mit  andern  linearen  Functionen  vertauschen  können, 
bedeuten,  so  stellen,  bei  beliebiger  Annahme  der  unbestimmten  Coefficientcn  jt,  "K  und  x  die 
Gleichungen 

ß  -f  Xß'  +  fiü"  =0,  (1) 

ß  +  xß'  =  0,  (2) 


■t-> 


§.  14.     Zusammenstellung  zweier  Flächen.  331 

solche  Flächen  zweiter  Ordnung  dar,  die  bezüglich  durch  dieselben  acht  Durchschnittspuncte  (von 
denen  jeder  durch  die  sieben  übrigen  bestimmt  ist)  gehen  und  eine  gemeinschaftliche  Durchschnitts- 
Curve  (die  durch  acht  ihrer  Puncte  bestimmt  ist)  haben  (Einleitende  Betrachtungen,  (§.  3.))  Die 
Gleichungen : 

dß  dß'  dß" 

dp  dp  dp 

dß  dß' 

dp  dp 

stellen  alsdann  Ebenen  dar,  die  bezüglich  in  demselben  Puncte  und  derselben  geraden  Linie  sich 
schneiden.  Diese  Ebenen  sind,  in  Beziehung  auf  die  Flächen  (1)  und  (2),  die  Polar-Ebenen  des 
Punctes,  für  welchen  q,  r  und  s  verschwinden,  und  der,  bei  der  Willkührlichkeit  der  Coordinaten- 
Bestimmung,  jeder  beliebige  sein  kann.  Wir  erhalten  hiernach,  wenn  wir  zugleich  das  Princip  der 
Reciprocität  in  Anwendung  bringen,  die  folgenden  Sätze. 

Die  Polar-Ebenen  eines  gegebenen  Punctes  in  Beziehung  auf  alle  Flächen  zweiter 
Ordnung,  die  durch  sieben  gegebene  Puncte  gehen,  schneiden  sich  in  demselben 
Puncte;  sie  schneiden  sich  in  derselben  geraden  Linie,  wenn  alle  Flächen  durch 
acht  gegebene  Puncte  gehen. 

Die  Pole  einer  gegebenen  Ebene  in  Beziehung  auf  alleFlächen  zweiter  Classe, 
die  sieben  gegebene  Ebenen  berühren,  liegen  in  derselben  Ebene:  sie  liegen  auf 
derselben  geraden  Linie,  wenn  alle  Flächen  acht  gegebene  Ebenen  berühren,  und 
also  derselben  Abwickelungs-Fläche  eingeschrieben  sind. 

Liegt  die  gegebene  Ebene  insbesondere  unendlich  weit,  so  particularisirt  sich  der  letzte  Satz  in 
den  folgenden. 

Die  Mittelpuncte  aller  Flächen  zweiter  Classe,  die  bezüglich  sieben  und  acht 
gegebene  Ebenen  berühren  liegen  bezüglich  in  derselben  Ebene  und  auf  derselben 
geraden  Linie. 

270.  Homofocale  Flächen  bilden  eine  solche  Gruppe  von  Flächen,  auf  welche  der  letzte  allgemeine 
Satz  seine  Anwendung  findet  (262)  und  sich  dann  dahin  particularisirt,  dass  der  Ort  für  die  Pole 
eine  gerade  Linie  ist,  die  auf  der  gegebenen  Ebene  senkrecht  steht.  Stellen  wir  nehmlich 
eine  solche  Flächen-Gruppe,  bei  willkührlicher  Annahme  von  8,  indem  wir  w  gleich  Eins  nehmen, 
durch  die  Gleichung 

(a2  _  d)  ti  _|_  0-2  _  3)  u2  +  Cr'2  —  3)  t»  =  1  (3) 

dar,  so  ist  die  Gleichung  des  Poles  irgend  einer  gegebenen  Ebene  (t',  u',  vO  in  Beziehung  auf  eine 
beliebige  dieser  Flächen 

(a*  —  3)  t't  +  8)  u'u  -f  (r2  —  3)  v'v  =  1 , 

und  hiernach  sind  die  Coordinaten  dieses  Poles: 

x  =  —  («2  —  3)  t',  y  =  —  (32  —  3)  u',  z  —  —  (-/*  —  d)'V. 

Eliminiren  wir  ö,  so  finden  wir  für  den  Ort  der  Pole  die  Doppel-Gleichung : 


^  +  ^  =  i7  +  §^±+Y 


welche  eine  gerade  Linie  darstellt,  die,  was  zu  beweisen  war,  auf  der  gegebenen  Ebene  (t7,  u',  vO, 
deren  Gleichung 

42* 
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t'x  -f  u'v  +  v'z  +  1  =  0, 

senkrecht  sieht. 

271.  In  einer  Gruppe  hoiuofocaler  Flächen  ist  jede  einzelne  Fläche  durch  eine  ihrer  Berührungs- 
Ebenen  vollkommen  bestimmt,  denn  die  Gleichung  (3)  gibt,  wenn  wir  gegebene  Werthe  der  drei 
Veränderlichen  t,  u  und  v  kennen,  den  Coefficienten  S  auf  lineare  Weise,  Durch  einen  gegebenen 
Punct  aber  lassen  sich  immer  drei  dieser  Flächen  legen  und  zwar  immer  ein  Ellipsoid,  ein  einscha- 
liges und  ein  zweischaliges  Hyperboloid.  Stellen  wir  nehmlich  dieselbe  Flächen-Gruppe  (3)  durch 
folgende  Gleichung-  dar : 

x9.  y-1  *2 


+ Z  —1=0, 


a2—S       ß*S      y2—S 

so  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Coordinaten- Werthe  des  gegebenen  Punctes  einsetzen,  zur  Bestimmung 
yon  S  eine  Gleichung  des  dritten  Grades.  Der  erste  Theil  dieser  Gleichung  ändert  dreimal  sein 
Zeichen,  wenn  tf  nach  einander  gleich  f2,  ß2  und  a2  wird.  Die  drei  Wurzeln  sind  also  sämmtlich 
reell,  eine  derselben  liegt  zwischen  a"2  und  ß'2,  eine  zwischen  ß'2  und  y2  und  die  dritte  ausserhalb 
der  Werthe  a2  und  y'2:  wonach  die  obige  Behauptung  bewiesen  ist.*) 

Aus  dem  in  der  vorigen  Nummer  bewiesenen  Satze  folgt  unmittelbar,  dass  drei  homofocale 
Flächen,  die  durch  denselben  Punct  gehen,  in  diesem  Puncte  sich  rechtwinklig  schneiden. 
Denn,  nehmen  wir  für  die  gegebene  Ebene  die  Tangential-Ebene  einer  der  drei  Flächen  in  dem 
Durchschnittspuncte,  so  ist  dieser  ihr  Pol  in  Beziehung  auf  diese  Fläche,  während  ihre  Pole  in  Be- 
ziehung auf  die  beiden  andern  Flächen  offenbar  beide  auf  der  gemeinschaftlichen  Tangente  ihrer 
Durchschnitts-Curve  liegen. 

Auf  demselben  Tangente  liegen  auch  die  Pole  der  gegebenen  Tangential-Ebene  in  Beziehung  auf 
die  (als  Flächen  zweiter  Classe  zu  betrachtenden)  drei  Focal-Curven.  Wenn  man  also  in  einem 
gegebenen  Puncte  einer  gegebenen  Fläche  zweiter  Ordnung  und  Classe  die  Tangential-Ebene  und  die 
Normale  construirt,  welche  einem  der  drei  Hauptschnitte  in  einer  geraden  Linie  und  einem  Puncte  begegnen, 
so  ist,  in  Beziehung  auf  die  bezügliche  Focal-Curve,  dieser  Punct  der  Pol  jener  geraden  Linie.  Hiernach 
können  wir,  wenn  die  Tangential-Ebene  gegeben  ist,  den  Berührungspunct  auf  ihr  unmittelbar  bestimmen. 
Wir  begegnen  hierbei  zugleich  dem  Satze,  dass  der  geometrische  Ort  für  die  Berührungspuncte  auf  solchen 
Tangential-Ebenen  homofocaler  Flächen,  die  durch  eine  gegebene,  in  einem  der  drei  Hauptschnittc  liegende 
gerade  Linie  gehen,  ein  Kreis  ist,  der  den  kürzesten  Abstand  der  gegebenen  geraden  Linie  und  ihres 
Poles  zu  einem  Durchmesser  hat.  Es  knüpft  sich  ferner  hieran  eine  einfache  Construction  der  beiden 
Tangential-Ebenen,  die  sich,  im  Allgemeinen,  durch  eine  in  einem  der  drei  Hauptschnitte  liegende 
gerade  Linie  an  die  Fläche  legen  lassen.  Wenn  diese  gerade  Linie  insbesondere  eine  Tangente  der 
Focal-Curve  ist,  so  tritt  uns  das  bemerkenswerthe  Resultat  entgegen,  dass  alsdann  jede  (imaginäre) 
Ebene,  die  durch  eine  solche  gerade  Linie  geht,  eine  Tangential-Ebene  der  Fläche  ist.**) 


*)  In  der  Note  zur  140.  Nummer  haben  wir,  nach  Herrn  Cauchy,  diejenige  Gleichung,  deren  Wurzeln 
die  Halb-Axen-Quadrate  einer  gegebenen  Fläche  zweiter  Ordnung  sind,  und  welche  die  allgemeine 
Gleichung  dritten  Grades  mit  drei  reellen  Wurzeln  repräseutirt  (175),  auf  die  Form  der  obigen 
Gleichuug  gebracht. 

**)  Wenn  wir  für  die  Gleichung  der  Fläche  die  folgende 

a-t2  +  ß2ü2  -f  y'2y2    ss   1 
und  für  die  Gleichungen  einer  geraden  Linie  in  dem  Ilauptschuitte  XY  die  folgendeu 
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Es  steht  also  jede  Tangente  der  beiden  reellen  Focal-Curven  rucksichtlich  solcher  Ebenen,  die 
durch  dieselbe  gelegt  werden,  zur  Fläche  in  ganz  analoger  Beziehung,  wie  die  beiden  Brenn- 
puncte,  rücksichtlich  der  durch  dieselben  gehenden  geraden  Linien,  zur  Curve  zweiter  Classe.  Je 
zwei  auf  einander  senkrechte  Ebenen  insbesondere,  die  durch  eine  Tangente  der  Focal-Curve  gehen, 
bilden  mit  den  beiden  bezüglichen  Tangential-Ebenen  vier  harmonische  Ebenen,  woraus  sich  mehrere 
Sätze  ergeben» 

272.  Die  Gleichung  (2),  welche,  bei  willkührlicher  Annahme  von  x,  Flächen  zweiter  Ordnung 
darstellt,  die  alle  dieselbe  Durchschnitts-Curve  haben,  stellt,  in  Verbindung  mit  der  Gleichung 

p  =  0 
die  Durchschnitts-Curven  in  der  bezüglichen  Ebene  (p)  dar,  und  hieraus  folgt,  dass  diese  alle  in 
denselben  vier,  reellen  oder  imaginären,  Puncten  sich  schneiden.  Wenn  zwei  der  fraglichen  Flächen 
gegeben  sind,  etwa  zwei  der  vier  gemeinschaftlichen  Durchschnitts-Kegel,  so  können  wir  sogleich 
eine  dritte  Fläche  bestimmen,  welche  durch  die  reelle  oder  imaginäre  Durchschnitts-Curve  der  beiden 
gegebenen  und  überdiess  durch  einen  gegebenen  Punct  M  geht.  Jede  durch  diesen  Punct  gelegte 
Ebene  schneidet  die  beiden  gegebenen  Flächen  in  zwei  Kegelschnitten  und  die  zu  construirende  in 
einem  solchen  dritten  Kegelschnitt,  der  dadurch  bestimmt  ist,  dass  er  durch  die  reellen  oder  imaginären 
Durchschnittspuncte  der  beiden  ersten  und  durch  den  gegebenen  Punct  M  geht.  (Entwicklungen  I, 
n.  394)  Wenn  wir  die  beliebige  Ebene  (p)  als  gegeben  betrachten  und  in  ihr  den  Punct  M  ver- 
rücken, so  ändert  sich  der  dritte  Kegelschnitt,  und  geht  insbesondere,  wenn  wir  denselben  mit  einem 
der  drei  gemeinschaftlichen  zugeordneten  Pole  der  beiden  ersten  Kegelschnitte  zusammenfallen  lassen, 
in  einen  Punct  oder  ein  System  von  zwei  geraden  Linien  über.  Dann  ist  die  Ebene  (p)  eine  Tangential- 
Ebene  der  zu  construirenden  dritten  Fläche,  und  auf  ihr  der  Punct  M  der  Berührungspunct.  Es 
gibt  also,  im  Allgemeinen,  drei  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  durch  die  reelle  oder  imaginäre 
Durchschnitts-Curve  zweier  gegebenen  Flächen  zweiter  Ordnung  (durch  acht  gegebene  Puncte)  gehen 
und  überdiess  eine  gegebene  Ebene  berühren.  Die  drei  Berührungspuncte  auf  dieser  Ebene  sind  die 
drei  gemeinschaftlichen  zugeordneten  Pole  derjenigen  beiden  Kegelschnitte,  in  welchen  dieselbe  von 
den  beiden  gegebenen  Flächen  geschnitten  wird. 

Neben  den  eben  gewonnenen  Resultaten  stellen  sich ,  in  Folge  des  Priucips  der  Reciprocität, 
die  folgenden.  Wenn  man  um  solche  Flächen  zweiter  Classe,  welche  acht  gegebene  Ebenen  berühren, 
und  folglich  von  derselben  Abwickelungs-Fläche  umhüllt  werden,  Kegel  beschreibt,  die  einen  gegebenen 
Punct  zum  gemeinschaftlichen  Mittelpuncte  haben,  so  haben  alle  diese  Kegel  vier  gemeinschaftliche 
Tangential-Ebenen  und  folglich  drei  gemeinschaftliche  zugeordnete  Diametral-Ebenen.  Durch  eine 
fünfte  Tangential-Ebene  ist  ein  solcher  Kegel  vollkommen  bestimmt.  Es  gibt  im  Allgemeinen  drei 
Flächen  zweiter  Classe,  welche  mit  zwei  gegebenen  dieselben  gemeinschaftlichen  Tangential-Ebenen 
haben,  (acht  gegebene  Ebenen  berühren)  und  überdiess    durch   einen    gegebenen  Punct  gehen.     Die 


z  =  0,  t'x  +  u'y  +  1=0, 

nehmen  und  die  Winkel,  welche  die  beiden  durch  diese  gerade  Linie  gehenden   Tangential-Ebenen  mit 
dem  Hauptschnitte  XY  bilden,  -q  nennen,  so  ist 

tang2?:  =  —  —  , 

a*t'*+^u'->  — 1 

und  wenn  insbesondere  die  gerade  Linie  die  Focal-Curve 

C«2    _    y-1^2    +  (fl,    _   y2)u2     _    ! 

berührt,  erhält  tangv?  den  Werth  ±V  (—  l)>nd  q  wird  unbestimmt.    Vergl.  Entwicklungen  II.  S.  64. 
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drei  Tangcntial-Ebcnen  in  dem  gegebenen  Puncte  sind  die  drei  gemeinschaftlichen  zugeordneten 
Diametral-Ebenen  derjenigen  beiden  Kegelflächcn,  welche  diesen  Punct  zu  ihrem  Mittelpuncte  haben 
und  den  beiden  gegebenen  Flächen  umschrieben  sind. 

273.  Wir  wollen  die  letzten  Resultate  auf  den  besondern  Fall  homofocaler  Flächen,  in  deren 
Reihe  namentlich  auch  die  drei  gemeinschaftlichen  Focal-Curven  gehören,  übertragen.  Drei  solche 
Flächen,  die  durch  einen  gegebenen  Punct  gehen,  haben  in  diesem  Puncte  drei  Tangential-Ebenen,  die 
auf  einander  senkrecht  stehen  (271).  Alle  umschriebenen  Kegelflächen,  deren  gemeinschaftlicher 
Mittelpunct  dieser  Punct  ist,  haben  also  diese  drei  Tangential-Ebenen  zu  ihren  drei  gemeinschaftlichen 
Hauptschnitten:  die  drei  Normalen  der  drei  Flächen  also  zu  ihren  drei  gemeinschaftlichen  Axen. 
Wir  entnehmen  hieraus  die  folgenden  Sätze. 

Die  drei  Axen  irgend  eines  Keg-els,  der  einer  gegebenen  Fläche  zweiter  Classe 
umschrieben  ist,  fallen  mit  den  drei  Axen  jeder  derjenigen  drei  Kegelflächen 
zusammen,  die  denselben  Mittelpunct  haben  und  durch  die  drei  Focal-Curven  gehen. 
Lie°-t  der  Mittelpunct  insbesondere  auf  der  gegebenen  Fläche  selbst,  so  ist  die 
Normale  derselben  in  diesem  Puncte  eine  der  drei  Axen  jeder  dieser  drei  Keg-el- 
flächen,  so  dass  diese  drei  gemeinschaftlichen  Axen  die  drei  Normalen  der  durch 
diesen  Punct  gehenden  drei  confocalen  Flächen  sind. 

274.  Wenn  wir  durch  die  Normale  einer  gegebenen  Fläche  zweiter  Ordnung  und  Classe  — 
und  offenbar  können  wir  hier  auch  die  beiden  Paraboloide  einschliessen  —  in  einem  gegebenen 
Puncte  M  eine  beliebige  Ebene  legen,  so  schneidet  diese  Ebene  eine  beliebige  Focal-Curvc  der  Fläche 
in  zwei  Puncten  F  und  G  und  diejenige  Kegeilläche,  die  den  gegebenen  Punct  zu  ihrem  Mittelpuncte 
hat  und  durch  diese  Curve  geht,  in  zwei  geraden  Linien  MF  und  MG,  die  mit  der  Normalen,  weil 
diese  eine  Axc  der  Kegelfläche  ist,  gleiche  Winkel  bilden.  Ein  Lichtstrahl  also,  der  von  F  ausgeht 
und  die  Fläche  in  M  trifft,  wird  in  Gemässheit  des  bekannten  Spiegelungs-Gesetzes,  entweder  nach 
dem  Puncte  G  oder  so  zurückgeworfen,  als  wenn  er  von  dem  Puncte  G  käme.  Vertauschen  wir 
den  Punct  M  mit  einem  beliebigen  andern  Puncte  der  Fläche,  so  gibt  uns  dieselbe  Construction,  statt 
des  Punctes  G,  einen  antlern  Punct  derselben  Focal-Curve.  Alle  Liehtstrahlen  also,  welche  von  dem 
Puncte  F  auf  der  Focal-Curve  ausgehen,  schneiden,  nachdem  sie  von  der  Fläche  reflectirt  worden 
sind,  entweder  selbst  oder  rückwärts  verlängert,  '/um  zweiten  Male  dieselbe  Focal-Curve.  Im  ersten 
Falle  bildet  diese  Focal-Curvc  eine  Licht-Linie,  im  zweiten  Falle  findet,  nach  der  Spiegelung-,  keine 
Vereinigung  der  Lichtstrahlen  statt,  es  nehmen  dieselben  aber  einen  solchen  Weg,  als  wenn  sie  von 
der  Focal-Curve  ausgegangen  wären.  Ein  Gleiches  gilt,  wenn  wir  statt  des  Punctes  F  nach  einander 
alle  Puncte  der  Focal-Curve  betrachten.  Und  somit  sind  wir  zu  dem  folgenden  Satze  gelangt,  der 
den  Schlussstcin  der  gegenwärtigen  Untersuchungen  bilden  mag. 

Alle  Lichtstrahlen,  die,  von  einer  der  beiden  reellen  Focal-Curven  irgend  einer 
gegebenen  Fläche  zweiter  Ordnung,  eines  Ellipsoids,  eines  elliptischen  oder 
hyperbolischen  Hyperboloids,  eines  elliptischen  oder  hyperbolischen  Paraboloids, 
ausgehend,  auf  die  Fläche  fallen  und  von  dieser  gespiegelt  werden,  kehren  wieder 
zu  derselben  Focal-Curvc  zurück',  oder  nehmen,  nach  der  Spiegelung,  einen 
solchen  Weg.  als  wenn  sie  von  dieser  Focal-Curvc  ausgegangen  wären. 
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